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Βασικές  γνώσεις 


Για  α>-1  και  για  κάθε  νε  Ν*  ισχύει  η  ανισότητα  ΒσιηοιιΙΙί 

(1  +  α)ν>1+να. 

Ο  Η  ί  είναι  αΰξο,,σα  στο  Ε,  όταν  για  κάθε  Χχ,Χ^  Κ,  με 
Χΐ<Χ2  ισχύει.:  ί(χι)<ί(χ2) 

Ο  Ηίε  ίναι  φΟίνουιτα  στο  Ε,  όταν  για  κάθε  Χι,Χ2ε  Κ,  με 
Χΐ<Χ2  ισχύει:  ί(Χι)>ί*(Χ2) 

Ο  Η  ί  είναι  γν.  αύξουοα  στο  Ε,  όταν  για  κάθε  Χι,Χ2€Ε  Κ,  με 
Χι<Χ2  ισχύει:  ί(Χι)<ί(Χ2) 


Ο  Η  ϊ  είναι  γν.  φθίνουσα  στο  Ε,  όταν  για  κάθε  Χχ^Χιξ.  Κ.,  με 
Χι  <Χ2  ισχύει:  ϊ(χι)  >ί'(χ2) 


Ο  Η  ί  είναι  (XV ίι)  φραγμένη,  όταν  υπάρχει  ΜεΒ  τέτοιο, 
ώστε  για  κάθε  ΧΕ  Α  να  ισχύει:  ί(χ)<Μ 


Ο  Η  (  είναι  %ά%(ύ  φραγμένη,  όταν  υπάρχει  Με  ϋ  τέτοιο, 
ώστε  για  κάθε  ΧΕ  Α  να  ισχύει:  ί(χ)>Μ 


Ο  Η  ί*  είναι  φραγμένη,  όταν  υπάρχει  ΙΤΙ^Με  Κ. 
ώστε  για  κάθε  ΧΕ  Α  να  ισχύει:  ιη<ί(χ)<Μ 


τέτοιο. 


Γενικώς  η  I  είναι  Φραγμένη  στο  Ες;Α, 


αν  και  μονο  αν% 
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υπάρχει  Ι<>0  τέτοιο,  ώστε:  |Γ(χ)|<Κ  για  κάθε  ΧΕ  Ε. 

©  Η  ί  παρουσιάζει  βλάχΚΧΐΟ  στο  σημείο  Χο  του  πεδίου 

ορισμού  της  Α  αν  ισχύει:  ί(χ)>ϊ(χο)  για  κάθε  ΧΕ  Α. 
τ<>  Ι’(χο)  είναι  η  ελάχιστη  τιμή  της  ϊ. 

Ο  Η  ΐ  παρουσιάζει  μέγΚΤΤΟ  στο  σημείο  Χο  του  πεδίου 

ορισμού  της  Α  αν  ισχύει:  ί(χ)<ϊ(χ„)  για  κάθε  ΧΕ  Α. 

Ιο  ί(Χο)  είναι  η  μεγίστη  τιμή  της  ί. 

©  Μια  πραγματική  συνάρτηση  ί:Α — >Κ.  είναι  1  ένα  ΛρΟζ 

ένα”,  όταν  για  κάθε  Χι?Χ2^  Α  ισχύει: 

<ιν  Χι^Χ2,  τότε  ί(Χΐ)#ϊ(Χ2) 
ή  ισοδύναμα 

</.ν  ί'(χι)=ϊ(χ2)  ,  τότε  Χι  Χ2· 

Φ  'Εσ™  ί;Κ-^Κ  ^αι  μί<*  εν«  εν«'  συνάρτηση, 

Γάτε  ισχύουν 

:·)  ε1(5,)=χ  »  ί(χ)=)' 

'ίί)  1",(ί(χ))=Χ  για  κάθε  ΧβΑ 
:«ϋ)  ί(ί"1(^))=5'  για  κάθε  ?€  Ϊ(Α) 

©  Όταν  υπάρχουν  Χι,Χ2^  Α  με  Χιΐ^Χι,  για  τα  οποία  ισχύει 
I  ( X  ι )  —  ί(Χ2)  τότε  προκύπει  ότι  η  ί  δεν  είναι  '  £\(Χ  ΛρΟζ  ένα”. 

©  Αν  μία  συνάρτηση  ί  είναι  γνησίως  μονότονη  στο  πεδίο 
μησμού  της,  τότε  είναι  "ένα  ΛρΟζ  ένα", 
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Ιί  αντίστροφη  μίας  γνησίως  μονότονης  συνάρτησης  είναι 
γνησίως  μονότονη  με  το  ίδιο  είδος  μονοτονίας. 


Αν  1ΪΓΠ  β(χ)  =  0  και  για  κάθε  X,  με  Χ€Ε  υ(Χο,<χ)  ισχύει: 
X— >Χ0 

|ί(χ)|  <ε(χ)  τότε  προκύπτει  ότι  Ιΐιη  ί(χ)  =  0  . 

χ->χο 


©  Αν  ΙΐϊϊΙ  ί(χ)  “  1  ,  ΙΐίΤλ  §(χ)  ~  111  ,  Ι,ΙΪΙΕ  ιι  και  για  κάθε 
χ  — >  χο  χ  — >  χο 

Χ€  υ(χη,α)  είναι:  1(χ)>§(χ),  τότε  και  ΙΪΙΜ  ί'(χ)  >  ΙΐΤΤ»  £(χ) 

X  — >  ΧΟ  X  — >  χο 

ο  Αν  για  κάθε  Χ6  υ(Χη,α)  ισχύει:  1ΐ(χ)<ί(χ)<2(χ)  και 

Ιΐιη  1ΐ(χ)  =  Ιΐιη  δ(χ)  =  1  τότε  προκύπτει  ΙΪ1Π  ('(χ)  =  1  όπου 
χ  — ^  χο  χ  — >  χο  χ  — »  χο 

ΙεΚ 

©  1«ιη^=1 

χ-αΟ  Χ 


Ιΐιη  ί(χ)  =  +  00  ,  όταν  για  κάθε  Μ  >  0  υπάρχει  δ>0, 
X— >  ΧΟ 

αίστε  για  κάθε  X  με  0  <  |  X  —  ΧΟ  |  <  δ  να  ισχύει  ί(χ)  >Μ. 

φ  Ηηι  Γ(χ)  =  — 

χ  ->  χ« 


00  ,  όταν  για  κάθε  Μ  >  0  υπάρχει  δ>0, 
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όυ τε  για  κάθε  X  με  0  <  X—  ΧΟ  <  δ  να  ισχύει  ί(χ)  <-Μ. 


Ηγπ  εφχ^  +  ο*  ,  Ηπι  εφχ=-°° 

.+ 


π 

Χ^“  2 


π 

Χ^"2 


Φ  Απροσδιόριστες  μορφές: 

(ι)  (+οο)  +  (—  οο)  (ϋ)  Ο  *  (  ±  °°) 


Η- 


οο 


(ϋί) 


+ 


(ίν) 


ΟΟ 


ο 

Ο 


Φ  Έστω  μία  συνάρτηση  Γ  ορισμένη  στο  διάστημα  Δ  και.  Χ<>£  Δ. 
Θα  λέμε  ότι  η  Γ  είναι  συνεχής  στο  Χο,  όταν  ισχύει.: 

Ηπι  ί(χ)  =  ί(χο) 

X  ΧΟ 

Κάθε  πολυωνυμική  συνάρτηση  είναι  συνεχής, 
φ  Κάθε  ρητή  συνάρτηση  είναι  συνεχής. 

Οι  συναρτήσεις  Τ||1Χ,  <ΤΙ)νχ,  £ΓβΧ  και  ΟΤβΧ  είναι  συνεχείς. 
Η  συνάρτηση  είναι  συνεχής  στο  Χο  όταν  ί(χθ)  ^  Ο  . 


φ  Λν  οι  συναρτήσεις  ί,  §  είναι  συνεχείς  στο  Χο,  τότε  και  οι. 
συναρτήσεις: 
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(<)  ί+§  (ϋ)  αί,αβ  Κ. 

είναι  συνεχείς  στο  Χο. 

Φ  Αν  η  συνάρτηση  Γ  είναι  συνεχείς  στο  Χο  και  η  συνάρτηση  § 
είναι  συνεχής  στο  ί(Χο)  τότε  και  η  σύνθεση  βοί  είναι  συνεχής 
στο  Χο. 

Αν  μία  συνάρτηση  Γ  είναι  συνεχής  στο  διάστημα  [<Χ,β]  και 

Γ(α)ί(β)<0  τότε  υπάρχει  τουλάχιστον  ένα  |€ (α,β)  τέτοιο,  ώ¬ 
στε  Γ(Ι)  =  0,  δηλαδή  η  εξίσωση  Γ(χ)=0  έχει  τουλάχιστον  μία  ρί¬ 
ζα  στο  διάστημα  ((Χ?β). 

Αν  μία  συνάρτηση  ί  είναι  συνεχής  στο  κλειστό  διάστημα 
[α,β]  και  ί(α)*ί(β)  με  ί(α)<Ιί<Γ(β)  τότε  υπάρχει  τουλάχι¬ 
στον  ένα  ξε(α,β)  τέτοιο,  ώστε  ΚΌ=Κ· 

Είναι:  Γ(Δ)=[ί(α),Γ(β)]  ,  αν  η  πραγματική  Γ  είναι  συνε¬ 
χής  στο  [α,β]  και  αΰξουσα. 


(«0  *“·8  (»ν)~  ,2*0 


φ  Είναι:  ϊ(Δ)  =  [ί(β),Γ(α)] 

χής  στο  [α,β]  και  φθίνουσα. 


,  αν  η  πραγματική  Γ  είναι  συνε- 
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.  ί'(Δ)  =  (Ηιη  Γ(χ) ,  Ιιϊτι  Γ(χ) )  αν  η  ί  είναι  γν.  ερθίνουσα 
χ  β  χ  ^  α 

φ  Αν  μία  συνάρτηση  Γ  είναι  συνεχής  στο  [(Χ,β]  και  ΙΤΙ,Μ 
είναι  η  ελάχιστη  και  μεγίστη  τιμή  της  ϊ  στο  [α,β],  τότε  για  κάθε 

Χ€  [α,β]  ισχύει:  Π1<ί(χ)<Μ. 

Λν  μία  συνάρτηση  ί  είναι  γνησίως  μονότονη  και  συνεχής  σε 
ενα  διάστημα  Δ  τότε  η  αντίστροφή  της  Γ1  είναι  συνεχής  στο 

ί(Δ). 

φ  Κάθε  πολυώνυμο  περιττού  βαθμού  έχει  μία  τουλάχιστον 
πραγματική  ρίζα. 

©  Αν  Ρ(χ)  =  ανχν+αν.ιχν·1  +  ...+αιχ+αη,  αν^Ο  και 

Ο  (χ)  =  |1)ίΧ,;4-  βΐς- ] X*4 + ...  +  βιΧ+  β  ,  βΐί^Ο  τότε 

(ί)  Ηιη  Ρ(χ)  =  αν  ·1ίιη  χν 


X  -4  +<*> 


χ  — >  η-  οο 


Ρ(χ)  αν  ,.  χν 

(ίί)  Ι1ΙΪ1  - —  ΤΓ-  ■  ΙίΠΙ  — 

Ο»  Ρ*  Α 


-μ  οο 


X  — >  -{-  οο 
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ΘΕΜΑ  1 


Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  ΓίΚ. — ^Κ.  που  ικανοποιεί  τη  σχέση: 


ΙΏ  Γ(χ  -  1)  +  Π  ΐ(-  X)  =  2 


X 


+  1 


Να  βρεθούν  οι  ΙΠ  και  Π  τέτοιοι  ώστε  η  συνάρτηση  Γ  να  πληρεί  τις 
σχέσεις:  £(-2)  =  5  και  £(Χ)  =  1 . 


Λύση 


Αν  στην  (1)  θέσουμε  χ-2,  έχουμε 
γπΓ(1)  +  τιΓ(-2)  =  5  ,  δηλαδή  ιπ  +  5η  — 5 
Θέτουμε  τώρα  στην  (1)  χ  =  -1  και  έχουμε 
πι£(-2)-1-ηί(1 )  =  3  ,  δηλαδή  5  ηα  +  η  =  3 
Συνεπώς  έχουμε  το  σύστημα 


ιτι  +  5  ιι=  5 
|5γπ+  η  =  3 


<=> 


γο  +  5  η  —  5 
1  -  24η=  -  22 


η 

12 

5 


ΘΕΜΑ  2 


Να  εξεταστεί  αν  υπάρχουν  συναρτήσεις  οι  οποίες  να 

ικανοποιούν  τη  σχέση:  (1)  ί(χ)-ί(-χ)  =Χ2  ,  για  κάθε  ΧΕ  Κ. 


Λύση 

Αν  στην  (1)  θέσουμε  όπου  χ  το  -χ  έχουμε 
Γ(-χ)-Γ(χ)  =  χ2  (2) 

Λν  προσθέσουμε  κατά  μέλη  τις  (I)  και  (2)  έχουμε 
χ'-ά)  ,  γ ια  κάθε  χοξ  Π  (άτοπο) 

Συνεπώς  Λεν  υπάρχει  συνάρτηση  Γ:Κ  >Κ  που  να  ικανοποιεί  τη  σχέση  {}), 
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ΘΕΜΑ  3  : 

Να  δειχθεί  ότι  δεν  υπάρχει  συνάρτηση  ί:Κ— >Κ.  η  οποία  να  ικανο¬ 
ποιεί  τη  σχέση:  (1)  ί(χ)  +ί(ϊΙ-χ)  ^Χ,  για  κάθε  ΧΕ  Κ.,  11Ε  Ν*. 

Λύση 

Θέτουμε  στην  (!)  χ~0  και  έχουμε 
ί(0)  +  ΐ(π)  =  0  (2) 

Θέτουμε  τώρα  στην  (!)  χ=η  και  έχουμε 
ί(η)  +  ί(0)  =  η  (3) 

Αν  πολλαπλασιάσουμε  την  (2)  επί  -1  και  προσθέσουμε  κατά  μέλη 
τις  (2)  και  (3)  έχουμε 

0  =  η  ,  που  είναι  άτοπο  διότι  ιιεΝ* 

Αρα  δεν  υπάρχει  συνάρτηση  ί:Κ— που  να  ικανοποιεί  τη  σχέση  (1). 


«ΕΜΛ 


Να  βρεθεί  η  συνάρτηση  ί':- {0} — που  ικανοποιεί  τη  σχέση: 

ηλ 


ί(χ)  +  ί 


Λύση 


χ 

ν  / 


=  χ3  (1) 


1 


Αντικαθιστούμε  στην  (1)  όπου  χ  το  —  και  έχουμε 


ί 


η 


\ 


X 

V  / 


+  2Γ(χ)  =-ί  =»  -  4  ί(χ)  -  2ΐ 

X 


η 


X 

V  / 


χ3 


(2) 


Προσθέτουμε  τις  σχέσεις  (1)  και  (2)  κατά  μέλη  και  έχουμε 


η  (/  ν  ί  2  Γ,  .  X  ζ 

-3Ι(χ)  =  χ  ---γ  =>  Γ(χ)  =  -  — 

χ  3  3χ 


3 
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ΘΐΜλ5· 


Να  βρεθεί  η  συνάρτηση  Γ:ϋ— >Κ  που  πληρεί  τη  σχέση 

(ΐ)  4 ί(χ)  +  3Γ(—  χ)  —  ο | χ |  ,  οεΚ 

Λύση 

Θετουμε  στην  (2)  όπου  χ  το  -χ  και  εχουμε 
4ί(-χ)  +  3ΐ(χ)  =  ο|-χ| 
δηλαδή  ηί(-χ)  +  3ί(χ)  =  ο|χ|  (2) 

Λν  πολλαπλασιάσουμε  την  (1)  επί -4  και,  τη  (2)  επί  3  και  προσθέσουμε 
κατά  μέλη  τις  (1)  και  (2)  εχουμε 

-  12Γ(-χ)-16ΐ(χ)  +  12ί(-χ)  +  9Γ(χ)  =  -4ο|χ|  +  3ο|χ| 

Λρα  £(χ)  =  ^Μ 


ΘΕΜΑ  6 


Να  εξεταστεί  αν  υπάρχουν  συναρτήσεις  ί:Κ.— >Κ  που  να  ικανο¬ 
ποιούν  τη  σχέση:  (1)  ί (χ-Ι)-ί(Ι-χ)  —  X  ,  για  κάθε  Χβ  Κ. 

Λύση 

Θέτουμε  στην  (1)  χ=1  και  εχουμε 
ί(0)-Γ(0)  =  1,  για  κάθε  χ£  Κ 
δηλαδή  0=1  για  κάθε  χσ  Κ  (άτοπο) 

Λρα  δεν  υπάρχουν  συναρτήσεις  Γ:Κ— >Κ  που  να  πληρούν  τη  σχέση 
(!)■ 
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ΘΕΜΑ  7 

Να  βρεθεί  η  συνάρτηση  ί:Κ — >Κ.  που  ικανοποιεί  τις  σχέσεις: 

(Ο  ί(χ)ί(γ)  =  ΐ(χ+γ-χγ) 

(2)  1(1)*0 
Λύση 

Θέτουμε  στην  (1)  γ  =  1  και  έχουμε  ί(χ)ί(1)  =  Γ(χ+1-χ) 
δηλαδή  ί(χ)Γ(1)  =  ί(ί)  (2) 

Γ,πειδή  ί(1)^0  η  (2)  γίνεται  £(χ)  =  1,  για  κάθε  χ€  Κ 
Άρα  η  ί  είναι  σταθερή  συνάρτηση  με  τιμή  1. 


ΘΕΜΑ  8 

Να  βρεθεί  η  συνάρτηση  Γ:Κ— που  ικανοποιεί  τη  σχέση: 

ΐ(χ+γ)~ϊ(χ-γ)  =  4χγ  (ΐ) 

Λύση 

Λν  στην  (1)  θεωρήσουμε  την  αντικατάσταση  χ— >χ,  έχουμε 

Γ(2χ)-ί(0)  =  4χ2  (2) 

Λν  θεωρήσουμε  ότι  ί(0)  =  αΕΚ  η  (2)  γίνεται 
ί(2χ)  =  4χ2+α 

)( 

Θέτουμε  όπου  χ  το  ^  και  έχουμε 
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Να  βρεθεί  η  συνάρτηση  ί:Κ— που  ικανοποιεί  τη  σχέση: 

2£(χ)  +3Γ(1-χ)  =4χ-1  (ΐ) 

Λΰση 

Θετού  με  στην  (1)  οπού  χ  το  1-χ  και  έχουμε 
2ί(1-χ)  +  3ί(ΚΙ+χ)  =  4(1  -χ)-1  <=>  2Γ(1-χ)  +  3ί(χ)  =  3-4χ  (2) 

Λν  πολλαπλασιάσουμε  την  (1)  επί  -2  και  την  (2)  επί  3  και  προσθέ¬ 
σουμε  κατά  μέλη  τις  (])  και  (2)  έχουμε 
-4ί(χ)-6ί(1-χ)  +  6Γ(1-χ)+9ί(χ)  =  -2(4χ-])  +  3(3-4χ) 

Δηλαδή  5Γ(χ)  =  -8x4-2  +  9-  12χ  => 

Λρα  η  ζητούμενη  συνάρτηση  είναι 


Γ(χ)  = 


11-20χ 


Γ(χ)  = 


1  1  -  20χ 


ΘΕΜΑ 


10 


Να  βρεθούν  οι  συναρτήσεις  αν  ικανοποιούν  τις  σχέσεις; 


(^) 


ί  (Χ  +  6)  +  2§  (2χ+  15)  = 


1 


Α  +  2λ 


V 


+  §(χ  +  5)  =  χ+  4 


(1) 


(2) 


Λύση 


X 


4-9 


Θέτουμε  — —  =  γ  +  Γ>  ,  δηαδή  χ  =  2γ+10  και  η  εξίσωση  (2)  γίνεται 
Γ(χΗ-ί>)-(-1!,(2>Η- 15)  =  2γ  +  14 
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Λρα  το  σύστημα  (Σ)  γίνεται 

ί  (χ  +  6)  +  2β  (2χ  +  15)  =  Χ  - 

ζ 

ί(χ+6)+  β  (2χ+ 15)  =  2χ+ 14 

V. 

►  Ο  Ί 

και  έχουμε  β(2χ  + 15)  -  2χ- 14  =;>  £(2χ  +  15)  =  - -  13  (5) 

Βέτουμε  2χ+  15  =  γ  και  η  (3)  γράφεται 


ί(χ  +  6)  =  2χ+ 14-β(2χ+ 15)  =>  ΐ(χ  +  6)  =  2χ  +  14  +  |-χ+13  ==> 
ί(χ  +  6)  =  ^  χ  +  27  (4) 


Βετουμε  χ  +  6  =  γ  και  η  (4)  γίνεται 


ΘΕΜΑ  11 


Να  βρεθεί  η  συνάρτηση  ί:ϋ— >Κ  που  ικανοποιεί  τη  σχέση: 

Γ(1-Χ)  +  (Ι-χ)Ι(χ-Ι)  +  Χ-1  =  0  (1) 

Λύση 

(θέτουμε  1-χ  =  γ  και  η  (1)  γίνεται 
Γ(γ)-|-γί(-γ)-γ  =  0  (2) 

Λν  στη  (2)  θέσουμε  όπου  γ  το  -γ  έχουμε 

=  0  (Μ) 


Κεφάλαια  1-5 


21 


Πολλαπλασιάζοντας  την  (3)  επί  -γ  και  προσθέτοντας  κατά  μέλη  τις 
(2)  και  (3)  έχουμε 

ί(Υ)+Υ2ί(Υ)-Χ-ν2=  0  =>  %)(1+Υ2  )=  Υ+Υ2  =>  ί(γ)  = 

1  +  γ 

(4) 

θέτουμε  γ=χ  και  η  (V)  γράιρεται  ί(χ)  =  - 

χ  4- 1 


ΘΕΜΑ  12 

Έστω  ί:Κ->Κ  μια  συνάρτηση  συνεχής  τέτοια,  ώστε  Γ(ϊ(χ))=χ 

για  κάθε  Χ£  κ  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  Χο£  Κ  τέτοιο,  ώστε 
Γ(χ,ι)  =Χ0. 


Λΰαη 

Έστω  ότι  ί(χ)^χ  για  κάθε  χε  II.  Τότε  ί(χ)>χ  ή  ί(χ)<χ. 

•  Λν  ί(χ)>χ  είναι  ί(ί(χ))>Γ(χ)>χ  (άτοπο) 

•  Αν  £(χ)<χ  τότε  ί(ί(χ))<ί(χ)  <χ  (άτοπο) 

Συνεπούς  υπάρχει  χοε  Κ  τέτοιο,  ώστε  ί(χο)=χο- 


ΘΕΜΑ 


Να  βρεθεί  η  συνάρτηση  ϊΐΒ-{0,(χ} — >Κ.  η  οποία  ικανοποιεί  τη 
σχέση:  (1)  Γ(χ)  +  ί 


'  α2  > 


α  -  χ 

V  7 


=  Χ,  όπου  <Χ£Κ-{0}. 
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00 


Λύση 


Αντικαθιστούμε  στην  (1)  όπου  χ  το 


α 


α  -  χ 


και εχουμε 


ί  2  X 

ί 

2  \ 

α 

+  ί 

α 

α-χ 

ν  ) 

α 

α2 

α-χ 

V 

7 

α 


α  -χ 


'  α2  ' 

α  -  χ 

ν  ) 


ί 


+  Γ 


2λ 


αχ  -  α 
χ 

V  ^ 


α 


α-  χ 


(2) 


λτην  (2)  θετουμε  όπου  χ  το 


α 


α  -  χ 


και  εχουμε 


I 


^αχ  —  α2^ 


+  ί(χ)  = 


αχ-  α 


β) 


Πολλαπλασιάζοντας  τη  (2)  επί  Λ  και  προσθέτοντας  κατά  μέλη  τις 
( / λ  (2)  και  (3)  εχουμε 

^ . ,  ,  αχ  -  α2  (χ2  ι*\  *  \ 

2Γ(χ)  = - - +  χ- -  =>  21  (χ)  = 


2  2 

α(χ  -  α)  (ιχ  -  χ)  +  χ  (α  -  χ)  -  α  χ 


Ϊ00  = 


χ  α  -  χ  '  χ  (α  -  χ) 

-  α(χ  -  α)2  +  αχ2  -  χ3  -  α2χ  -  α(χ2  -  2αχ+  α2)  4-  αχ2  -  χ3  -  α2 

2χ  (α  -  χ)  2χ(α  -  χ) 


χ 


ιν  -α  χ2  +  2α^χ  -  α2  +  αχ2  -  χ3  -  α2χ  Ν  χ3  -  α2χ  +  α3 

Η*)  = - - - — - — -  =*  ί(χ) 


2χ(α  -  χ) 


2χ(χ  -  α) 


Ι(χ)  = 


3  2  3 

χ  -  αχ  +  α 
2χ(χ  -  α) 


ΘΕΜΑ 


Να  βρεθεί  η  συνάρτηση  ί!Κ-{~1,091?2} — >ϋ  που  ικανοποιεί  τη 


Λ.  (-  -  *  λ 


(Γ/ιση: 


2ί 


χ-  2 
χ+ΐ 


+  ί 


ν 


) 


χ+  1 
χ-  2 


ν 


=  χ  Ο) 


) 
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Λύση 


Θέτουμε 


2Γ(γ)  +  ί 


χ-2 


χ  +  1 


=  γ  και  η  (1)  γίνεται 


Π 


Λ 


Λ 


Υ  4*  2 


1 


Θετού  με  στη  (2)  όπου  γ  το  —  και  έχουμε 


2Γ 


(1 


\ 


Υ 

\  ; 


1  0 

ν+2_2γ+Ι 


+ίω=^τ=^- 

χ_Ι  ν-3 


(3) 


Πολλαπλασιάζοντας  τη  (2)  επί  -2  και  προσθέτοντας  κατά  μέλη  τις 
(2)  και  (3)  έχουμε 


-4{(γ)-2ί 


+  21 


/ΊΪ 


+  ί  (γ)  - 


(-2)(γ  +  2)  .  2χ+1 


1  -  Υ 


λ  ~  ,  _ Λ/  2ν+  4  2ν**ι- 1 

Ληλαδη  -  3ί(γ)  = - +  — - 

Υ  -  1  υ  -  1 

·-->  %)=^ν  (4) 

3-3γ 

Λν  στην  (4)  θέσουμε  γ  =  χ  έχουμε 
4x4-5 


-3ί(γ)  = 


Υ-1 
4γ  +  5 


Υ-1 


Γ(Χ)  — 


3(1  -χ) 


ΘΕΜΑ  15 

Αποδείξτε  ότι  δεν  υπάρχουν  συνεχείς  συναρτήσεις  Γίϋ— ->Κ  τέτοιες, 
ώστε  ϊ(ί'(χ)) +Χ  =  0  για  κάθε  Χ£  Κ.. 

Λΰση 

Ιίιττιο  άτι  υπάρχει  συνεχής  συνάρτηση  ί  τέτοια,  ώστε  ί(Γ(χ))+χ=0. 
Θα  <αιοϋι:ίξουμΓ  άτι  η  I  Γ.Οναι.  γνησάος  μονότονη. 
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Ίίστω  ότι  ί(χι)  =  ί(χ2) 

'Ι’όχε  ί(ί(χι))  =  ί(ί(Χ2))  <=>  -Χΐ  =  -Χ2  Χ|=Χ2 

οπότε  η  £  είναι  "1-1 Η  και  άρα  γνησίως  μονότονη. 

Λν  η  ί  είναι  γνησίως  αΰξουσα  είναι: 

για  Χ|<Χ2  είναι  ί(χι)<ί(χ2),  οπότε  ί(ί(χχ))<ί(ί(χ2)),  οπότε  (ίοί)  είναι 
γνησίους  αύξουσα. 

Αν  η  ί  είναι  γνησίως  φθίνουσα  είναι: 

για  χι  <Χ2  είναι  ί(χι)>ί(χ2),  οπότε  ί(ί(χι))<ί(ΐ(χ2)),  οπότε  (ίο£)  είναι 
γνησίως  αήξουσα. 

ϋυνεποίς  η  (ίοί)  είναι  γνησίως  αΰξουσα. 

Όμως  (ίοί)(χ)  —  -χ 

και.  η  συνάρτηση  β(χ)  =  -χ  είναι  γνησίως  ορθίνουσα  (άτοπο). 

Αρα  δεν  υπάρχουν  συναρτήσεις  Γ. 


ΘΕΜΑ  16 

Λν  8:Κ-»Κ  είναι  μια  δοσμένη  συνάρτηση  και  (Χ€Ε  Κ,  να  βρεθεί  η 
συνάρτηση  ί:Κ— »Κ.  που  ικανοποιεί  τη  οχεοη 

(I)  3ί(α-χ)  +2ί(χ-α)  — δ(χ)  για  κάθε  Χ€:  Κ. 

Λΰση 

Αντικαθιστούμε  στη  σχέση  ()),  όπου  χ  το  (α-χ)  και  έχουμε 
3Γ(α-α+χ)  +  2ί(α-χ-α)  =  §(α-χ) 
δηλαδή  3ΐ(χ)  +  2ί(-χ)  =  £(α-χ)  (2) 

Αν  στη  (2)  θέτουμε  όπου  χ  το  (-χ)  έχουμε 
3Γ(-χ)  +  2Γ(χ)  =  β(α+χ)  (3) 

Αν  πολλαπλασιάσουμε  τη  (2)  επί  3  και  την  (3)  επί  -2  έχουμε 
9ί(χ)4·6Γ(-χ)  =  3β(α-χ)  (4) 

-4ί(χ)-6ί(“Χ)  =  -2^(α  +  χ)  (5) 

Προσθέτουμε  κατά  μέλη  τις  (4)  και  (5)  και  έχουμε 
5ί(χ)  —  3β(α-χ)-2β(α  +  χ) 
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ληα 


((χ)  _  3§  (α  -  χ)  -  2§ (η  +  χ) 


ΘΕΜΑ 


Να  βρεθεί  μια  συνάρτηση  συνεχής  ίιΚ — τέτοια,  ώστε: 

1)  ί(χ)-£(αχ)=Χ  για  κάθε  Χ€  Κ,  αθ  (0,1)  δοσμένο 

2)  £(0)  =  α 

Λΰση 

Γ(χ)-ί(αχ)  =  χ 
2 

ί(αχ)-ί(α  χ)  =  αχ 
ί(α2χ)-ί(α\)  =  α2χ 

Γ(αν_ί'χ)-ΐ(ανχ)  =  αν"ιχ 


Ι(χ)-ί(α  χ)  =  χ(1  +  αΗ-...  +  α  "  ) 
Όμως  α<=  (0,1),  οπότε  Ιίιτι  ανχ  =  0 

V  — )  ΟΟ 


Μηι  [ ί(χ)-ί(ανχ)]  =  Ηγπ  χ  (1  4-  α  + . . .  +  αν  ι)  <=> 

V  — >  <Χ>  V  — >  οο 

ϊ(χ)-£(0)  =  χ  —  <=>  Γ(χ)  =  α  +  — - —  <=> 


1  -  α 


1  -  α 


Γ(χ)  - 


α  — α  +χ 
1  -  α 


ΘΕΜΑ  18 


Ί\στω  η  συνάρτηση  ί:  Κ— >|-1,1 1  (ι.γ  τϊ| ν  ιδιότητα  ότι  για  κάθε 
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ΧΕ  Κ,  υπάρχει  α^Ο  τέτοιος,  ώστε; 

Ο)  ί(χ  +  α)  =  |  +  νΐ(χ)  -  [ί(χ)]2 

Να  όειχθεί  ότι  η  Γ  είναι  περιοδική. 

Λύση 

I  Ιρέπει  ί'(χ)-[ί(χ)]2>0  <=>  [((χ)]2-ί:(χ)<0  <=>  Γ(χ)β  [0, 1] 
Όμως  από  τη  σχέση  (1)  έχουμε  Γ(χ)  =  ~ 

Λρα  Γ(χ)<=  ^,1 


Να  υπολογίσουμε  τ(ί>ρα  την  ί(χ  +  2α) 


Παρατηρούμε  ότι  ί(χ  +  2α)  =  ί(χ),  για  κάθε  χσΚ  και  ασ  ΡΛ 
£ι*νεπό>ς  ο  2α  είναι  περίοδος  της  ί. 


ΘΕΜΑ 


Ίκντο)  η  συνάρτηση  ί:Κ-{0,1}— με  την  ιδιότητα  ότι  για  κάθε 


ΧΕ  Μ  0, 1}  υπάρχει,  Ρ>0  τέτοιος,  ώστε: 
Να  όειχθεί  ότι  η  4ρ  είναι  περίοδος  της  I. 


Γ(χ  +  ρ)  = 


1  +  ί(χ) 

1  -  ί(χ)  ' 
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Λ,ΰση 


Θ(χ  δείξουμε  ότι 
Έχουμε  ί(χ+4ρ) 


ί'(χ  +  4ρ)  =  ί(χ)  ,  για  κάθε  χεΚ-{0,1} 

]  +  £(χ+3ρ) 


ί(χ+3ρ  +  ρ)  = 


1  -  ϊ(χ  +  3ρ) 


1  |  1  +  ί(χ+2ρ) 

1  —  £  (χ  +  2ρ) 1  —  ί  (χ  Η-  2ρ)  Ί- 1  +  Γ  (χ  +  2ρ) 

^  1  +  ί(χ  +  2ρ)  1  -  ί  (χ  +  2ρ)  -  1  -  £  (χ  + 2ρ) 

1  -  £  (χ  +  2ρ) 


2  1  _ 1 _ -  (I  -  ί  (χ  +  ρ) 

-2ί(χ  +  2ρ)  Γ(χ4-2ρ)  1  -ί·  £  (χ  -ι-  ρ)  1+ί(χ  +  ρ) 

1  -  ί  (χ  +  ρ) 

1±ίΜ_  ι 

<  -  ί  (χ)  =  1  4-  Γ(χ)  -  1  +  Γ(χ)  =  2ί(χ)  = 

(  1+ί(χ)  1  -  £(χ)  + 1  +  £(χ)  2  ^ 

+  1-ί(χ> 


ΘΕΜΑ  20 

Ι'λτκο  ϊ]  συνάρτηση  με  ϊ(ζ)  =  |ζ|.  Να  εξεταστεί  αν  η  ί 

,  II  1  1  Η 

π, ναι  1-1  . 

Λυ«η 

Έστ<ο  ζι=ί  και  Ζ2  —  -ί. 

Έχουμε  ζι,ζ2£θ  και  ζι^ζ2 
Έχουμε 

Ι'(ζι)  =  |ζι|  =  |ΐ|  =  1  και  £(ζ2)  =  |ζζ|  =  |-ί|  =  1 
Λ(|Η>ΰ  υπάρχουν  ζι,ζ2σΟ  ,  ζι^ζ2  τέτοιοι,  ιοστε 

ί(/|)  =  Γ(Ζ2) 

προκύπτει  ότι  η  Γ  δεν  είναι  'Ί-Γ. 
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ΘΕΜΑ  11. 

Ίόστω  ί:Κ— >Κ.  με  Γ(Γ(χ))  =Χ2-Χ  +  1  για  κάθε  Χ6  Κ.  Αποδείξτε 
ότι  η  ί(1)  =  1. 

Λύση 

Για  χ=1  =>  £(£(!.))  =  1  και 

Υ<«  Χ  =  ί(1)  =>  ί(ί(ί(1)))  =  ί2(1)-((1)  +  1 
1  όπίδή 

Γ(Γ(1))=  1  =>  ί(1)=ί2(1)-ί(1)  +  1  => 

->  Γ2(1)-2ί(1)  + 1  =0  =>  (ί(1)-Ι)2  =  0  =» 

=>  Γ(1)  =  1  ■ 

ΘΕΜΑ  22 

Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  ΓίΚ — >Κ.  με  ί (χ)  =  <ΧΧ2ν  +  1)Χ2ν1  +  Ο  ό¬ 
που  α,β,Οζΐ  Κ-{ 0}  και  Ι1Ε  Ν*.  Να  δειχθεί  ότι  η  Γ δεν  είναι  ’Ί-Ι" 


Λΰση 


Για  χι  =0  και  Χ2  =  “  —  >  εχουμε 


ί(χι)=ο  και  ί(χ2)-α 


β2ν  ,  Κ-Ι>) 


Ι  (Χ2)  -  α 


2ν-  1 


λάΛ 

2ν 

ί  -1 

α 

+  ό 

α 

ν  ) 

Λ  . 

ν  V 

2ν-1 


2  ν 


α 


2ν 


α 


,2ν  —  1 


+  0 


α2^1  α2ν“ 1 


+  0=0 


Αλλα  Χ2^0,  διότι  οπότε  Χ2*χι.  Ας^οΰ  υπάρχουν  χι,Χ2^Κ,  χ?^Χ2 
για  τα  οποία  ί(χι)  =  ί(χ2)  προκύπτει  ότι  η  £  δεν  είναι  'Ί-Γ. 
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ΘΕΜΑ  23 

Να  εξεταστεί  αν  το  άθροισμα  δυο  συναρτήσεων  που  δεν  είναι  ’Ί-Ι’1 
είναι  μια  συνάρτηση  που  δεν  είναι  "1-1". 

Λύση 

2  2 

Οειορουμε  τις  συναρτήσεις  ΐ,£:Κ— με  Γ(χ)  =  χ-χ  και  μ(χ)  — χ  +  χ  . 
Λς  εξετάσουμε  αν  οι  συναρτήσεις  ί  και  £  είναι  Μ1-Γ\ 

Για  χι  =  1  και  Χ2  =  0,  έχουμε  Γ(χχ)  =  ί(Χ2)  =0. 

Λρα  η  ί  δεν  είναι 

I  Κι  χι=-1  και  Χ2=0  έχουμε  £(χι)  =  £(χ2)  =  0. 

Λρα  η  £  δεν  είναι  'Ί-Γ'. 

Τΐχουμε  επίσης  ί(χ)  +  £(χ)  =  2χ 
Ομως  η  συνάρτηση  (ί+£)  είναι  "1-1". 

Συνεπόίς  το  άθροισμα  δυο  συναρτήσειον  που  δεν  είναι  "Ι-Γ  μπορεί 
να  είναι  μια  συνάρτηση  "1-1". 


ΘΕΜΑ  24 

Ίίστω  η  συνάρτηση  ϊ:  [0,2]  ->[0,4]  με  ΐ(χ)=χ\  Να  δειχθεί  ότι 
η  1  είναι  αντιστρέψιμη  και  να  βρεθεί  η  [  V 

Λύση 

Για  κάθε  χμΧ2£  [0,2],  αν 

ί(χΐ)  =  ΐ(Χ2)  =>  Χ?  =  Χ2  =>  (Χΐ  “  Χ2)  (Χΐ  +  Χ2)  =  ο 

>0 

Λρα  αν  Γ(χι)-Γ(χ2)  τότε  Χ|=Χ2·  Συνεπώς  η  Γ  είναι  "1-1". 

Τ/χουμε  επίσης  ί([0,2])  =  [0,4]. 

I  ϊπομέ.νως  ορίζεται  η  αντίστροφη  (συνάρτηση  της  ί'  η  οποία  είναι 
ί  1  :  |<) ,  4 1  — >  |0 , 2|  με  Γ  1  Γχ)  =  λ/χ" 
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ΘΕΜΛ  25 

Θι·  (οροΰμε  τη  συνάρτηση  ί*.Κ — )Κ  .  Έστω  ότι  Γ(χ)^0  >  Υΐ« 

κάθε  Χ£  Κ,  Να  εξεταστεί  αν  η  συνάρτηση  ΡίΚ.— >Κ  με 
Ρ(χ)=  ί(2χ)  +  ί(3χ)  είναι  διαφορετική  από  το  μηδέν  για  κάθε 

χεΚ 


Λΰαη 


θεωρούμε  τη  συνάρτηση  ί':Κ— με 
2  αν  χ  ε  (-«> ,  2] 

-  2  αν  χ  ε  (2  >  +  «>) 


ΓΟΟ 


Παρατηρούμε  ότι  ί(χ)^(),  για  κάθε  χεΚ.  Έχουμε 


Κ2χ)  - 


»(2χ)  =  { 


αν 

χε  ι 

(-°°  , 

αν 

Χ£  (1,~) 

αν 

χ  ε 

( 

—  οο 

> 

ι 

αν 

χ  ε 

(2 

3  >  +  ( 

Λρα  εχουμε  Ρ(χ)  =  <^ 


\ 

) 


4  αν  χ  ε  ,  ] 


Ο  αν  χε  (~,  I] 

-  4  αν  χ  ε  (1 ,  +  **) 
Συνεπώς  Ρ(χ)  =  0  για  χε 


χ 

3  ’ 


Με  «χυτό  το  παράδειγμα  δείξαμε  ότι  αν  ί(χ)^0,  για  κάθε  χεΚ, 
I  (χ)  =  ί(2χ)  +  £(3χ) 

δεν  είναι  πάντα  διαφορετική  από  το  μηδέν. 
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ΘΕΜΑ 


ΤΙ, πω  η  συνάρτηση  ί:Κ^Κ  με  ί(χ)  =  .  Να  δειχθεί  ότι: 

■'Λγ  +  Ι 

(ί)  Για  Χ>2  η  συνάρτηση  ί  είναι  γνησάυς  αΰξουσα. 

(ϋ)  ί(χ)6  [0,1]  αν  Χ>^  . 


Λΰση 


(χ  —  2) 

(ί)  Για  χ>2  η  ί  γράφεται  Γ(χ)  =  -ρ== 

Λίχ2  Ί- 1 

Αν  Χ|>Χ2>2  έχουμε 

~  *  XI  -2  Χ2-2  (χι-2; 


Ι'(Χ|)-ί(Χ2)  = 


/χ? + 


βΤ 


ίχ?  + 


-  (Χ2  -  2)  νχι  + 

0  (Χ2+  ΐΥ 


ϊ )|Μι)ζ  (χι  -  2)τ  (Χ2  -ι- 1)  -  (Χ2  -  2)2  (Χΐ  + 1)  =  (χι  -  χ2)(-3(χι  +  Χ2)  +  4χ]Χ2  -  4)  = 
=  (χι-Χ2)(4χιΧ2-3(χι  +  Χ2)-4)>0.  Το  4χιΧ2>8χν  άρα 
4χιΧ2-3(χι  +  Χ2)-4>8χι-3χι-3χ2-4  =  5χι-3χ2-4  =  2χι  +3χ]-3χ2~4  = 

=  2χ].  +  3(χι-χ2)-4  =  2(χι-2)  +  3(χι-Χ2)>0 
Αρα  για  χι>Χ2>2  εχουμε 
(χ ι  -  2)2  (χ2  +  1)  >  (Χ2  -  2)2  (χ?  +  1)  οπότε  εχουμε 
(Χ(-2)λίχ2  +  1  >  (Χ2  -  2)  "ν/χι  -+■  1 

Αρα  για  χι>Χ2>2  έχουμε  ί(χι)>ΐ(χ2),  οπότε  η  Γ  είναι  γνησίως 
αυξουσα  στο  [2,<*>) 


(ϋ)  ί(χ) 


■ν/χ2  + 


(χ-2Χ 
χ2  +  1 


4χ  +  3  + 1 
χ2  + 1 


χ  ι·  1  +  (3  -  4χ) 
χ2  -ι  I 


3  -  4χ 
I  Ί-  1 

χ"  -ι-  I 
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3  3  ~4χ 

Όμως  για  χ >  —  έχουμε  3-4χ<03  οπότε  1  +  1 

X  Η"  1 


Συνεπώς  Γ(χ)ε[0,1). 


Έστω  οι  συναρτήσεις  Γ:Κ — >ϋ  με  Γ(χ)  =  Χ2  και  2(χ)  =  |χ|.  Να 
όειχθεί  ότι  για  κάθε  Χι,Χ26  Κ  ισχυουν  οι  σχέσεις: 


ί 


XI  ΈΧ2 


λ 


V 


<  ^  (ί(Χΐ)  +ϊ(Χ2))  και 


7 


ί 


XI  +  Χ2 


\ 


V 

Λΰαη 


^  2  (δ(χ0  +  8(χ2)) 


) 


/Χ|  +  χ2  ' 


Έχουμε  ^  [ί(Χΐ)  +  •'ί»)]  -  >' 

2Χ(  +  2X2  -  Χ?  -  Χ2  -  2χιΧ2  X)  +  Χ2  -  2Χ|Χ2  (X 1  -  Χ2) 


V. 


-  1  /ν  -  .  ν2\  _  (χί  +  νϊ 
~  2  ^  ^  4 


>0 


/ 


Άρα  ί 


XI  +Χ2 


<^[ί(χΟ  +  ί(Χ2)] 


Επίσης  είναι 


1 


Λ, 


2  [£(*0  +  β(χ2>]  “  8 


XI  -!-  Χ2 


λ 


=4ΐΙχ·Ι  + 1  χ2 1  ]  - 


ι 


) 


XI.  +  Χ2 


τ  ( 1  χι  |  -Η  | Χ2 [ )  -  | χι  Έ  Χ2 1  ]  >0  (διότι  |  χι  +  Χ2 1  <  |  χ;ι  |  +  |  Χ2 1  για  κάθε 


2 

Χ.[,Χ26Κ 
Συνεπώς  § 


χι  υχ2 


Λ 


^  2  [8^)  ’Η  β(χ2)] 
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ΘΕΜΑ 


θεωρούμε  τη  συνάρτηση  Γΐ ( - 1 , ο° ) — >Κ.  με  1(χ) - Ιθ§(χ+1) 

Να  όειχθεί  ότι  για  κάθε  Χχ,Χ2(=  (-1, +  °°)  ισχύει  η  σχε'ση: 


ί. 


( 


XI  +Χ2 


λ 


V 


< 


ί(Χχ)  +  Γ(Χ2) 


) 


Λύση 


Ί-χουμε  την  ανισότητα 

— ττ ϊ - Γ~  1  Η-  Χ|  +  I  +  λ'2 

\'(ί  Η  Χ| )  (1+Χ2)  < - ^ - 


=  ί  +  Χ|  ^--Χ2  για  κάθε  χι,Χ2<ξ  (-1,°°) 


Λρα  Ιοβλ^Γ+Χι)  (1  +  Χ2)  <  Ιθβ 


/.|  Χ|+Χ2λ 
1  + — χ — 


ν 


όηλαόή  2  Π°β(ΐ  +  χ0  +  1θβ  (I  Η-  Χ2)]  <  Ιοβ 
1  ο  β  ( 1  +  χι)  +  Ιο&(1  +χ2) 


ι  +  ^λ 


<->  - 


>-1θβ 


/  ν  \  ' 
'  ΧΙ+Χ2 
1+ — ~ — 


ν  ,  *  .  ί(Χΐ)  +  ί(Χ2)  ,. 

όηλαόη  >  ί: 


λΧΐ  +Χ2λ 


V 


ΘΕΜΑ 


29 


βε.ιορουμε  τη  συνάρτηση  που  ικανοποιεί  τη  σχέση 

ί'(χ·>)  =  ί(χ)+ί(γ)για  κάθε  Χ,?€  (0,°°)  (]) 


(ϊ)  Να  υπολογιστεί  η  ί(ΐ). 


(ίϊ)  Να  ίίι·.ι.χ(1εί  άτι  Ι' 


ΟΛ 

* 


=  Γ(χ)  -  ί"(γ)  για  κάθε  Χ,γΕ  (0,°°) 
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(ΐϋ)  Να  δειχθεί  ότι  ί(χ^)  —  ρί(χ)  για  κάθε  ρΕ  και  ΧΕ  (0,°°) 

Λύση 

(ί)  Αν  στην  (1)  θέσουμεχ=γ  =  1  έχουμε 
ί(1)  =  ί(1)  +  ί(1)  =*  ί(1)=0 

X 

(π)  Αντικαθιστούμε  στην  (1)  όπου  χ  το  -ε  ((),«»)  και  έχουμε 


ί 


■  Υ 


=  ί 


+  ί(γ) 


Γ 


=  Γ(χ)  -  ΐ(γ)  για  κάθε  χ,γΕ  (0,°°) 

(ίπ)^  I.  ΐί ρώτα  θα  αποδείξουμε  ότι 
ί(χ°)  =ρ1(χ)  (2)  για  κάθε  χε  (0,^)  και  ρ^Ν 

Θα  αποδείξουμε  με  τη  μέθοδο  της  μαθηματικής  επαγωγής. 

•  Για  ρ  =  1  έχουμε  Γ(χ)=1ί(χ) 

•  Υποθέτουμε  ότι  Ι(χ°)  =  ρΓ(χ)  και  θα  αποδείξουμε  ότι, 

Ι(χ<>+Ι)  =  (η+  Ι)Γ(χ) 

ί(χ(·’+1)=ί(χ  χι>)=ί(χ)+ί(χ°)  =  Γ(χ)+ρΓ(χ)  =  (ρ  +  1)ί(χ) 

Αρα  ((χ°)  =  ρί(χ)  για  κάθε  ρ^Ν 

II.  Θα  αποδείξουμε  τώρα  ότι  ί(χι>)  =  ρΓ(χ)  για  κάθε  ρΕΖ,  χε  (0,«*>) 
Αν  ρ<0  =>  -ρ>0.  Τότε  έχουμε 

^  ί  ^  ,  '  "  '  Γ/Λ\  Γ,  Π\  _ 


ί(ϊΐ'°)=(-ο)<ω 


ί 


X 


=  (-3>«χ)  =>  ί(1)-ί(χ°)  =  (-ρ)Γ(χ) 


ί(χ°)  =  ρί(χ)  για  κάθε  ρΕΖ 
Αρα  Γ(χ°)  =  ρΓ(χ)  για  κάθε  ρΕΖ. 

III.  Θα  αποδείξουμε  ότι  £(χ°)  =  ρ1'(χ)  για  κάθε  ρΕθη(θ,<*>) 


Έχουμε  ρ  =  ·^,  πί,πεΝ* 


Έχουμε  ί(χ)  =  ί 

η\ 


Π  -ι 


X 


-  η  ί  ί  χ 


Αρα  ί  (χ4)" 


^χ/β^  για  κάθε  πεΝ* 


η 

ν  ^ 


ί(χ)  για  κάθε  πεΝ: 

>/, 


Συνεπώς  Γ(χϋ)  =  ί  [χ  7 |=  ΐ 


ΓΠ 


=  ηίίχΠ')=^ί(Χ)  =  ε>Γ(χ) 


Αρα  ί(χρ)  =  ρί(χ)  για  κάθε  ρΕ  (0λ)πΟ. 
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VI.  Αν  ρ<Ε  (-«ηΟ)ηΟ,  έχουμε  -ρ<Ξ  Οη(0,«>)  οπότε 
Ι(χ'ν)  =  (-ρ)Γ(χ)  =>  ί  =  (—  Ο)  ί(Χ)  => 

Γ(  I  )-ί(χ°)  =  (-ρ)ί(χ)  =>  ρί(χ)  =  ί(χρ)  για  κάθε  ρΕ  Οπ(-^,Ο) 
Συνεπώς  ί(χρ)  =  ρί(χ)  για  κάθε  ρ^Ο  και  χ<ξ(0,<*>). 

«ΕΜΑ  30 

(θεωρούμε  την  άρτια  συνάρτηση  Γ:Κ— >Κ  που  ικανοποιεί  τη  σχέση 
1(χ  +  γ)<ί(χ)  +  ί(γ)  (1)  για  κάθε  Χ,γ€·  Κ.  Να  δειχτεί  ότι  ί(χ)>0 
για  κάθε  Χ€ϊ  Κ.. 

Λύση 

Λφου  η  ί  είναι  άρτια  έχουμε  για  κάθε  χε  Κ.,  -χεΚ  και  ί(-χ)  =  ΐ(χ) 

Λν  στην  (1)  θέσουμε  χ=ν=0  έχουμε 
Γ(0)<Γ(0)  +  ί(0)  =>  ί(0)>0  (2) 

Λν  οτην  (])  θεωρήσουμε  την  αντικατάσταση  γ  — »  -χ  έχουμε 
ϊ(0)<Γ(χ)  +  ((-χ)  =>  ί(0)<ί(χ)  +  Γ(χ)  =>  2ί(χ)>ί(0)  (3) 

Λπ<>  τις  (2)  και  (3)  προκύπτει  ότι  ί’(χ)>0  για  κάθε  χε  Κ. 
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Λύση 


Έχουμε  £(χ  +  4)  =  χ2--  για  κάθε  χεΚ  (1) 

X 

Αντικαθιστούμε  στην  (1)  οπού  χ  το  χ-4  και  εχουμε 


ί  (χ  -  4+  4)  =  (χ  -  4)2  -  1 


χ-4 


ί(χ)  =  {χ-4)2-  1 


Έχουμε  &(2χ  +  3)  =  χ3  για  κάθε  χε  Κ  (2) 


Αντικαθιστούμε  στη  (2)  οπού  χ  το 


2  2 


/  / 


χ  __  3λ 

2  2 
V  ) 


+  3 


\ 


Αρα  ί(χ)  =  (χ  -  4)2  - 


^χ_3>ί 
2  2 

1 


V 


χ-4 


και  εχου με¬ 


ν 


Β(χ)  = 


Λ 


και  β(χ)  = 


ί· 


^  3Λ' 
2  2 

Α 


3 


V 


χ  33 

2  ~  2 


V 


(χ  -  3)3 


8 


Δίνονται  οι  συναρτήσεις  ίι^,Ϊ^Κ-— >Κ.  -  Αν  ορίζονται  οι  συναρ¬ 
τήσεις  ίΐ  *  και  Ϊ2  *  και  ισχύει  η  σχέση: 


(1)  (ίΐ  Ο  Ϊ2  *)(χ)  =  (ί2  Ο  ίτήίχ)  για  κάθε  Χ£  Κ 


να  βρεθεί  η  συνάρτηση  ί:Κ— >Κ  αν  ισχύει  η  σχε'ση 

(2)  α(ίθίι)(χ)+1>(ίθΓ2)(χ)  =  ί3(χ)  για  κάθε  Χ€  Κ, 

α&είΜΟ},  α2-&2^0 
Λύση 

Η  (2)  γράφεται  αί(ί](χ))+Μ(ί2(χ))  =  ί3(χ)  (3) 

Αν  στην  (3)  θέσουμε  όπου  χ  το  (ί21οίι)(χ)  έχουμε 
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.ίί(ί|.(β1(ίΐ(Χ))))+1'ί(ί2(ί21(ίΐ(χ))))  =  ί3(ΐ;'(ί|(χ))) 

Λι,λίίδή  αί(£,(βι(ίι(χ))))+Μ(ί,(χ))  =  ί3(ί1Ι(ίι(χ)))  (ϋ 

Όμως  (1 1  ο  β ')  =  (ί2  ο  ίΐ ι)  οπότε  ίι  ο  β 1  ο  /ι  =  ίι 
Λρσ.  η  (4)  γράφεται 

.ίΓ(Γζ(χ))  +  Μ(ίι(χ))  =  ί3(ϋ)(ί1(χ)))  (5) 

Αν  πολλαπλασιάσουμε  την  (3)  επί  α  ν.αι  την  (5)  επί  >1)  έχουμε 


(α2~β2)ί(χ)  =  α(ί3θ  Γ\ι)  (χ) -5(Ϊ3  ο  Ε ι)  (χ) 
2  2 

Ορος  α  -6  ^0  οπότε 


Γ(χ)  - 


α(ί3θίΤΙ)(χ)-ΐ5(Γ3οβ1)(χ) 
α2  -  δ2 


ΘΕΜΑ 


Α 

Τ  ..  (  ημχ  Υυν(νχ) 

Να  ΙίρΓ.Πεί  το  όριο:  =  ΙίΠΙ  “ - 

ΊΙ 

ΤΙι  ■  ■  _ 


χ->£  ημ 


οπού 


νβ  Ν 


Αυίτη 


,·  Γ.  ( ημχ  ,Υ} 

Ιπυ  I  Η — -  1 

Ι(  π 

>ϊν  1ημ'2ί  ]| 

ν  /-* 


ουν(νχ) 


ημχ-ημ 


π  γτυν(νχ) 


=  1 ί  ΓΠ  1  + 


ημ~  ημχ-ημ^;  1 


Ιΐιη  1  Η· 


ημχ-ημ.^  ("«-"4 


ίιιϊ: 


κ  ιτυν(νχ) 


2  ■  σφ: 


Π 


- 1  π  -  2νχ 
2ν  '  π  -  2νχ 


1  π 
'-αφ  — 
\  2ν 


ίΤ 


V 


Άρα  ΐ4=ο 
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Να  βρεθούν  τα  όρια:  (ί)  Ι4  =  1ίιη  (εφχ)ημ(χ_  4^ 

π 

χ^4 

I —  ειρ  3χ 

(Π)  1/2  =  Ηηι  ("ν3  εφχ) 

π 

χ~*7> 
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3<) 


Λύση 


1  ^.ίτε,/  πλ 


(ί)  1,1  =  1ϊγπ  [1  +  (εφχ-1)] 


ΐ'ίρχ-1  I 


χ-4 

) 


π: 

Χ->  4 


Ιιηα 


εφχ~  1 


=  £ 


*->-  ημ 

4 


χ“4 


)  ί  ΓΤ1 


εφχ-  1 


*->§  ημ 


—  11  1 11 

ί  πΛ 

Χ--τ 

4 

ημ 

Χ~4 

V  2 

ν  / 

ημχ-  συνχ  ημχ-ημ 

=  1  ϊ  ιπ  - 


ημχ 


ί π  ^ 

2-χ 
V. 


Χ->|  ημχημ 


'  πΛ 

Χ"4 


■--^2  Ιϊτχι 


π  '  τι 

χ-^  +  χ  χ~\-~ 

2η  μ - - - συν 


χ  — > 


π 


V 

χ 

λ 

π2 

_  ημ 

χ  - 

4 

συν 

—  η^ΡΓ  ι:«. 

) 

π 

Χ^4 


ημ 


ί  π\ 
χ 


ι —  χ/2 

2  \Ι 2  -  —  =  2  .  Άρα 


(ίί)  Ι_>2  —  1  ϊ γπ  [1  +  ( νΤεφχ-  1)] 

π 

Χ~^  6 

I  ί  ιιι  ί·φ3χ(·\β"(·,φχ—  1) 


λ^3*  εψχ-  1 


\Τ  εφχ-  1 


εφ3χ 


=  ο 


II 

χ  ~1  — 


Όμυ>ς  1 1 ιη  (λίΓεψχ- 1)  είρ3χ=  Ιΐιη  (\ίΓεφχ-1) 


εφχ  +  - 

I  -  εψ'  χ 


κ 


π 


1  -  εφχ 


Ζεωχ 


I  -  ιφλχ 


(ν.ϊεφχ-1)— 8<ΡΧ^8<^-- 

I  -  εφ2χ  -  2ε((Γχ 


Λ 

*  >λ 
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-η»  .  ■.  <*«*.-». 


π 

χ“*6 


(Ι-νΤ  εφχ)  (1  +  εφχ) 


=  -  Πιη 
π 

Χ^6 


εφχ  (3  -  εφ2χ)  ^3 
1  +  ^3"  εφχ 


1  <ν  Γ 

3 


_1_  δ 

>/Γ3 


8  1 


1+Υ --ζ 


3  VI  2  3  '/Τ 


Άρα  1^2  =  € 


3α/2 


ΘΕ» 


Να  βρεθεί  το  όριο: 


ε = I  ί  ηι 


71  + 

χ~>4 


ημχ+  συνχ 


\ 


VI 


ν 


οπού 


Α  = 


) 


I  ΤΓ 

Λ/χ-4 


Λύση 


π  τί 

Το  Α  ορίζεται  για  χ> .  Για  χ>  —  έχουμε 


/ 


Ιίιη 

τί  * 


'ημχ+συνχ^ 


^2 


7 


=  Ππι 

π  + 

χ  — >  Τ 


ημχ  +  ημ 


π 


-χ 


V 


|"2ηιι·χθυν 


<1 


=  ΙΪΓΠ 

π  ι· 
χ->4 


συν 


π 
Χ"4 


ν 


4  V 


=  1  ίΐΤΊ 


/ 


=  1  ί  ·η 


π  + 

*-*4  ν 


X  --Γ 


π\Α 


<2 


) 


V  Ρ  *->*  + 


1  -  (1  -  συν 


ί 


χ 


π 


-ιΛ 


~  I  ΐ  ιυ 
« * 

V  ->  τ 


1  -  2η  μ2 


/ 


χ  π 
2~8 


\ 


Υ 
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ιίκ  π' 
-2η,(  2"8 


Γ  ι( χ  πΥ 

=  Ιπη  1  - 2η μ  ^ 

Λ  Η 

χ  ->  τ  ^  V  Ρ 


.  2  /  χ  π 

-2’»'  2-« 


=  ε 


Π  1 


2  Γχ  π' 
2-8 


Όμοκ  Ιίιη 


Π.  + 

χ->? 


ο  2ίΧ  π 
-2ημ  2“Η 


Χ  4 


=■-2  1 1 ΙΤΛ 


χ  π 
2  ~  8 


*->?+  --- 

4  2  8 


ί  (  π 

τ  χ~τ 

4  4 


^χ  ;γΟ 
2  ~  8 

2  ~  8 

ζ. 

_  — 

^  .2  ^ 

V  ) 

,Χ“4 


-  -  2  Νπί 


=  -2  Ιίιπ 


-  -  ~  Ιίττι  χ- 


II  Η·  /  ιγ 

X  — >  Τ  Υ-  — 
4  X  . 

4 


χ->ϋ*  Γ  π 
4  χ-4 


1  /  ιι'Ν 

=  -·|  Ιππ  χ-^  =0 

^  π  +  ^ 


X  — )  ~ 

4 


ι/2  2 


Π  4 

Χ~*4 


2-ι/2 


Α(μ<  ί>  -  Υ  —  1 


ΘΕΜΑ 
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Να  (βρεθούν  τα  όρια:  (ί)  Ε  —  ΠΐΏ 

X  — >  οο 


-I  ^ 

1  -  μ  εφ  — 
χ 

1  Ρ 

1  +  ν  εφ  — 

X 


-Μ* 
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(ϋ)1>=Ιίιη  (  Ηιη  (1  +  ημ?χ  +  ημ?2χ+ 

V  — >  οο  χ— >  0 


X 

. .  +  ημ?νχ)ν  *") 


Λύση 


1  +  V  Εφ  —  -  X 

X  I  ■  '  X  ·  X 


ίμΓ.φ^-  +  νΕ<ρ^1 


/ 


(ϊ)  Ε  =  1  ϊγπ 

X  — V  οο 


Ι¬ 


α  βλ 

μ  εφ^  +  ν  εφ1- 

X  X 


1  +  ν  εερ 


β 


α  (V 
μεφ-  +  νε«ρ- 


ν  Χ  β~ 


I  -I-  V  Εφ  — 
X 


« 

-χ  μ  εφ— +  ν  εφ— 1 
Ηγπ  - — I: - - - τ — -, 

χ->«  1+νκφ  — 

=  €  =  (ί 


) 

-μ  Ιίπΐ 

χ-> «" 


(  α  >> 

Εφ  — 

X 


α 

V  -  ) 


α 

χ 


/  0  Ν 

Εφ- 


-ν  Ιίιη 

X  ->  <?^ 


11  ’ 

V  *  ^ 


=  ο~Ιια_ν0_  0-  (μα  +  νβ) 


I 


7  ~  ?  11  2 

(ίϊ)  ] ϊπί  (1  +  ημ  χ  +  ημ  2χ+ .  ,  +  ημ  νχ)ν  χ  = 


0 


2  2. 


=  ο 


11»  4,  1™ 

χ  ->  0  ν'χ  ν'  χ  — >  0 

=  Ο 


/  2 


ημχ 

X 


2  \ 
η  μ  νχ 


2  ■  +  2 


^  — 


4?(1ί  +  22  +  32+...-κ.!)  ^  ν  (ν  1)  (2ν+  1) 

ν’  V  ” 

=  0  “  Ο 


ν  (ν  +  1)  (2ν  +  I)  |ίΓη  ν(ν·Η)(2ν  +  I) 


Ε=!ίιτι  (β 

V  “>  οσ 


6ν 


)  -  ε 


6  ν' 


Η 


Άρα  Ε  = 
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ΜΜΑ 


Να  βρεθεί  το  όριο: 


ί  =  Ιιηι 


X  — »  οο 


χΡ  +  1 
χ'1  - 1 


Λύση 


—  ζχ 


όπου  ρ,η,ΐίβ  Ν* 


Χρ  +  ] 


Έχουμε  ϊιηι  — -  =  <!  0  ,  αν  ρ  <  ΐ] 

1Χ  ~1)  I  ,  αν  ρ  =  ς 


“I-  «>  ,  αν  ρ  >  ς 


Ιϊτπ  (λ'χ-νχ  -2χ)  =  1ΐιτι  χ  1ι-^  1-- 

X  — >  ΟΟ  X  — >  οο  ν 

Αρα 


+  03  ,  όταν  Ιοί 
1  ,  όταν  Κ  -  I 


+  <*>  >  όταν  ρ  >  η  και  1<  >  1 

ί.  = '  Ο  ,  όταν  ρ  <  ί\  και  Ιο  1 

1  ,  όταν  ρ  =  ί[  και.  Κ  =  1 


Πρεπει  να  βρούμε  τιόρα  το  όριο  στην  περίπτωση  που  ρ  =  ς  και  Ιο  I 
Έχουμε 


,.  Γ  χρ  «- 1 

ίΗΠ  — - 

χ->οο  X  1  -  1 


χ^-"\χ  - 2χ 


=  1  ϊγπ 

X  — >  °ο 


.X 

χρ+2^  I 

Χ^-1 


=  [ΪΓΠ  1  Η- 


X  -')  <*> 


χ  - 1  2χ(0\Ί  -%) 
2  \  2  /-I 


2χ(1<-\1  -%) 


χρ  -  I 


χ  -ο  «*"  X  — 


ο2<“  >  όταν  ρ~  I 

υΠ  =  I  χ  όταν  ρ>  I 
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Κεφάλαια  1-5 


πχ 

εφ-τ- 

Να  βρεθεί  το  όριο:  ΙίΐΤΙ  (χ) 

X  -4  1 


Λΰση 


(χ  -  I)  ΐ)|ΐ 


ΛΧ 


πχ  I  πχ 

εφ  - -  <τυν— 

<  2=(χχ-')  2 


I ΪΓΠ  (χ) 


■ 


πχ 


:  1ΪΓΠ 
χ~>  1 


(χ  -  I )  ημ 


πχ 


α+(χ-0) 


χ  -  I 


[Ϊ111 

\  ι 


συν- 


ΛΧ 


[ίηΐ 

χ  ->  I 


=  € 


(X-  I)  ημ 

πχ 

συν— 


(χ  -  1)  ημ 


πχ 


Έστω  Κ  =  Ππι 

χ  — ι  I 


συν 


πχ 


θετού  με  χ-1  =γ,  οπότε  όταν  χ— >1  =>  γ— >0 


γημ 


π(γ  +  I) 


γημ 


ίπ  ,  π\Λ 


Κ  =  Πιτι 


=  1  ί  ιπ 


2  +  2 


>'  (ι  π.  ,ν  -  ^  ^  ν  -> Γ1  συν 


συν 

ζ 

πγ  2  πγ 

..  2  π  2  2 

=  1ιηι  - =  -—  πιτι  — 

λ  πγ  π  Λ 
ν->0  —  ηιι-^-  ν->°  ηυι 


^π  πγλ 
2  +  2 


πν 

γ  συν^- 
2,··  2 


Υ 


1 ΙΠΊ  - 

ν^>[)  -ημ^ 


πγ 


2 

π 


Συνεπώς  Ιπη  (χ)1φ  γ?  =  β  /η 


χ  1 
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ΘΕΜΑ 


39 


Να  βρεθούν  τα  όρια;  0)  Ιίηχ  (1  +χν- αν)χ-«  ,  ν^Ν,α^Ο 

χ  — >  α 


(ϋ)  Ιίτη 


V  - >  <20 


X  ~Ί 


Ηηι  π 


+  -  1+ 


X  — >  ΟΩ 


V 


χ+Κ 


Λύση 


(ϊ)  Θέτουμε  χν-αν  =  γ,  οπότε  όταν  χ— >α  γ— >0  και  χ=  >/γ  +  αΛ 


Μηι  (1  +  χν  -  αν)χ~  α  =  Ιίιη  (1  +  γ/  λίγ  +  α-α= 

γ— >  Ο 

γ(  V  (γ  +  αν)ν  “,-  ν(γ  +  «ν)'  ?’ ·  α  + . . .  +  αν " ') 


\  >  <  ι 


I  ϊ  Γη  — ^ 


Ηιη 


I  V 


.  0  χ_»0  V  ν  +  ΟΕ’-α  =  ο  !'·"ϊ0 
Ιίιη  (  Λ/(γ  +  αν)ν  ν(γ  +  <ιν)ν  2 


Γ  V 


\ν 


γ  +  α  ~α 


α  + . . .  -ι-  α 


ν-  I 


,.  ϊ-1* 


(ϋ)  1Ϊ11Ί 


χ  —4  οο 


χ  +  1ί 

ΐο  =  ι  V  ) 


-  ιϊγπ  Γ! 


ί 


=  0 
χ 


ν  ·  α 


ν  -  I 


X  — >  οα 


='-  Π 


X  ·  ->  <Χ’ 


·-  Η  ηι 

υ  ν  .  —  , 


1ο  =  1 
χ  +  Χ  -21ο 
-  21ο  χ  Ί-  ^ 


1  4- 


-2ΐΛ 

χ  4-1: 


V 


Γ..  -21+ 

]  + - 

X  4-  \ί 


Ιί=Ι  ΙΛ  / 

χ+Ι  -21 


χ  -η  2  -  2  ·  2 


/ 


1  + 


~  2 · 1  V2 ' 1  Χ  +  1 

χ  +  ( 


λ  -*  ^\-2·2  χ  +  2 


-  Ιίιη 

"  -  >  ΙΧΓ' 


I  4 


-2-2 

χ  +  2 
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χ  +  ν  “  2ν 


]ίηι 

χ  — >  «*» 


(  _  2  ·  ν  V  2ν  χ  +  ν 


1  + 

X  4-  V 

V  ) 


=  <γ21·6-2·2 


-2  ■  ν 


_  2  (1  +  2  +  . . .  *  ν)  _  ^ 


-2  ■ 


ν  (ν+  I) 


2  =  0-ν<ν+1> 


Άρα  Ιϊιη 

V  — > 


X  η 


Ππ,  Π 


χ  — }  0α 


Ι<  =  I 


'χ-ΐΟ 

χ  + 1< 

V  Υ 


=  1  ίτη  ο-ν(ν+ι)  =  0 

Υ  - ^  ΛΛ 


ΘΕΜΑ  40 

_ ί_ 

Να  βρεθεί  το  όριο:  ί,χ  =  Ιϊιη  (συν8χσυν10χσυν30χ)^“ 

X  — >  Ίΐ 


Λύση 


I 


I  ίιπ  (συν8χσυν10χσυν30χ)(χ_π)  = 

X  ->  Λ 

=  Ιϊιη  [  1+{— 1  4-  συν8χσυν10χσυν30χ) 

χ— *  π 

—  I  +  ««ν8χαυν10χσνν30χ 

ΙίΠΙ  - 2 - 

η  11  (χ  -  λ)  _  οΓ  Ι' 


1 


-1  +σιιν8χαυν10χσυν3()χ 


-1  +  α'ϋν8χ(ϊΐιν.Ι0χουν30χ 


(*-*) 


Έστω  Έ  —  Ιίτη 

χ  — »π 


1  -  συν8χσυν!0χσυν30χ 


(χ-π) 

Θέτουμε  χ-π-γ,  οπότε  όταν  χ— >π  =>  γ— >0 
Έχουμε 

1  -  συν8γσυν10γσυν30γ  ..  4  - 4συν8γσυν1()γσυν30γ 

ί.  —  ΙΐΓΠ  - 2 - -  I ΟΤΙ  - 2 - 

γ  — >  0  Υ  ν->0  4γ 
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:  I  ϊ  ΓΠ 

)ΐ  — )  0 


— >  π 

-  I ΪΓΠ 

ν-4<) 

Ιιιη 

>·  ^  ο 

Ιίιη 

ν  ->ο 

■Ιΐιη 

ν  — > 


4  -  2συν  87(01)  ν  40  γ+  συν20γ) 

'  ^  ”  = 

4  -  2συν8γσυ\40γ  -  2συν8γσυν2ϋγ_ 

4/ 

4  -  αυν48γ-  συν32γ  -  συν28γ-  συν  !2γ 

4  / 

2ημ224γ  +  2η  μ2 1 6γ+  2η  μ2 1 4  γ  +  2ημ26γ 


Φ^.2Α+ν^  ίυΛ6γ.2|!|+)ίπι 


2  (24γ)' 


ν~>ο  (16ν) 


2 


γ-»ο  (14γ)“ 


ημ26γ  6^  242  +  ~ί  (ί2-Ι- 142  +  62 

(6Υ)2  '  2  =  2 


ΛίΚί  1.1  —  β' 


ΘΕΜΑ 


Να  0(_>Εθοΰν  τα  όρια:  (ΐ)  ΠΐΏ  1  4-  Ε<ρ 


ν  — >  οο 


(μ)  Πγπ  (συν^σφΧ  (ϋί)  Ηπι 


χ  — >  0 


X  ■ — }  00 


χ3  +  χ2  +  χ+  1 
χ3  +  2χ2  +  3χ+4 


Λύση 


(  ί  )  I  ϊ 111  1  ! 


=  Ιίιη  (  Ή  Γ.φ 


ι  χ 

- -  ·  ΕΓ(>—  ■  2 

X 

2 


V  >  -ι 


V  -> 
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]  ϊ  ΓΠ 
V  -> 


=  ο 


X 


1  συνχ— .1 


(α)  Ιΐιη  (αυν^σφλ  =  1  ϊγπ  1 1  +  (συνχ-  1)] 

χ  — >  0  χ  — ^  0 


συνχ- 1  1- 


σφχ 


=  6  X  — > ') 


Ιί  γπ  (συνχ-  Ι)οφχ  *'ιη 

χ  — V  0 

—  6 


(συνχ-  I)  συνχ 
""“ημχ 

η  μ  γ/ι  συ νχ 


-2η  μ  V-»  συνχ 

Ιιητ  - τ — - — —  Ιιηι  - 

*_,«  2η|ΐχ/2πυνχ/2  χ_,ο  <™νχ/2 

=  6  ~  6 


() 


(ΐϋ)  ί>  =  Ιιγπ 

X  -+  οο 


/  χ3  +  χ24-χ4-1  λ 
χ3  4-  2Χ2  Η-  3χ+  4 


-  ]]ΓΠ 

χ  ώα 


=  6=1 

Ι^χ3  +  2  χ2  +  3  X  +  4  -  X2  -  2  X  -  3 'ϊ 


—  1  ϊ  ιη 

χ  — >  <χ> 

Λ  - 


λ  -  χ2  -  2χ  -  3  λ 
+  χ3  +  Ι'ί  -Η  3χ  -I-  4 


ί 


=  1  ΪΓΠ 

χ  — >  οο 


1  4- 


χ3  4- 2Χ2  4- 3χ  4- 4 

3  2 

χ  +  2χ  +3χ  ι-4 

-Χ2-2χ-3  ^  -χ2-2χ-3 


2 
•  Λ 


χ3  4-  2Χ2  4-  3x4-  4 


-  χ  -  2χ-  3 
χ:3  +  2Χ2  4-  3x4-  4 


χ 


χ  / 

Α  .*  -χ3-2χ2-3χ 

ΗΓπΑ^ΙίΓη  —ζ - ^ - —  —  1 


X  — ^  X  — +  °*> 


χ3  +  2Χ2  4-  3χ  4-  4 


1ίη\  Λ  £ 

Άρα  ι^  =  ο  =  ο_1=:  — 


^Ι)β]^ί  Α 


Να  βρεθούν  τα  άρια; 


/ 


(ϊ)  Πιη  V 

χ  — ^  4“  °° 


ημ 


ΥΧ  4*  1 


Λ 


V 


-ημχ 


V 


ί 


(ίί)  Ιίπι 


/  31 
/  X  — >  τ 

4 


42^ 


συνχ- 


ν 


συν2χ 


2 
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Λΰση 


νχ  +  1 

(  νχ  4·  1  ^  V 

(ί)  ΙΪΓη  ν  ημ — - — - ημχ  -  Πγπ  ν  ·  2ημ - γ 

X  — )  0,3  I  X  — ^  00 


νχ  Η-  1 


συν 


--2  Ιϊγπ  ν  ■  ημ 


νχ-Κΐ-νχ  νχ+.Ι+νχ 

- - - ·  συν - - - 

2ν  2ν 


.  ..  Γ  1  2νχ+1> 

=  2  Ιιπι  ν  ημ—  συν — — —  = 

χ^~ν  ν  ν  ; 

„  ,.  ημ2ν  I  (2νχ+ 1')  ,.  ημ2ν  ,.  (  1 

=  2  1  ππ  — : —  ·  "  συν  — ^ -  =  1  ιγπ  — - —  ·  Ιπυ  συν  χ  +  ττ 

1  2  2ν  1  2ν 

2ν  ν  '  2ν  ν 

•  I  ·  συνχ=  συνχ 


(  ^Γ)  ί  συνχ-  — 

(ϋ)  Ιίω  συνχ-—  - τ-  =  Πγπ  - χ— 

2  συν2χ  _  συν2χ 

7Τ  ί  71 


*->4 


χ  — 


π 

Χ~4 


I  Μ  Λ 

π  .44 

συνχ-συν  —  -2ημ — " — ημ — ^ — 

I ί ?η  - - - =1ϊιτι  — — - — — - 

η.  (συνχ- ημχ)  (συ νχ+ ημχ)  π  (συνχ-  ημχ)  (συνχ+  ημχ) 

X  >  —  X  — *  "Τ 

Ί  4 

Λ  (π  χ"\  (χ  πΛ 

-2ημ  8  +  2  ημ  2"8 


π  συνχ+ημχ  π 

X  ->  7  Χ-^-τ 

•Ί  4 


συνχ- ημχ 


η  (κ  X)  (71  X 

2ημ  Ϊ  +  Ι  ημ  ^ 


κ  ~τϊ 

ϊ  *Ύ  -ϊ 


ημ--χ  -ημχ 
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Κιψάλοαα  1-5 
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1ΪΓΠ 

χ  ->η 

•  Ιΐηι 


/  1  IX/  συνΧ  1  ,χ 

(ημχ-{-  — — Η - —  -  1)  (συνχ-Η - -  +  — -  -  1) 

συνχ  συνχ  ημχ  ημχ 

(ημχσυνχ*-  ημχ  +  1  -  συνχ)  (ημχσυνχ+  1  -  ημχ) 


χ_,ο  ημχ  συνχ 

(ημχσυνχ+  I)2  -  (ημχ  -  συνχ)2 
ημχ  συνχ 

η  μ2χ  συν25"  *  1  +  ημ2χ-  1  +  η  μ2χ 
ημχ συνχ 


1  ί  ηι 

X  ·>() 


I  ί  ηι 

X  )  ο 


I  ίπι 

Ν  >  <) 


(  2ημ2χ\ 

ημχ  συνχ-)- ~ 

2~ 


=\ ϊΐΏ  (ημχσυνχ)  +  4 
χ  ->  ϋ 


=  4 


2 


( ι ί )  Ιΐηι  (η μ2χ  +  2  ε φ2χ)  (συ \?χ  +  2  σ<:ρ2χ)  = 
χ  -κι 

..  (  2  2ημζχ 

1 1  η  ί  ημχ  + — ϋγ- 

συν  χ 


,2ν^^  2  2συνοΛ 

συνχ  4-  - 


V  /ν  / 

\  μ2χ  συ  α/χ  +  2η  μ2*  η  μ2χ  συν2 χ  +  2συ\^χ 


ημ2χ 


V 


συν2* 


ημ2χ 


X  >1) 

I  ί  ιι  ι 

χ  )  I) 

Ιίιιι  22  - 

χ  κι  η  μ  χ  συν  χ 

Ιίιη  ((ΓυΝ^χ  +  2)·  Πιπ  (ημ2χ Η-  2)  =  3  ·  2  =  6 
χ  >  υ  χ  — >  () 


ημ2χ  (συλ^χ  4-  2)  συν2 χ  (ημ^χ  4-  2)  _ 
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ί 


1  '.σ  γ (»)  α  ,  |Ϊ€= 


ο, 


η 


ΥΜ\  ί:Κ->Κ  μια  συνάρτηση  συνι-χης  που 

μ  λ  ηρτ  I  τη  συγΟι  ΐ|Ηη  I  (/(χ))  —  (χί (χ)  +  |{χ  γι,α  κά()υ  Χ€*  Κ.  ΑποΛκίξ·· 
Μ  .....  1(0)  =  0. 
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Λΰση 


Έστω  ότι  ί(χ)>χ  για  κάθε  χεΚ  ή  ΐ(χ)<χ  για  κάθε  χεΚ 
(I)  ί(χ)  >χ  για  κάθε  χε  ΤΙ 

Έστω  ότι  ί(χ)=ί(γ)  =>  ί(Γ(χ))  =  ί'(ί(γ))  =>  αΐ(χ)  +  βχ=αί(γ)  +  βγ 

=>  βχ-βγ  =£  χ=γ.  Αρα  η  ί  είναι  "1-Γ\  Συνεπούς  είναι  μονότονη 
στο  Κ. 

Από  την  (I)  έχουμε  ότι  η  ί  είναι  γν.  αύξουσα  στο  Κ. 
ί(χ)>χ  =>ί(Γ(χ))>Γ(χ)  =>  αί(χ) +  βχ>  ('(χ) 

=>  ί(χ)  <  — για  κάθε  χε  Κ 
1  -  α 


Αρα  ί(1)<  -■  <1  όταν  α,βσ 
1  -  α 


^0  - 
*  2 


άτοπο  διότι  ί(χ)>χ  για  κάθε  χε  Κ 


) 


(2)  ί(χ) <χ  για  κάθε  χε  12 
ί(χ)>ί(ί(χ))  =>  ί(χ)>αί(χ)  +  βχ 


ί(χ)>· 


βχ 


I  -  α 


Για  χ  =  -1  είναι  Τ(-1)>- — 1 — >-1  άτοπο 

ν  Ι-α 


Λρα  υπάρχει  χοεΚ  τέτοιο,  οκττε  ί(χο)  =  χο 
Γ(ί(χο))  =  αί(χπ)  +  β(χο)  =>  χο=αχ(>+βχο 
=>  χο(α-ΐ-β-1)  =  0  =>  χο=0  διότι  α+β<1. 

Αρα  ί(0)=0 


ΘΕΜΑ  45 

Έστω  1:[0,1]->Κ  μια  συνάρτηση  τέτοια,  ώστε  1(0)  >  ο  και 
ί(1)  <0  Αποδείξτε  ότι  αν  υπάρχει  μια  συνεχής  συνάρτηση 

τέτοια  οίστε  ί+8  να  είναι  αΰξουσα,  τότε  υπάρχει 
Χο€  [0,1]  τέτοιο,  ώστε  Γ(χο)  =0. 


Κι  <|ΐάλ(ίΐα  1-5 
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Λύση 

I μίτο  Α=  (χ6  [0,1],ί(χ)>0}  ,  χο  =  δυρΑ  και  1ι~ί+£ 

Ι',ΗΓΜ'ίή  η  1ΐ  είναι  αύξουσα,  εχουμε  Η(χο)>Ιι(χ)  για  κάθε  χξΑ. 

II  συνάρτηση  £  είναι  συνεχής  στο  [0,1],  οπότε 

Ιι(χ{ι)>β(>υρΑ)  =  β(χο)  και  β(1)  =  Η(1)-ί(1)  >  Ιι(1)>!ι(χο)>β(χο) 
Αρα  υπάρχει  1ε  [χο,Ι]  τέτοιο,  ώστε  β(0“Μχθ) 

II  1ι  είναι  αύξουσα  οπότε  Η(ΐ)^Κχο)  =  §(ί) 

Λι>α  1(1)  =  Η(0-β(0^0  οπότε  ί<=  Α 
Ομως  ΐ>χο  =  δορΑ,  οπότε  ΐ~χο. 

Αρα  1ι  (χο)  =  β(χο)  και  ί(χο)  =  1ι(χο)-β(χο)  =  0 


ΘΕΜΑ  46 

Ι',ΠΤ(Ι)  μία  πραγματική  συνάρτηση  με  την  ιδιότητα: 

|ί(*  + 1)  +8(χ-1)  =^2  8(χ)  (1)  για  κάθε  ΧΕ  Κ.  Να  αποδεί- 
Ι,,γγγ  άτι  η  β  είναι  περιοδική. 

Λύση 

Για  χ  ->  χ+1  έχουμε: 

ί·,(χ·ι·2)+Β(χ)  =  ,/Γ8(χ  +  1)  (1)  => 

>  /*(χ  +  2)  +  ί>(χ)  =  ν2(ν28(χ)-8(Χ-1))  => 

>  )·,(χ-Ι  2)+(-(χ)  =  2β(χ)-\/28(χ-1)  => 

>  |’,(χ  +  2)  +  νΓ(;(χ-1)  =  β(χ) 

Γι  α  χ  >  χ  -I- 1 , 

:\)  +  Ί2£(χ)  =  £(χ-Η) 

Για  χ  >  χ  Η-  I ,  ^(χ-ΐ-4)  + χ/2μ(χ+ I )  =  |>(χ  +  2)  (2)  επειδή 
^Γ.(Χ·Ι  Ι)  β(χ+2)  +  μ(χ)  η  (2)  -> 

>  μ(χ  Μ) Γμ(χ-ε2)*ι-μ(χ)  >'(χ  +  2)  =>  μ(χ)  -μ(χΐ4)  (3) 
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Για  χ  — »  χ-4  ε'χουμε; 

δ(Χ-4)  =  -β(χ)  (4) 

Από  τις  σχεσεις  (3)  και  (4)  προκύπτει 
8(χ  +  4)  =  β(χ-4) 
και  για  χ  — >  χ  +  4  εχουμε 
2(χ)  =  β(χ+8) 

Λρα  η  £  περιοδική  με  Τ  =  8. 


Κεφάλαια  1-5 


55 


—  [£(χ$)  -  ί(χο)]  >  Ο  άτοπο  λόγω  της  (]). 

Χ() 

ΘΕΜΑ  48 

Ί,ατω  <ΧΕ  (0,1)  και  ΥΕ  Ν*  δοσμένοι.  Να  εξεταστεί  αν  υπάρχουν  συνεχείς 

ουνιχρτήσεις  τέτοιες,  ώστε  (ίθΓθίθ...θΓ  )(χ)  =  αχ  -  Χ2ν  +  1  για 

2ν  (ρορέ£ 

κάθε  ΧΕ  Κ.. 

Λΰση 

Ίίστω  ότι  υπάρχουν  συναρτήσεις  ί  με  την  παραπάνω  ιδιότητα 
Ιι(χ)  -  ΐοίο,.οΐ 

2ν 

μ(χ)  =  αχ-χ2ν|  \  μΧχ)  =  α*1ηα-(2ν  + ί)χ2ν  <  0,  διότι  1ηα<0 

1 1  %  είναι  συνεχής  και  γνησίως  φθίνουσα  στο  II,  οπότε  η  §  είναι  ’Ί-Γ\ 
Αν  ί:(χι)  =  ί(χ2),  τότε  ΐ(ί(χι))  =  £(ΐ(χ2)) 

>  ...  ==>  ]ί(Χ;|)  =  1ί(χ2)  =>  =  =>  Χΐ  =Χ2 

Λρα  η  Γ  είναι  "1-1“.  Όμως  η  ί  είναι  και  συνεχής,  οπότε  είναι 
μονότονη. 

Συνεπώς  η  Ιτ  είναι  γνησίως  αΰξουσα  πράγμα  άτοπο  διότι  η  £  είναι 
γνησίως  φθίνουσα  και  1ι(χ)  =  §(χ),  χβΚ. 

Λρα  δεν  υπάρχουν  συναρτήσεις  που  να  πληρούν  τις  δοσμένες 
σχέσεις. 
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Να  βρεθούν  τα  όρια:  (ί)  Ηΐη(χσφχ)  (ϋ)  Ιίΐη 

X  -4  0 


/  «Λ 


X  - 


π 


π 

χ~*  2  ν 


) 


(ϋί)  Ηιη  (εφχ  εφ2χ+ 2σορχσ(ρ2χ) 


Λ 

χ->2 


Λιίση 


(ί)  Ιϊγπ  (χ  σερχ)  =  1  ϊγπ 

χ  — ^  ()  χ  -»  0 

(  π  3 


^  συνχ 
χ 


·\ 


ν 


ημχ 


(ϋ)  Ιίιτι 


π  ι 
Χ^2  ^ 


Χ  2 


εφχ=  1  ΐ  τη 


ί 


) 


) 


π 


=  ΙίΐΠ 

χ-Χ> 

λ 


•  Ιϊτη  συνχ=  1  Πητ  συνχ=  1 

χ  — >  0 


ημχ 

^  Α 


2 


ν 


συνχ 


) 


=  I  ϊ  ΓΠ 
π. 

Χ"*2 


ί 


π 
2 


\ 


21Μ__  ι; 


π 

2~Χ 


ημ 


=  ΙΪΓΠ 

*->§  ηΗ 


π 

2  ~Χ 


(π  Λ 

-  11114 

(%  \ 

2  ~Χ 

χ->|  ημ 

2  Χ 

ν  ) 

ν  / 

(-ημχ) 

ι 


(π  ' 

2"Χ 
ν  ) 


Ιϊγπ  (-ημχ)  =  1  ·  (-  1)  =- I 


π 

Χ^2 


(ιϋ)  Ιϊγπ  (εφχεφ2χ+  2σψχσφ2)φ  =  Πητ 


ί 


31 

Χ^2 


ημχημ2χ  2συνχσυν2χ^ 


+ 


31  V 

χ~*2  V 


συνχ<τυν2χ  ημχημ2χ 


-  Ιίιτι 


π 

χ~»2  ^ 


ι^2ημχημχσυνχ  2συνχσον2χ λ 
συνχσυν2χ  2ημχημχσυνχ 


—  I  ίπτ 

η 

Χ-*2 


^2ημ2χ  συν2χλ 
συν2χ+  ημ2χ 


) 

,.  2ημ2χ  ..  συν2χ  -  ,  . 

=  Ιϊγπ  — — —  +  Ιππ  — =  -2-1  =  -3 

,  π  ™ν2χ  π  ημ2Χ 

)  χ  — >  —  *->2 


εφχ 
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ΘΕίΚ 


Ν < 4  βρείτε  τα  όρια:  (ι)  Ιίΐϊΐ  (  +  3  —  χ) 


X  — >  +  οο 


π)  Ιίπι  χ  [^χ2  +  4χ+  2  -  χ  —  2] 


ΟΟ 


ϋί)  Ιίπι  (^χ*  +  1  —  λ/χ2  —  1 ) 


(> 


Λύση 


...  ,.  ,,/  2  ,7  χ  ,·  Νχ2  +  3  -  χ)  0/χ2  +  3  +  χ) 

ί ι)  1 1  γπ  (λ/χ  +3  —  χ)  =  1 11X1  - Ρ  — = - = 

νχΖ  4-  3  Η-χ 


X  — >  <*» 


I  ί  Γη 


X  ->  05 


χ2  +  3  -  χ2 


1 1 1 1 1  — ■  —  ) ί  ΓΠ  ρ  ■  - 

— >  οσ  \Α  +3  +  Χ  X  — )  οο  νΧ  +3  -ΗΧ 


=  0 


(ίί)  Ιϊιη  χ  [V*2  +  4χ  +  2  -  χ  -  2]  = 

(λ/?  4-  4χ  +  2  -  χ-2)  (^χ2  +  4χ+2  +  χ  4-  2) 


χ  — >  °° 


-  Μ  ιη  χ  ■ 

V  — >  <*> 


λ/χ2  +  4x4  2  +  χ  +  2 


—  2χ 


,.  χ  (χ2  +  4χ  Η-  2  —  χ2  —  4  χ  —  4) 

Ιϊιη  - ρ== - =  1)ΐη  —Γ  ■„ — - - 

νχ  4  4χ  +  2  4χ  + 2  χ->»  νχ  +  4χ  4  2  4Χ  + 2 


X  ->  <*> 

:  Ιϊιη 

X  — >  «5 


-  2χ 


Τ"  ,  2 

τ  4  1  4  “ 

X  χ2  X 


=  - 1 


Ν  χ  X 

V _ 

(ίίΐ)  I ϊ ηι  (λ/χ2 4  1  - λ/χ2 -  1 )  = 

'.Ι 

(\ίχ2  +  ΐ  -  λ/χ2  -  1  )(λ/χ2  -η  I  -ι-  λ/χ2  -  I ) 


χ  -  ·> 


=  ΙΐΐΤ) 

X  —>  '>< 


(νχ2  + 1  +  νχ·’  ι ) 
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,.  χ2+1-(χ2-1)  ,.  2 

—  Ιπη  ρτ -  ρ= - ίΐΓΠ  ρ~ -  Γ~γ 

Ίχ-ί-1+νχ-\  νχ'  +  Ι  +νχχ 


Να  βρεθούν  τα  όρια:  (ί)  ΙίΐΠ  (χ—  (*)  σψ 


ΛΧ 


χ  — ^  ο. 


(ϋ)  Ηηι  (1  +  χ)’7<ί>χ 

χ  -4  0 

Λύση 


(ί)  Θέτουμε  χ-α=ΐ  και  έχουμε 
1ΪΓΠ  (χ- α) οφ  —  =  ] ϊγπ  Ισφίπ  +  —  =1ίιιι  Ι  ικρ  — 


χ  ->  α 


(-><) 


I  -Μ) 


ιχΐ:  [  πί  πί' 

συν —  ■ —  συν  — 

α  ..  α  α 

=  Ιπυ  ί - -  ίι  ιυ  - - - 

,.  XX  ί  „  IX I  XX 

ι_>ί)  ηιι — ·  ι~>°  ημ —  — 

α  α  α 

V 

χχΐ  πί 

—  συν  —  , 

,.  α  ..  α  ,  I  α 

=  ΙΐΓΠ  - -  ■  ΙΐΙΎΊ  - =  1  ·  —  =  — 

.  η  χχί  .  λ  χχ  π  π 

ί  — >  0  ΤΊ  Μ 1->0  —  — 

η  α  α  α 


(Η)  )ΐιη  (1  4-χ)αφχ=  Πιη  (1  4-χ) 

χ  — ^  0  χ  ->  0 


—  - χ  σφχ 
χ 


1  |  -  I  (Τυνχ 

Γ  Ιιητι  χοφχ  I ιγπ  χ - 

ι  ·  >  X  χ— )ϋ  χ  — +  ο 

=  1ιπ\  (1  +  χ)  ν 

χ  -4  Ο 


Ιϊγπ  αυνχ - 

Χ-0 


X  )  X 

—  Ιίιτι  οννχ  Ητη  - — 

Η  *->0  χ->0^Χ  1·1  „ 

;  ~  6  —Ο 


1. 1  ΐ||ΐ<λ<ίΐα  1-5 
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ΜΚΜΛ  52 

\  Ιΐί  |\ι*<  ΟπΥίν  τα  όρια: 


,.  Ιη(χ2  +  χ+ 1)  ,.  V  Χ  +  λ/χ+  +λΡ7χ 

η  1 1 ιιι  — — - —  (ϋ)  Ιιιη  - 


>,„  1η  (χ8-  χ  + 1) 


X  — >  οο 


Τχ+Τ 


,.  V  3χ1-2χ+  1 

ι  ιιι )  1 1 111  -  (ϊν)  ΙΐΓΠ 

2x4- λ 

\  >  ΟΤ  χ  — ^  ^ 

Λύση 


(χ1  +  αχ  Η- 1 


χ2  +  3χ— 2 


V 


Ιηχ 


, .  I  η  (χ2  +  χ  ■+  1)  , . 

(ΐ)  Ιιιη - ^ - -  =  Ιιιη 


Κ  —  *λ,,'  ^ 

*  > 1  η  (χ  ■-  χ  +  1)  χ  —4  οο 


1η  χ  +  Ιη 


Ιιιη 


<ι  >  '·' 


X  X 

V  ^ 


'  1  1  > 
1  -V  ■  ι — τ 
χ  χ 

ν  _ _ ι 

,_ι+ι^ 

χ7  χ* 

/ 

21ηχ  +  Ιη 


V 


Ιιι  χ*  +  Ιη 


'ι-±+" 

χ7  χ3 


=  Ιιιη  - 

81  η  χ  4-  Ιη 


'ι+1+ν 

χ  χ 

V  7 


λ  ι  η 

^  7  +  X 

X  X 

V  7 


2 

8 


1 

4 


V  X  +  V  X  4  +Ήλ 
(ιι)  Ιιιη - Γ~"··- - . - =  1  ϊ γπ 


X  > 


\  χ  + 1 


X  — >  οβ 


X  ( 1  +  — ) 
X 


=  ί 


(>() 
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(ΐϋ)  Ιΐιη 


4  3χ^  -  2χ  +  1  ..  |χ|  λ/  3 --  +  4  _λ/3 


X  — >  - 


(ΐν)  ΙΪΓΪ1 

X  — >  ΛΟ 

=  I  ϊ  τη 

X  — >  <» 


2x4-3 
Γχ2  +  αχ  4- 1 1 


-  =  ΙΙγπ 

Χ  — >  —  Οώ 


7ΓΊ 


λ 


_χ2_  = 


24-- 

X 


χ 


χ2  Η-  3χ  —  2 


-  Υηη 

X  ->  οο 
X 


^ χ2  -(-  3χ  —  2  Η-  (χχ  -3χη-3^| 


χ2  4-  3Χ“  2 


1  + 


χ  (α  -  3)  4-  3  ^ 


V 


χ2  +  3χ-2 


) 


—  Π  Γη 

Χ—><χ 
1ί  ΓΠ 


χ  +  3χ~2  χ  («  -  3)  +  3 

/  X  (α-3)  Η-  3  Υ  <«  -  3)  +  ^  χ2  +  3  χ  -  2 


V 


χ  4-  3χ-  2 


χ“  (α  -  3)  +  3χ 


) 
Ιίιη 


χ2  (α-3)  (-·νχ 


ΐ -  π·π  2 - 

■+·  3χ— 2  _  ^  .ι->οο  χ  -)- -*  /*  _  <4—3 

—  ε  * —  υ 
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Να  βρεθούν  τα  όρια: 

(ΐ)  Ιϊγπ  (1  +  ημ^’/χ  (ίί)  Ηηι  (1  +·  ημ^1^* 

X  -4  0  X  0 

(ΐϋ)  Ηιη  (1  +  ημχεφχ)1/*  (ΐν)  Ηηι  (1  +  χζ)σφ2χ 

χ  ->  0  χ  — >  0 


Λΰση 

(ΐ)  Ιι'πι  (1+ημχ)'4  =  1(Γη  (1  +ημχ)'/·"",',,|,χ'  ^  = 

χ  — >  0  χ  — ^  0 

Ππ,^ 

Χ  =  ο1  =  β 


-  Ο 
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6.1 


(ϋ)  1  ίιτι  (1  +  ημχ)  ,'ιρλ=  Ιΐιπ  (1+ημχ)ημχ  εφ*: 


χ  — >  Ο 


X  — )  ί) 


Ιίη*  (ημχ·  Ηιη  (»Ή,Χ  μυνχ 

—  ρ  Χ'-»!)  . X  — »  1}  *  —  /-\  Λ  — >  Ο 


(ίίί)  Ιϊγπ  (1  +  ημχεφχ)  - 1  ίιπ  (1  +  ημχεφχ) 

χ  ->  Ο  χ  ->  Ο 


ημχεφχ 


—  0  X  — ^  ί) 


Ιί,,β 

χ 


ημχ  ημχ 


,.  χ  <πινχ  ,. 

—  0  χ  ->  I)  — -  ^  χ  — >  Ο 


ημ,  3ΜΧ 
„  χ  χ  ουνχ 


Ιίπ,^  ,ίιη  Ι1ΰί]ίηι  _Λ_ 

=  β  χ-» ο  λ'  ,->ο  χ  χ-> ο  1Πίνχ=β»·1·«  =  0«=1 

.  2 
_Ι_  <*φ  χ  ^2 

(ν)  ΙΪΓΠ  ( I  4-  χ2)<ίφ χ  -  Ιΐ ΓΠ  ( ί  -\-  X2)  χ  1  = 

χ  — >  Ο  χ  — >  Ο 

2 

1  ϊγπ  *■■  Ιίτη  — Ι.ίιη 

=  ^  <->α  «φ *  0  ' φΧ  *-»« ι  φχ  _  ^  ·  I  6 


ΘΕΜΑ 


Ν < 4  βρεθεί  το  όριο:  Ε  =  Ιίηΐ 


εΓρχ 


χ->^  εφ 


εφ(νχ) 


>  όπου  ΥΕ  Ν*-{1.} . 


2ν 


Λύση 


νε<Ρ(νχ) 


1  .,=  I  ϊγπ  1  + 


ι£φ(νχ) 


=  1  ΪΓΠ  1  + 


'-’ΐΗ  φψ2ν 


π 

*  2ν 


εφχ-εφ  — 


ε(^  2ν 


(>2 
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εφχ- εφ 


-  Ιΐιτι  1  + 

π 

χ  ->*τ~ 


π 

Π 

π 

εφ 

2ν 

π 

εφχ- εφ 

2ν 

ΙΐΠΊ 

π 

ι·:ΐ|<νχ) 

£φ2Φ 

π  π 

2ν 

φχ-ϊ,'ρ·^  *<Ρ~ 


€·ίρ(νχ) 


Ομως 


κ  \ 

εφχ-εφ^  ^φ(νχ) 

_  _) _ 1 


εφ  χ- 


2Ί  η  μ  (νχ)  1  +  *φ**Ψ2Ϊ 


ίΓ 

εφ  —  χ->  — 

'2ν  2ν 


συν  (νχ) 


Λ  2  ^ 

1  +  ίφ  2ν 


εφ  χ  — 


1  1 

π  συν  (νχ) 


1  +  «Ρ2  £ 


εφ  χ- 


Χ_4Ι^  ^  2~νχ 


εφ  χ 


π  ο  η  _ 

εφττ-  συΛΓ  —  χ-+  — 

1  2ν  2ν  χ^2ν 

_ί - Π„ 

Γ  ΓΑ  ϋ.  II 

ιΦ  σχ,ν 


(τυν 


1  2ν  ν  2ν  χ-*2Ϊ  2 
π 

(Τυν2ν  1 

- -  ΙίΠΙ 

71  2  71  _ 

τ'^  σν^  2ν  χ_>5ν 


-  νχ 


2νχ  -  71 
2ν 


π 

~2~νκ 


νχ  γ-  νχ 


2 

π  -  2νχ 
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-1 


-2 


-2 


ημ^συν 


π  ν 


2ν 

-2 

π 


—  ίΐ  7ΐ  >3Τ 

ν·2ημ^συν^;  νημ- 


Λρα  Ι^ε^ν 


ΘΕΜΑ 


Να  βρεθούν  τα  όρια:  (ί)  1ΪΠ1 

χ  — >  4 


ΧΛ/Χ  -  8 

χ  +  Ίχ-6 


,.  έχ-  ι  ..  •'/ι  +  χ-ι 

(ϋ)  Ιιγπ  3/ - τ — 7ρτ  0»)  1»™  - - - ,νεΝ 

*->ι  νχ+1-^2  χ^0  χ 

Λύση 

(ί)  Θέτουμε  γκ=ί  ,  οπότε  όταν  χ— >4  6  (:^>2  και  έχουμε 


..  χ>/χ*-8  .. 

ΙΐΙΤΙ  - ■== - =  I ΙΓΤΊ 


13-8 


-  Ηαι 


(I  -  2)  (ί;2  +  2(:  +  4)  12 


·.««.  γ  .  Ο  ΜΜΑ  Α  —  γ- 

Χ_>4χ  +  νχ-6  1^2  12  +  1-ό  ι_»2  (1  +  3)(1-2)  5 

νϊΓ- 1 

λ/υ~ —  1  χ  —  1 

(ϋ)  Ιίιη  τ _  Ιϊιη  _ 

χ_>  ι  -νχ+  1  -  ^2  χ_>  ι  λ/χΤι.  -  ^2 


χ  - 1 


)  Ιγπ  * — 

χ->1  Λ'χΗ'ί 


1. 

2 


,‘ϊί  4(χ  +  I)2  +  4(χ  +  1)2  -2+  ^4  %ν+  ¥  +  λΊ 


1 


1  3  ^4  3 

2  12 


(ϋί)  Θέτουμε  ^  1+χ-|=1  ε  I  *ι-χ=(1  +  1  )ν  ε  χ  =  ( I  +  1)ν-1 
Λ(μι  όταν  χ— >0  ε  I— >0 
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τ.  <1 1+χ-1  ,. 

1 1 ΓΠ  - —  1ΐ  ΓΠ 

Λ  X 

χ  — ^  Ο 


I  ί  ΓΠ 


ι 


(ΐ+λ)ν_1  Ι->()  (;ν  + 


ΛΛ 

1 

V  ) 


—  1 1 ΙΎ1  - 

,->0  { [Γ-1 
1 


(  V  λ 

ν  - 1 

V  ) 


λλ 

.ν  -  2 

ί ν  1 

+ 

1 

Γ  Ή  ...  Η- 

ν-1 

\Λ ) 

1 

V.  7 

1 

ν! 

”  V 

-  1 Λ  ΓΠ 


ιν'-ι+  ... 
1 


/■  V  λ 

ν  - 1 

ν  ; 


ί 


(ν  “  1)! 


)  ^  ίν-'  + 


ΛΛ 

,  ν  —  2 

^  V  ^ 

1 

Γ  +...  + 

V-] 

V  2 

ν  / 

Θ-ΕΚ#:;.  . 

Να  βρεθούν  τα  όρια: 


_  ν^2χ+  8  -  ^8χ+2  ΧΤ 

(ί)  Ει  =  1  ΐΓΠ  - — ν,  υεΝ 


χ  —2 


!  ^7χ+3  -  λί6χ+4 


,  ,.  "?  2χ*  +  3χ+  1  -  ^  3Χ2  +  χ  +  2 

(ϋ)  1.2  =  1 1 ηι  ν  -,  — ν  τ  —  ν^Ν" 

χ  \  3Χ2  +  2χ+  1  -  Ί  χ2  +  2χ  +  3 


Λΰση 


1>ι  =  ΙΙιτι 

χ  — >  1 


2χ  +  8  -  8χ-  2 
7χ  +  3  -  6χ-  4 


•  ΙΪΠΪ 

χ^->  I 


Λ?(7χ  +  3)ν-1+  λ?(7χ+3)ν~2(ήχ  +  4)  +  ..  +  Λ?(6χ  +  4)ν~' 
^(2χ  +  8)ν_1  +  Α?(2χ+8)ν'2(8χ+2)  +...+  ^(8χ+2)ν“ι 


=  ΙίΐΓ* 

χ->  I 


/^6  -  6x^1 


Ιχ-Μ 


ν- 1 


10  '·  ·  ν  -6(χ-1) 

ν- 1 — =||ΓΤ1  - : — 


Λρα  1.-1  ■=- 6 


6 
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1.2  =  Π  ηι 

χ  · — )  1 


(2Χ2  +  3χ  +  1.) —  (3Χ2  +  χ  +  2) 
(3Χ2  -η  2χ  +  1 )  —  (χ  +  2χ  +  3) 


Ιίιη 

ν  >  1 


λ?(3χ2+2χ+ΐ)ν~ι  + 
%/(2χ2+3χ+  1)ν_1  + 


Λ?(3χ2+2χ  +  1)ν~*(χ2  +  2χ  +  3)+· . .+  Λ?(χ2+2χ  +  3  )ν~ 1 
λ/  (2χ'ϊ+3χ  +  I)”-1  (2χ2+χ  +  2)  +. . .+  +  2)ν_Τ 


^  Ιίιη 

χ— >  ι 


2Χ2  +  3x4- 1  -  3Χ2  -  χ  -  2 
3Χ2  4-  2χ  Ί- 1  -  χ2  -  2χ  -  3 


ν  - 1 

ν  -  6  ν  . .  -  χ2  +  2χ  -  1 

- ΥΞΙ  =  1ιηι  '  ο 

ν  .  6  ν  χ  1  ΖχΓ  1 


—  Ιίιη 

χ  — >  I 


-  (X- I)2 
2  (χ-  ])  (χ  +  1) 


=  —  Ιίιη 
χ  —4  I 


χ-  1 
χ+  I 


ΘΕΜΑ 


Ν(4βρεθοιινχα()ρΐίίΐ:  (ί)  Ε 1  —  ΙΐΙΤΙ 


χ  — »  0 


νημ  (2ν  +  1)χ  ημ2νχ 


ημχ 


ημ2χ 


,  νε  Κ 


ίίί)  1.2  =  Ηπι 

X  "~4  2 


ειρ  (α/χ  +  2  -  ν2χ) 

ημ(χ2  -  6χ+  8) 


Λύση 


.ν  ,.  νημ(2ν+1)χ  ,.  ημ(2ν  +  1)χ  χ  ν(2ν+1) 

(ι)  Ιιγπ  — 11 - —  1 1 ΤΏ 


ημχ 


11111  _χ 

χ_0  0+1)  χ  1 


χ  — >  0 

~  1  ·  1  -  1  ί  ΓΏ  ν(2ν  +  1)  =  V  (2ν  +1) 

χ  — >  0 

η  μ2(νχ)  χ2  2  ..2 


2, 

,  ι  ■  ημνχ  ..  .... 

I  ,πισης  Ιίιη  Λ  ~  I ιτπ  - —  ■ — —  ·  ν  =ν 


^  —  Ι1Ι4Ι  Λ  Α 

ημχ  χ ~> ο  (νχ)  ημχ 


Λ0«  I.,  =  I ■  ηι  νημ^+^,ϋπ,  Ιϋφί  =  ν(2ν+  1}_ ν>  =  2νΟν- 


χ-*  (I 

I .  I  =  ν(ν+  ι ) 


ημχ 


χ  — > ο  ημχ 
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(ϋ)  Έχουμε  1,2  =  1ϊπι 

χ  ->2 


εφ(νχ  +  2  -Ί2χ)  χ2  -6x4-  8  λ/χ  +  2  -  λ/2χ~ 
^Ιχ~ΐ~2~^2χ  ημ(χ2-6χ+8)  χ2-6χ+8 


τ  λ/χ  +  2  -  ^2χ 

Ι_2  =  Ιιιη  — λ - =  Ιπυ 


χ4-2-  2χ 


1111 1  ^  —  1ΛΙΙΧ  - - —  ,  -  -  * 

χ  ->  2  X  —  6x4-8  χ->2  (νχ  +  2  ■+■  \2χ)  (χ  -6x4-8) 

2  -χ  1  -  (χ -  2) 

—  τ  1 1ΓΠ 


χ1!2  (44Τ+  λ/2χ)  (χ  -  4)  (χ  -  2))  4  χ4  2  (X  -  4)  (χ  -  2) 

1  ..  1  _1  1_1 
"4,^4-χ  4  2  ~  8 

1 


Αρα  ί-2  = 


8 


ΘΕΜΑ 


συν2χ-συν3χ 

Να  βρεθούν  τα  όρια:  (ΐ)  ΙίΠΙ  - 

χ-»ο  1  -  συνχ 

....  ,·  ημ(ϊΏΧ)  . .  (ημ8χ+ ημΙΟχ)2 

(ιι)  ΙΙΠΙ  -  ΓΠ,νΕΖ  (υι)  11ΓΠ  - 

χ^π  ημ(νχ)  χ^π  1  +  συνχ 


Λΰση 


(>)  )ΪΓΠ 
χ  ->  0 


συν2χ-συν3χ  ,. 

- - =  1101 

1  -  συνχ  χ^η 


_  5χ  χ 
2ημγημ~ 


ημ 


5χ 


2ημ 


2  X 


=  Ιίοι 

χ— >  Ο 


ημ 


5χ  χ  5χ 

^  2  2  2 

ΙΠΤΊ  — ^ - - -  =  11ΓΠ 


ί5χ  2 


X  ->  (} 


5χ 


η  μ 


χ  χ  ν ,. 

—  —  χ  — >  Ο 


2  2 


V 


=  5 


(ίΐ)  Θετουμε  χ  =  π-Η  ν  οπότε  όταν  χ  >π  =>  (— >0  και  έχουμε 


Κι  < ι.λαια  1-5 
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,.  ημ(τηχ)  ..  ημ(ιηπ  +  ιηί)  (- 1)ηι  ημ  ηι£ 

,  ημ(νχ)  ί_»0  ημ(νπ  +  νί)  ,^()  (-1)νημνί 


(.  ιν’-  ηγπ  ημ(η,()  ν1 


ΙΠ  __  ,  ■<  χ  γπ  —  ν  ΓΠ 

ΓΤο  011  ημ(νΙ)  '  ν  ’ν 


( ιιί)  θέτουμε  χ-π  =  γ ,  οπότε  όταν  χ^π  γ^Ο  και  το  όριο  γίνεται 
(ημ8χ+ημ10χ)2  _  [ημ(8π  + 8γ) +ημ  (Ι0π+ 10γ)]2  _ 

ν^ο  1  +  συν  (π  +  γ) 

=  Πιη 


\  >  Η 


Μ  ιιί 


1  +  συνχ 


(ημ8γ  +  ημ10ν)2 


ν-χι  1-συ\7  ν^0 


2η  μ 


ιΊ 


V 


2  Ιίιτι  ^.,ίπ» 

V 


81Υ2  8  ίν2 

Ιίιτι  — -~  =  2  Ιίιπ  =  2*81  ■  4  —  648 


γ-»ο  (9γ)  γ— >ο  η  μ2—  γ—>(>  6)Λ  γ- >ο  Υ_ 


2 

V  ) 


ΘΕΜΑ 


Να  βρεθούν  τα  όρια: 


(ί)  Ιμ  =  Ιίιτι 


ημχημ2χ. . .  ημνχ 


χ_>0  ημ(ν+ 1)χημ(ν  +  2)χ. . .  ημ2νχ 


,  υεΝ* 


γ  ,.  (1-συν4χ)(1-συν5χ)(1-συν7χ)(1-συ·νβχ) 

(ίί)  1^2  —  Ιίπι - 


χ  — >  0 


X8 


(ίϋ)  Ια  =  ΠίΤ» 


ημ?χ 


χ  — >  π 


συνχ+ 1 
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Αΰση 


ημχ  ημ2χ  ημνχ  (ν+1)χ 


2νχ 


(ΐ)  Ι.ι  =  1ίιη  „ 

χ-Μ)  χ  2χ  νχ  ημ(ν  +  1)χ  η  μ(2νχ) 


1-2.. ,ν 


(ν!)' 


'χ'!Γο  (ν+1)(ν  +  2)...2ν  (2ν)! 

2  λ  ~  2  5χ  -  2  7χ  -  2 


(ϋ)  1_ι2  =  Ιΐπι 

χ  — ^  Ο 


2η  μΔ  2χ  ■  2η  μ2  ^  ■  2η  μ2  -γ-  ■  2η  μζ  4χ 


,ν 


-  2  ■  ϋοι 


.  2  25Χ2  49^ 

2  Λ  η  μ  η|  Γ  -ζ-  2  λ  4χ - ; : — ·  Ιοχ 

η  μ  2χ  ^  2  _ _ 2_  η  μ  4χ  4  4 _ 


.2  5χ  „2  7χ 


χ  — >  ο  (2χ)2  ^ 5χ^2 

2 

4  4.  4-25-49- 16χΛ 


Π%\  (4χ)2 


2 

ν  7 


Η 


=  2  ·  Π  τη 

χ->0 


8 


=  24  ·  4  ■  25  49  ■  16  =  24  (2  ■  5  ·  7  ■  4)2  =  24  ·  2Η(β 


2 

ημχ 


4η  μ2  ~  συν2  ^ 

—  1  ϊ ιιι  - =Ιίηι  2ημ2^ 


(ϋΐ)  1.3  =  1x01 

χ— >π  συνχ+  1  χ—^π  2θν\?  —  χ— »ττ 


2ημ2|  =  2 


Λρα  ί}=2 


ΘΕΜΑ 


ουν2χ-αυν3χ 

Ν(<  βρεθούν  τα  όρια:  (ΐ)  ΙΐΓΠ  - = - 3 - 

χ_4θ 


..  εφ(χ  +  Η)  -  εφ(χ -  Ιι)  ,  ..  , 

(ϋ)  ΙΐΙΊΠ  - £ -  ΙθΕ  +  — ,  1ί£Ζ 


Ιι-)0 


Η 


Λ 

2 


I  I  »('<  Ι,λπΜί  1-5 
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Μ 1 1 )  1 1 1Τ) 


χ  >  π 


χ  ι 

ημ^ -1 

συνχΗ- 1 


Λύση 


I  I 


..  συν2χ-συν3χ  ,. 
Ιιιη - - - - —  =  Ιιιίί 


.  5χ  χ 
+2ημ.γημ·2 


X  >0 


ημ5χημ8χ 


ν~>0  2ημ^συν:γ  ημδχ 


ημ-2 

I  ί  ηι  — 77  —  1  ϊ  γπ 
ημ  8χ 


ημ 


χ 


X 

2 


\  >  ο 


χ  ->  Ο 


8χ  2  _ χ  _1 _ 1_ 

ημ8χ  8χ  2  8χ  16 


, . .  ι· φ(χ  +  β)  -  εφ(χ  -  Ιι)  , .  εφ(χ  +  Ιι  -  χ  +  Ιί)[  1  +  εφ(χ  +  Ιι)  κφ(χ  -  Ιι)1 

I  Μ  )  1 1 III  - ; - =  Ιππ 


Ιι  »  Ο 


Ιι 


Ιι  — >  Ο 


Μ, π  «Ρ2Μ1  +  Βφ(χΗ-1ι)ε^χ-]»]  =  (1+ίφ,χ)1|ηι 


Ιι  ν  () 


Η  ->  Ο 


Η 

( ε(ρ2]ι 

Ί>ΪΓ 


2(  I  -ν  εφ  χ) 


2 


συ  Λ 


ημ|-1  ημ|-1 

ιιιί)  Ιίιπ  - =  Ιππ  - =  -  1ΐ ηι  — 

χ  ->  π  συνχ4- 1  2συν^  —  χ— νι  2 

2 


1  χ 

ι-ηι*2 


/ 


1-ημ 


2  X 


V  >»"  7 


X 

1-ημ  2 


χ  -->  η 


I  —  ημ  2 


•V 


ι  +ημ2 


χν  “1 1,1,1 


λ 


X 


χ  “4 π  1  Η-  η  μ  — 


1 

4 


) 


ΘΕΜΑ 
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Ν<<  υπολογιστούν  τα  ο^ια: 
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Κεφάλαια  1-5 


1>ι  =  Ηιη 


π 


ημ3χ+  συν2χ-  1 
συν4χ+  ημ2χ—  1 


(μ)  Ια  =  Ηιη 

χ-*0 


ετρχ-  ημχ+  ημί*χ 
χ(1  -  συν^ι  +  εφ4χ 


,  , .  1  +  ημχ—  συνχ 

(ίϋ)  1^3  =  Ιιηι  — - - - 

χ_>0  1  +  ημιηχ- συνηχχ 


ιϊνξΚ-{0} 


Λύση 


3η  μχ-  Ίημ'Χ  +  1  -  2ημ2χ  -  1 


(ί)  Ι_ι  =  Ιίιπ 


χ— » π  -2ημ2χ+ημ2χ 

^  2  2 

,.  3ημχ-4ημ~χ-2ημ  χ  (.  ημχ(3 -4ημ  χ-2ημχ) 

—  ΙΠΊΊ - χ - 2 - =  1ΠΤΙ  - τ— 

λ ^  —  8ημ  χ  συν  χ  4- 2ημχσυνχ  χ_>π  ημχ(2συνχ~  8ημχσυ\Οί) 


=  ϋιπ 


3-4ημ2χ-2ημχ  _  3 

π  2συνχ-  8η  μχ  συν2 χ  2 


ημχ 


ί  1 


(ϋ)  1-2  =  Ππι 


συνχ 


~  1  4-  ημχ 


\ 


χ  — >  0 


χ  (1  -  συνχ)  ■ 

χ 


4 

συν  χ 


=  1 1  ηι 

Χ-4(Ι 


— (1  -  συνχ-ι-  ημ3χ  συνχ ) 
συνχν  1 


χ  (1  -  συνχ+χ3) 


=  Ιίιπ 

Χ-Λϋ 


1  -  συνχ+ημ'  χ  συνχ 
1  -  συνχ  4-  χ3 


Ο  X  ^ 

2ημ  ^4-ημ  χσυ\χ 
—  1  ΐ  ιυ  - — - ~  Ηιή 


2  χ 

ημ  ^  3 

Λ  2  ημχ  συνχ 

^  2  +  2 
X  X 


χ  ->  0 


ο  2  X  ,  3 

2η  μ  -  +  χ 


χ  — >  0 


ημ 


2  X 


3Γ 

4 


χ3 
χ 


I  «Γψάλαι,ΓΧ  I  -5 
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1ΪΓΠ 

Κ  — ^  Ο 


λ  2  χ 
2η  μ  ^ 

- 2 - +  ϊίΠ) 

χ_  χ^Ο 
4 


Χ  Λ 

-^γ-  4ημχσ\ινχ 
χ 


2  X 

ημ  2  χ3  4 

2  1ί  τη  — ^ —  η- ϋηι  — ■—? 

X  — Α  Ο  X  -4  Ο  1  X 

4 


2+1*0 
2  +  0 


2 

2 


1  Αρα  ί·2  —  1 


(ιπ)  1^3  =  3  ϊιτι 


χ  Ο 
/ 


2ημ|συν^  +  2ημ2|· 

.  ιτιχ  πίχ  _  2  ηαχ 

2η  μ  -Γ-  συν  —τ-  +  2η  μ  -τ- 


λ 


ημ 


'  I ΪΓΠ 

χ  — >  0 


V 


χ 

2 


χ  ημ2 

συν  ^  + 


χ 

“•^2 


X 

2 


) 


ί 


ημ 


παχ 


1ΏΧ 

~τ 


ΙΠΧ 

ημ^Γ 

ίΤΊΧ  '  2 

συν-τ-  + 


λ 


ΓΠΧ 

- ημ-τ- 

ιτιχ  ΙΓ  2 


V 


)ΠΧ 


\_ 

ΓΠ 
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Νίί  βρεθεί  το  όριο:  1υ\  —  1ΐΠ1 

7ί 

Χ^6 


σφχ— V 3^ 
συν3χ+  4ημ?χ-  1 


Λύση 

2  3  2 

Ιίχουμ*·  συν3χ  +  4ημ  χ-1  =  4συν~χ-3συνχ+4ημ  χ-1  = 

4<η>ν\-3<τυνχ  +  4-4συν2χ-1  =  4συν3χ-4συν2χ  +  3-3συνχ  = 
-  4 συν  χ(συνχ-1  )-3(συνχ-1)  =  (συνχ-1)(4συν  χ-3)  = 
(συνχ- 1  )(4-4ημ2χ-3)  =  ( ί -4ημ2χ)(συνχ-1)  = 

( 1-2ημχ)(  I  +  2ημχ)(συνχ- 1 ) 
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Κι  -  1  ί  Γη 


π 

συν  — 
συνχ  _ 6 

ημχ  π 

^6 


χ-,« 


Λ  (1  -  2η μχ  )(1  +  2η μχ ) (συνχ-  I ) 


ημ  5_χ 


6 


ημχημ  — 

ί  - 

%  (I  -  2η  μχ  ) (1  Η-  2η  μχ )  (συνχ-  ί ) 


ημ  I 

I ΐ  πί  Ιζ— - )  Υινη  - - 

<->!  1“'2ημχ  χ-^2  ημχημ^  (συνχ- 1)(Ι +2ημχ) 


ημ  ^-χ 


,χ-»|  2  2-τιμχ 


1  1+2^ 


ΊΪ-2 


π 

Χ_>6 


π  π 

7-χ  τ~χ 
^6  6 

2η  μ  -  συν  ^ 

π  π 

7-Χ  7  +  χ 

Λ  6  6 

4ημ— —  συν-γ- 


4  11 

λ/3~-2  2  2π 
συν  |2 


2  1  4  ,Α  4 

νί-  2  '  νΤ  ”  3  -  2  ^3”  ρα  1-3-2λ/3· 


Κΐ'.φάλαια  1-5 
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ΗΕΜΑ 


τ  εφχ  +  σφχ  -  2 

Ν<  /.  υπολογιστεί  το  <5ριο:  1^1  —  1ΐ1Τ>  7=  τ= 

π  (1  -  ν2  ημχ)(Χ  -  \2  συνχ  ) 


Λύση 


Γ'ιναι  (εφχ-1)(σφχ-1)  =  εφχσφχ-εφχ-σφχ+ 1  = 
-  2-εφχ-οφχ  -  -(εφχ  +  σφχ-2) 

,  (.  εφχ—  1  ,.  σφχ-1 

•υνεπως  Ι^ι  =  —  Ιιιτί  — — τ= -  μπί 


Χ-^7 


π  1  -  νΤ  η  μχ  Π  1  -  λ/2  συνχ 

ημχ 


Χ^4 


..  εφχ- 1  ,.  συνχ 

<  )|!ΐι»ς  ΙΐΓΠ  - - 1= - =  11111 


-1 


=  ]  ίιπ 


ημχ  -  συνχ 


χ  — > 


π  I.  -  72η μχ  „  1  -  νϊημχ  η  συνχ(1  -  Λ^2ημχ) 


X  — > 


ημχ- η μ 


ν2  Ιιγπ 


χ_>*  λ/2 


ί 


X 


(χ  \ 

2  ~Χ 

^  =  (ιοί 


λ 


>ιμ  4  -ημχ 


V 


χ->4 

π  χ 

χ  -  +  χ  χ  +  ^  —  χ 

2η  μ - 2 - συν - ^ - 

π  χ 

—  -χ  τ  +  χ 

4  4 

2η  μ — - —  συν 


/ 


ημ 


Μηι  — 

*■■·>! 11 11 


π 


χ  - 


π  χ 
8  2 


χ  -  -  ϋηι 


7 


V 


7 


.  ,.  σφχ-1  ,. 

I  '.πισης  Ιιιη  - - -  =  Ιιγπ 


1  —  -Ύ 


ημχ 


π  1  -  >/2συνχ 


ί 


Τί  \  Ο 
χ  — >  — 

4 


π 


λ 


συν-^  -  συνχ 


I  ϊ  ιιι 


( π 

V 

(χ  \ 

συνχ—  συν 

2~ 

\ 

συνχ-  συν 

2  Χ 

κ 

) 

--  - —  1  1  ϊΛΛ  - - - 

χ  _ ί 

χ  >'!  ημχ  ^2 

»! 


/ 


\ 


χ. 

πυν-τ  ·-  συνχ 
4 


V 


π 

*  >  7 


π 

συν  —  -  συνχ 
4 
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π  π 

χ  +  - χ  χ-^  +  χ 

-2η  μ - η - ημ - ^ - 


=  1  ϊγπ 

71 

X  — >  “Γ 


-2η  μ 


π  π 

4+Χ  4"~Χ 

-τ-ημ-^τ- 


η  μ 


π 


=  1  ϊ  ιτι 


χ->?ημ 

4 


ί 


π  χ 
8 +2 


Λ 


1ΪΙΏ 


λ 

πΛ 

2η  μ 

(χ 

π5 

ίχ 

π5 

ημ 

Χ  4 

2  8 

συν 

2 

8 

/ 

-  -  1  1  *ΥΛ  - 

ν, _ 

) 

V 

) 

(π  x^ 
8  “2 

Συνεπώς  ~-\-2)  ■  (-2)"= -4 


χ"^7  ^ 
4 


π 

χ~>τ 


ημ 


Λ 


ν 


π 

8 


7 


--2 


ΘΕΜΑ 


Να  βρεθούν  τα  όρια:  (ί)  Εχ  =  1|01 


1  -  εφχ 
Λ  1  -  λ/2"  συνχ 


Χ^4 


(ϋ)  1,2  =  ΙϊΐΏ 


εφ3χ-  3εφχ 


π 

Χ_>  3 


συν 


ί  ΐΐλ 

Χ+6 


V 


7 


Λύση 


71  71 

( ί)  Θετουμε  X  -  ^  =  γ  ,  οπότε  όταν  χ  -4 —  ,  γ->0 


,,  ,.  1-εφχ 

Ι,χουμε  1  ϊγπ  - η~= - =  1ιτπ 


1  -  εφ 


ί 


Υ  + 


π 


\ 


χ-^ 


11  ι  - 

*  1  -  \2  συνχ 


-V 


γ->ο  συν 


ί 


>'  + 


π 


λ 


I .  ι  Ί'ϊάλαια  1-5 
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1 


ΙίΐΏ  - 

'■->«  1  —λ/2" 

1 1ΓΠ 


εφγ+  1 
I  -  εφγ 


ί  ^2  <2  λ 

γσυνγ-^~ημγ 


V 


2ε  φγ 


I  - ε Φγ— εφγ-  1 

,·  1-εφγ 

=  πιη  - — - 

υ-μ>  1-συνγ+ημγ 

ημγ 


- =  -  2  1  ιγπ  — 

ν  — > ο  (1  -  εφγ)(Ί  ~  συνγ-1-  ημγ)  γ_)0  1-συνγ+ημγ 


-2  Πιτι 


V  Υ 

2η  μ  ~-συν- 


Υ">(1  2ημ2  ^  +  2ημ^  ουν^ 


-  -  2  Η  πί 


γ 

συν2 


=  —  2 


V  V 

ημ~  +  συν~· 


εφχ(εφχ-3 
{ιι)  ί/2  —  ~ 


4  2  2 

εφχ|  εφτ  χ  -  εφ 


συν 


( 

π3 

ΙΜΜ 

4 

π5 

χ  + 

6 

Κ 

χ->1 

συν 

Χ+6 

Υ 

7 

Υ 

7 

I  ϊ ιτι  εφχ 


>  ->! 


/  3χΛ 

εφχ+  εφ 
\  / 


εφχ- εφ 


II  οι 


υ->2  συν 

Λ 


π 

3 


εφχ- εφ 


π 


4 

—  υ  Λ111Ι 

4 

ατ  Λ 

Χ+6 

χ„>^  συν 

χ+6 

Υ 

Υ 

) 

ημ 


^  π  5 

Χ“Ι 


6  Ιίιη 


ημ 


^  π  3 

Χ~Τ 


π 


π 


χ^_  συ νχ συν— συν 


ημ 


ί  πΛ 

Χ"  3 


) 

-  24  11οι 

Λ 

χ-)3 

V 

( 

4  π 

χ+6 

η  μ 

2  Χ  6 

V  ) 

) 

•  -  24  Ππί 


ν 


ημ 


^  τΛ 

Χ"3 

γ  / 


--24 


Αμα  1^2  =  -24 
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ΘΕΜΑ 


Να  βρεθούν  τα  όρια: 


«  ί,  =  Ηπι  “*α  +  *>  ~  »>  -  „  *  (2|ι+  1} 


χ  — >  0 


χ2 


(ίί)  1^,2  =  Ιΐηι 

X— >  ί 


εορ(Α  +  Β)  ε<ρ(Α  +  χ)  -  εφΒ  εφΟ 
εφ(Α  +  Β  +  χ) 


οπού 


Α+Β  +  0  =  ΪΙ  και.  συνΒ^Ο  . 


Λύση 


/Λ  Τ  ,.  1  (  ε  φ2α  -  ε  φ2χ 

( ΐ)  Β[  =  1 1 ΠΊ  — 

χ  — >  0 


\ 


γ-  -  εφ  α 


/Λ  I 

εφ  χ  (εφ  α  -  I) 


^1~εφαεφχ 

I  εφ2α  -  ε  φ2χ  -  εφ2α  +  εφ4α  εφ2χ 

—  1 1 ΓΤΊ  ^  —  —  1 1 1Τ1  ^  2  2  — 

χ·  ο  χ*  1  ~  εφ  α  ε φ~χ  λ-  ο  χ’(1  -  εφ  α  ■  εφ  χ) 

,.  εφχ  ..  εφ  α  -  1  4 

=  1 1 πτ  -  2·  ■■  1 1 πί  - — - γ  -  εφ  α  -  ] 

χ  — > ο  X  χ  — » ο  1  — εφ  α  εφ  χ 

(ίί)  Έχουμε  Α+Β  =  Γ7-(7,  οπότε  εφ(Α  +  Β)  =  -εφΟ.  Αρα 
I  |·  (~εφ<2)  εφ(Α  +  χ)  -  εφΒεφΟ  ^  (-εφΟ)  [εφ(Α-Ηχ  )  Η-  εφΒ] 


X  — )  ο 


=  (- εφΟ)  Πττι 

χ  — )  ο 


εφ(Α+  Β  +  χ) 

ημ(Α+Χ)  |  ημΒ 

ου  ν(Α  +  χ)  σον 


χ  — >  ε 


εφ(Α  Η-  Β  +  χ) 
ημ(Α  +  Β  +  χ) 


/  ,μ  .■  συνΒσυν(Α  +  χ) 

- =  (-εφΟ)  Ιηπ - 1 - - 

ημ(Α+Β  +  χ)  χ^0  ημ(Α  +  Β  +  χ) 

ουν  (Α  Η-  Β  +  χ) 
συνΠ 


συν(  Α  +  Β  +  χ) 


,  /^>  \  ,.  συν  (Α  +  Β  +  χ) 

=  (-εφΟ)  Ιιπι  - — εφΟ ) 


.  <τυν(Α  +  χ)  συνΒ  συνΒσυν(Α  +  0) 

εφΟ _ _  εφΟ _ εφΟ 

ουνΒ<τυν(Π  -  Β)  —  συνΒσυνΒ  ιγιιν/'Β 


ι·.  ι  «ΐ'άλαια  1-5 
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\{>Κ  1.2 


εφΟ 

αυχ^Β 


ΗΙζΜΑ  66 

Ν ι >  βρεθούν  τα  όρια: 


η) 


Ια  =  Μιη 

χ— >  0 


συνα-2συν(α  +  χ)  +  συν(α  +  2χ) 

χ2 


I II I 


ί>2  =  Ιπη 

χ— >0 


1-^Χ-χ3 

εφχ-ημχ 


ΛίΜΓη 

,  ,.  συνα-σ'υν(α  +  χ ) +  συν(α  +  2χ)  -  σΌν(απ-χ) 

μ)  ι.-ι  =  Ιιγπ - 2 - 

X  Ο  Χ 

_  2α +  χ  χ  _  2α  +  3χ  χ 
2ημ^— ημ2 -2ημ — 2 — ^2 

I  ΐ  ΙΤΊ  - 2 - 1  = 

χ  — >  ί)  χ 


Ιΐπι 

χ  — >  Π 


( 

(  3χν 

η  μ 

α+2 

~ημ 

α+τ 

- 

^ _ Α 

4ημ^ημ 


ί 

ι 


2>Λ 

4 


συν 


ημ  2  η  μ  2  συν  (α  "·■ χ) 


Ιΐιη 

X  >0 


=  -  4  Ηιη 

ν  — >  ο 


2 

X 
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2  X 

ημ  ϊ  ι 

Κι  =  -  4  1  ϊιη  — γ-  *  συν  (α  +  χ)  ■  -τ  =  -  συ  να 
χ  — >  ο  Χ_  4 

4 

.....  . .  1  —  I  4-  χ3  1  χ3 

(ιι)  Κ2  =  1ιιτι  - 1  - Ι1ΓΤ1  - = 

χ— Μ)  (1  +  VI  -  χ  )  (εορχ-ημχ)  Ζχ->ο  εφχ-ημχ 

1  ..  χ'  1  ,.  χ  συνχ  1  ..  χ  συνχ 

=  7Γ  Ιππ  - -ημχ=—  Ιιιπ  - =  χ  Ιιγπ 


,.  η  αχ 
συνχ 


2  χ->ο  ΐμχ(1  -συνχ)  2*_,η  1-<τυνχ 


χ2 


.  7  ,  -τΟννχ 

1  , .  χ  συνχ  1  . .  4 


χ  -  «  ^  ν  τ  λ  α  ι  . 

-ΤΓ  ΝΙΤ1  - =  7Γ  Ιππ 

2  Λ  _  2  X  2 

χ->0  2ημ  X 


η  μ 


2  X 


2  =  1  Άρα  Κ2  =  1 


ΘΕΜΑ 


,  ,.  Ίΐ  -  χημχ-  συν2χ 

Να  βρεθούν  τα  όρια:  (1)  1^1  —  ΠΙϋ - 

χ  -4  ο  εφ2  ^ 

Ζέ 


.  ,.  V 1  +  χημχ-  ουνχ 

(Η)  ίι2  =  ΙΐΙΠ  - 

1  -  συνχ 


X  -  >  0 


Λύση 


(ΐ)  Κ|  =ΙΪΓΠ 


1  -  χ  ημχ-  συΛ: 


χ-*°  (VI  -  χη μχ  +  συ ν 2χ)  ε φ2  7Γ  χ“*°  ημΖί 


—  ]  ΙΓΠ 


η  μ22χ  —  χ  η  μχ 


.2Χ 


συν2! 


(συν2χ+  VI  -  χημχ) 


Κεφάλαια 
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ί|  =  1  ί  ΓΠ 


συν2^ 


ι 

^ ^ (]  σον2χ+  λ/1  η-  χ  ν| [.ιχ  ^ 

ΐΓ ΙίΓΠ  ^-Ιήη  ^ 

*^η  ημ2|  χ_>0  ημ2| 

ν 


1ΪΓΠ 

χ  — >  Ο 


ημ22χ~χημχ 
2  X 

ημ  2 


ι 

2 


^-^■4/  Χ.ΜΪ.Χ 

.  -  4  Λ  ι  *  X 

ΗΠ1  - - —  1ΐΠ) 


χ-»() 


2  X 

11  μ  2  χ2 

£  '  4 
4 


χ->  Ο 


2  X 

ημ  2  χ2 

ί!  4 

4 


=  |(1ό-4) 


12  , 
=  ΤΓ-  =  Ο 


Αοα  Ι^ι  =  6 


τ  ,.  Ι+χημχ-συΛ 

(Μ)  1^2  —  ΙΙΓΠ  - 1  - — -  -  -  ..,11 

χ_»0  (1  -συνχ)  (VI  +  χημχ  +  συνχ)  ζχ_>()  1-συνχ 


1  ..  ημ  χ  +  χηιιχ 
=  7Γ  Ιπτ) 


ί 

2 


1 

2 


ΙίΓΠ 

ημχ 

1  -  συνχ 

χ'  — >  (3 

Γ 

2 

1  ϊιτι 

ημχ  + 

χ-^0  2ημ2|  2ημ2~ 


ι 

7 


2 


/ 

χ2  1 

ί  - 

V 

1  Γ 

τ  1 1  ιτι 

^->0 

ημ2χ 

4  2ί1 

ι  ,. 

+  Χ  1 1ΓΠ 
χ->0 

χημχ  4 

X 

χ2 

2  X  χ2 

ημ  2  | 

χ  2  X 

ημ  2 

7 

4 

V 

V 

Ρ 

ί'1  4  ,  . 
2 

|  \ 

\ 

2 

=  £(2  +  2)  = 

2  Άρα 

II 

-1 

Κεφάλαια  1-5 


ΘΕΜΑ 


Να  βρεθούν  τα  άρια: 

βρχ_  ι 

(I)  Ηιη — —  ,ρεΝ* 

χ— >  0 


(ϋ) 1 ΐ  Γη 

χ  — >  2 


2χ-χ2 
χ-  2 


..  Ιηχ 

(ϋΐ)  Ιιιη  — ; - 

χ  — > ι  *■  -! 


,.  αυνχ-ι- 1 

(ίν)  π  Γη - 

X  X 

ημ—  -συν-τ 


Λΰση 


(ί)  Θέτουμε  ερχ-1  =1  ,  οπότε  όταν  χ— >0  ,  ι— >0 


1ιιη^1=Ιιπ)  _*_  =  1]ιη  — £_  = - 2 - — 

χ->ο  χ  ι  — » ο  ί»  (ί+  *■)  ι->ο  Ιρ  (*  +  0  Ιίττι  ίη(ΐ  +  Ι)/ι 

ρ  I  ι  -Μ) 

= _ Ρ _ τ  =  — Ρ—  —  ρ 

1η  Ιίηι  (1  +  χ)/'  1ηε 


I  — !>  0 


(ϋ)  Πγπ 

χ  — ^  2 


2*  -  χ2 


=  Ιίιη 


2*  -22 


χ-2  χ_,2  χ-2 


^-2Ζ 

—  1  ί  ηι - =  4  Ιη  2  -  4 

χ  — >  2  χ-2 


..  ..  ,.  Ιηχ  ..  Ιηχ  1  ,.  Ιηχ 

(ηι)  ΙίΓη  - =  1πη  - ■= - =  Ιιιη  - 

χ->1  X  “1  χ  — >  1  (χ-  1)(χ2  +  χ+1)  3Χ_>,  Χ-1 


=  ^  Ιϊγπ  1ηχχ  1  =  —  1η  1  ί ιη  [1  +  (χ  -  Ι)]χ"  1  =^- Ιη € 


χ  — >  ι 


χ->  1 


(ίν)ΙΪΓη 


συνχ+ 1 


συνχ+ 1 


ΟΕνχ+  1 


^  V  Υ  Λ  I  X  1  .  \-/υ  ΥΑ  ι  ι  -  ,  ν/ϋ  ΥΛ  Γ  X 

- ■-  Ιιηη  - τ - \  =  1  ιηα  - ττ - τ - 

χ  χ  χ  .  χ  [π  χ\  ^  .  [2χ  η]  π 

χ->π  η  μ  —  —  συν  ^  ημ^-ημ  2  ~4  2ημ  Τ~4  (™ν4 

V  )  ν 


=  1)ΓΠ 


συνχ+ 1  ί  ,.  συνχ-συνπ 

- τ — - τ  =  ;  ι  ιιι - ; - ς— 

π  [χ  π)  \Ι2  ν  (χ  π) 

—  ■  Ύ1  II  —  -  ν  X  >Π  1111.  --  —  - 


2<ττ,ντ  ημ  τ  4 


4  4 
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νϊΐίιη 

χ  — >  π 


-■---ΐΊΪ  Ιίιη 


X  —>  71 


χ  +  π  χ  -π 
ημ-^—ημ 


—  =  -Ίϊι\π\ 


_  χ+π  χ-π  χ - π 

2ημ— ημ— τ-ονν—τ- 


χ-π 

χ+π  χ-πλ 
ημ^—συν—— 


X  -»  Λ 


ημ· 


χ-π 


4 


ν 


=  0 


*>ΕΜΑ 


Ο 


Ηιη  χ\  συν—  (ϋ)  Ηηι  (ημΛ/χ  +  1  -ημ^) 


ο 


X  — > 


υση 


(ί)  Έχουμε  0<χ 


ν 


συν 


<  X 


Ομο)ζ  Ιϊίτιχ-0  οπότε  I ϊ ιη  χΛ^  συν-  =0 
(π)  Έχουμε 

< - ζ~  ( —  _  1  -\ζΓ  νχ  +  1  Έ  λ/χ” 

ημ  λ/χ  +  1  -ημ\χ=2ημ - ζ - συν - ϊ - 


-  2η  μ 


1 


2  (λ/χ  +  Γ  +  λ/χ) 


αυν 


λ/χ  η-  1  +  λ/χ 


Λρα  |  η  μ  λ^χ  4- 1  -ημ%/χ  <  2 

Όμως  Ιπυ  η  μ — ;  — ρ=- 

■  2(νχΤΤ+Λ/χ) 


ημ 


2(λ/χ+  1  +  λ/χ) 


=  0 


I  ϊ  ιπ  (η  μ  λ/χ  +  1  -  η  μ  \  χ")  =  0 


χ  — >  «> 


οποΐΗ 
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Να  βρεθούν  τα  όρια:  (ί)  Τυι  =  Πιω 


συνχ  — 


X  -4  0 


η  μ2; 


τ  ,.  ν  ημχ—  ν  ημα  (η  η 

(ϋ)  1>2  =  1ιηι  - τ= - τ=  ,  αε  0,-τ- 

χ-> α  ημνΧ  - ημλία  I 


Λΰση 


τ  τ.  1-\ουνχ-(1-  V  συνχ 
(0  Ι-ι  =  Ιιηα  — - ^ - - - 

χ— > ο  ημ  X 


ίι  -  Ιΐηιι 

χ  ->0 


=  Ιίηι 


1  -  νσΰνχ  1.  -  4 


συνχ 


2 

ημ  χ 
1  -  συνχ 


ημ2Χ 


1  -  συνχ 


ο  ημ2χ (1  -I*  νσΰνχ)  ημ2χ (  V  συνχ  +  V  συνχ  +  1) 


=  ΙΪΓΏ 

χ  — >  0 


=  1ΪΓΠ 
χ  -4  0 


1  -  συνχ  (  χ  Λ  (  1  1 

χ2  ημχ  1  +  νσΰνχ  1  +  "ίσΰλ^χ  +  Λ?σϋνχ 


2ημ  2  1  ,.  (  χ  )2  ,  (  1 

χ2  4  χ_>0  1^ιχ  Χ-.0  1  +  νσΰνχ  1+  νσ\ιΛ  + 


/συν: 


_ι  ,  λ  η  ι  ι_χ  Δ  τ 

2  2  3  2  -  6"  12  ρα  ^  “  12 


τ  _.·  __ _  ημχ- ημα _ _ 

"2  χ_>α  (V  ημχ  +  V  ημα)  (ημ  ^Ιχ-  ημ  να") 

Λ  χ-α  χΗ-α 

2η  μ  — χ —  συ  ν  ■ — ^ — 

χ .  >((  ^ημχ -I -  ·\/ημ(χ)  (ημνχ  ημ,^α  ) 


I  ι  ψάλαια  3-5 
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συν 


χ  +  α 


ημ 


χ  —  α 


ΙΓΠ 


•  Ιΐαι 


χ  >  α  (Λ/η μχ  +  νήμα)  συν 


ι  —  | —  *  11111  / —  γ- — - 

να-Ηνχ  Χ_)Λ  νχ-\α 

— λ —  ημ - 


/ 


συνα 


2 λ^ημα  αννία 


Ιπτ) 

X  -4  (X 


ημ 


χ  -  α 


2 

λ/χ  -  λ/οΓ 


λ 


χ  -  α 


1 


χ  -  α 


2  λ/χ~  —  λ/οΓ  νχ  -  Ία 

ή  μ  ο  ο 


ν 


συνα  . .  χ - α 

ρ=  ΙίΓΟ 


2  νήμα  ·  συν\'α 
συνα 

2 νήμα  -  συνν/οΓ 


χ— >  α 


-  1  ΐ  ΙΏ 
χ  ->  α 


2  λ/χ  ~να 
(λ/χ~  —  λ/οι  )  (λ/χ  +  να) 


συνα 


2 \^ημα  ■  συν  να 


—  *  2λ/οΓ = 


λζ~-  λ/οΓ 
συνα>  λία” 


νήμα  ■  συνν/α 


) 


οι:μα 


Λ/ημ(2χ+ 1) -Λ/η|ί<χ  +  2) 

Η'ί  βρεθούν  χα  όρια;  (ΐ)  ίΐ  —  ΙΐΙΠ 


χ  — >  1 


εφ(χ2  - 1) 


π)  ίι2  =  ΙΐΐΧΙ 


ημ3χ 


χ->π  ονν2χ+  σνν^  —  1 


Λ  ύση 


I  I  }  I  ,|  -  1  ΐ 1ΊΊ 


ημ(2χ+  1)  -  ημ(χ  +  2) 


)  1 111 

.Η  >  ι 


χ  — >  ι  (νημ(2χ+  1)  +  νημ(χ  + 2) )  εφ(χ2  -  1) 

_  χ  “  I  3  .  , .  ,  2  ί  ν 

2η μ  ^  -  (τυν^-  (χ  +  1)  συν  (χ  -I) 

(VI)  μ  (2χ  +  I )  +  ν/ημ  (χ  +  2) )  η  μ  (χ2  I ) 
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συν  3 
Λ/ημ3 


χ-  1 
Λ^-γ- 

\  ΐ  ιη  - ζ - 

χ->ι  η  μ  (χ  -1) 


συν_3 
Λ/η  μ3 


1ΪΓΠ 

χ— >  I 


χ  -  1 
^~2~ 
χ-;ι 
2 


χ  - 1 

χ2  - 1  2 

ημ(χ2-1)  χ2-1 


συν  3  , .  χ  -  1 
-?=  I  ιπλ  — ~ - 

^3  2(κ  -1) 


συν  3  . .  χ  —  1 

, -  I ΙΙΤΛ  - 

\ημ3  χ^ι  2(χ-1)(χ+1) 


σνν3 

4λ/ημ3 


ϊ^2  =  1 4  ΓΠ 

χ  — >  π 


ημ3χ 


χ 


συν ^  -  (ί  -  συν2χ) 


=  1  ί  ΙΏ 

X  —»  Λ 


3  η  μχ-  4η  μ'χ 
συν^  -  2ημ2χ 


=10»  ημχ(3~4ημ2χ)  = 
χ-^π  συν^  -  8η  μ2^·  συν2— 

ημ·|(3-4ημ2χ) 

=  21  πή  - 7  —  2-  ■ 

χ -> η  I  —  8η μ2  συν^ 


1 Ϊ1ΎΊ 


XX  7 

2η  μ  ^  συν  ^  (3  -4η  μ  χ  ) 


συν· 


χ 


ί 


2  X 


\Λ 


1  -  8η  μ  2  ονν  2 


V 


) 


1(3  -  4  ■  0) 
1-81-0 


=  2-3  =  6  Αρα 


1,2  =  6 


ΘΕΜΑ  72 

Να  ($ρεθεί  το  όριο:  ί* 
όπου  (Χ2  ^  β2  και  &1  +  βΐ  >  0  .  <*2  +  β2  >  0 

Λύση 

Να  υπολογίσουμε  πρώτα  το  όριο: 


=  Ιίηι 


είρναιχ+  βι  -  εφ^Ρΐχ  +  αι 
χ  είρΛ/α2Χ+  β2  -  εφνβ2Χ  +  <Χ2 


1  . 1  ΐ|'άλαια  1-5 
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I  ί  ΓΠ 

\  — )  1 

Ιΐιτι 


ημλ^αϊχ  4-  βχ  ημ^/βιχ  +  αι 

εφνα.ιχ  +  β|  -εφ\/β χχ+αι  ..  συν\/ αρΓΓβΓ  συν\/βΐχ  +  αι 

- —  —  1 1  τη - - = 

χ  - 1  ν_χΐ  χ-1 


ημρ/αχχΗ-  βι  -  νβιχ  +  αι.) 


χ  .·>  ι  (χ  "  1)  (συνν/αιχ-ι-  βι  συν^Ριχ  +  αι 


Ιΐιτι 


•  ϋπι 


ημ  (Λ^αιχ  +  βι  -  Λ/βχχ  4-  αι ) 


X  -» 


χ  συνναιχ  4-  βχ  συννβχχ  +  αι  χ 1  ναχχ  +  βχ  -  νβιχ  +  αι 


Μ™ 

χ  — >  I 
1 


(τιι\?ναι  +  βι  χ 

1 


ναιχ  -Η  βι  -  νβιχ  4-  αχ  __ 
χ  -  I 


Ιΐιτι  αίχ +  β)  .--βιΧ~-«ι  ^ 


χΊ 


χ  — >■ 


χ  λ/ιχιχ  ■+-  βι  +  νβιχ  +  αι 


1ΪΓΠ 


(αι  +  βι)(χ-  1) 


αχ  4-  βχ 


2\/α ι.  +  β[  συτΑ/αι  +  βι  ι  χ-1  2\(αι  +  βι  συΛαχ  Η-  βχ 

I πγαζόμενοι  όπως  πριν  βρίσκουμε  ότι: 

Χ-1  _  2Λ/α2  +  β2  θν^θ.2  +  β2 

α2  +  β2 

θ|  +  βχ  2λ!α2  +  β2  <χυνΖνα2  +  β2 


I  ►  --  1ΪΓΠ  - γ- .  . , . . 

χ _ χ> χ  εφλ'α2Χ  +  β2  -  ειρνβ2Χ  +  α2 


•  πνεπίος  =  ί. ι  ·  1^2 = 


\|Μ4  — 


2λ/<χι  +  βι  συν^/αχ  +  βι 
αχ  -  βχ  να2  -η  β·2  συνΖνα2  +  β2 
α2  ■+-  β2  ^αι  +  βχ  συν\ ιοϊι  +  βι 


α2  +  β2 


<->ΙΪΜΑ 


1 1)  Να  άειχθεί  ότι  για  κάθε  ν£  Ν  και  (ΙΕ  Ν  ισχύει: 

ίίυνα  =  (-1)νσυν(α-νπ) 

(π)  Να  βρεθεί  το  όριο:  Ιίπι  συν(νπ  νβ) 


V  — >  00 


Κεφάλαια  1-5 


Λύση 


(ΐ)  συν(α-νπ)  =  συνασυν(νπ)  +  ημαημ(νπ)  = 

=  συνα(-1)ν+ημα>0  =  (-1)ν  συνα 
Αρα  (*1)νσυν(α-νπ)  =  (-ΐγ  (-1)ν  συνα  =  (-1)2ν  συνα  =  συνα 

(ϋ)  Αρα  συν(νπ  2\^ -  (-  1)ν  συν(νπ  2\'ο  -νπ)  =  (-  1)νσυνπν  (  2λ/ο~-  1) 

2  νι —  υ  2ν> — 

Λρα  Ηιπ  συν(πν  )  =  1  ϊιη  (-1)  συνπν(  \ο  -  1)  = 


V  — *  <*> 


V  — >  οα 


π  <λ/2ν-'1 
=  Ιΐιτι  (-Ι)'συν  — - γ — - 

ν  — >  00  — — 

2ν 

χ  V  ) 

Όιπος  I  ίιπ  — - —  =1 

χ  ->  0  * 

ε^-1 

σπάτε  Ιιγπ  — - — -1 

V  — »  σο  - 

2ν 

,  „ν  ί*  , 

(- 1)  συν  — - - —  <  συν 


π  ε  2ν-  1 
2  1 


π  ε  2ν-1 

Όμως  Ηπι  συν  — - —  -0 

ν  — >  οα  - - 

2ν 


οπότε  εχουμε 


1  ϊ  γπ  (- 1)  συν  ~ 


π  β'/!·-1 


V  — )  οο 


2  _1 

2ν 


ΘΕΜΑ 


Να  βρεθεί  το  όριο:  ΙΐΙΪΙ 


εφχ-  χ 


χ  — >  0 
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Λύση 


Π  1  αν  X  6 

»·  ί(:Χ  —  X 


'θ  ”Λ 
υ’  2 


ισχύει  ημχ<χ<εφχ,  οπότε  για  χε 


'ο  -λ 

υ’  2 

V  ^ 


εχουμε 


>0 


X 


)|ΐ,ως 


ημχ 

εφχ-χ  συνχ 


—  χ 


χ2 


ημχ-  χ  συνχ  χ  -  χ  συνχ 

2  <  2  : 
χ  <  συνχ  χ  συνχ 


2  X 


χ(Ι-συνχ)  2  ^2  1 


χ2 


συνχ 


χ  συνχ  χ  συνχ 
2 


ημ 


Ίονι-πώς  0< 


εφχ-χ  2 


χ 


,.  εφχ-χ 
0  <  1 1  γπ  — — —  <  1 1 ΪΤ» 


χ  συνχ 
2 

ί  χ 

ημτ 


ι  χ 

ημ-τ-  οποτε 


χ->  0 

χ  >0 


χ2 


χ->  0 
«>  0 


\ 


1  χ 

•ημχ 


ί 


Ομως  Ιΐηι 

χ  — >  0 

χ  >  0 

Λρα  ί.ι  =  0 


ημ2  1 


χ  συνχ 

2 

λ  χ 

ημ^ 


ημ^ 

χ  συνχ  ΙΓζ 


V 


ημ 


X 


=  1 ΪΓΠ 


I  ϊιπ 


Α  χ  Α  συνχ 
χ-*  ο  —  χ  — >  ο 


=  0 


χ>(* 


χ>  0 


(“)ΕΜΑ 


Λϊνκται  η  συντχής  συνάρτηση  ΓίΚ — τέτοια,  ώστί  ί(0)  =  1 

1  —  ί(νχ) 


ηιη  1  ΪΓΠ 

χ  — >  0 


=  (Χν  ·  Να  υπολογιστεί  το  όριο: 


«8 
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, .  1  -  ί(χ)ν  ί  (2χ)  λ/  ί  (3χ)  . . .  ^  ί  (νχ ) 

Ιπώ  - —5 - - 

ί  -»  Ο  Λ 

αν  ξέρουμε  ότι  αυτό  το  όριο  υπάρχει  και  είναι  πεπερασμένο  για 
κάθε  νε  Ν*  . 

Λύση 


Έστω  Εν  -  1  ϊ  γπ 
χ  — >  η 


1  -  {(ιφ'  ί(2χ  )  . . .  λ/  ί  (νχ ) 


Έχουμε  Ει=1ηυ  - — ^--α\ 


;  -4  0  X 


Εν  =  Ιΐηι 

χ->  ο 


1  -  ί(χ)λ/ ί(2χ )  ■  ■ .  ΐ  [(ν  -  1)χ|  |  1-  %ί  ί(νχ) 


ί  —  V  £(ν  X  ) 

Αρα  Εν  =  Εν_) -ι-Ιίηι  - ^ —  (για  κάθε  ν>2) 


χ  -X) 


1-  V  ί(νχ  )  Ι-ί(νχ) 

Ομως  1  ιιη  - ^ - =1ιηι 


Ον 


χ  — >  0 


χ2 


— >  ο  χ 


(  χ/  ί(νχ))ν~'  +  ...+  ( 


αν 


Συνεπώς  για  κάθε  ν>2  είναι  Εν  =  Εν-ι+  —  (1) 

Λν  στην  (1)  θέσουμε  ν  =  2,3,4,...>ν  βρίσκουμε 

02 
2 
03 

3  (2) 


Ε2  =  Ει  +  ' 

Ε3  =  Ε2  +  1 


Εν  —  Εν  - 1  + 


Ον 

V 


Λν  προσθέσουμε  κατά  μέλη  τις  (2)  βρίσκουμε 


Κ  ι  ί  ··(  ίλαια  ί  -5 
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«2  α3 

'ν  -  +  Ύ  +  + 


Λ,„( 

}<=} 


Ολ>  _  (χι  αι 

+ν_τ+τ+· 


+  ^  =  V  Εΐ 
ν  ^  Υ 
Υ=  ι 


ΗΕΜΑ 


Ν«ί  βρεθεί  (X  τέτοιος,  ώστε  η  συνάρτηση  ί  με 


Γ(χ)  - 


(1  +  νΐ-χ2)^  ,  αν  χε  [- 1 , 1) 
α  ,  αν  χ  =  1 

\Ίί  είναι  συνεχής  στο  πεδίο  ορισμού  της. 


Λύση 

1 1  ί  είναι  συνεχής  στο  [-1,1). 
ι  )α  εξετάσουμε  τη  συνέχεια  στο  σημείο  χ=1. 


ι  VI  -χ' 


.VI  —X 


Ιίιυ  Γ(χ)  =  Ιιγπ  (1-ι-Λ^Ι  —  χ2)νι  Λ  —  1  ϊγπ 

χ  ^  I  χ  — )  .1  ί 


Η  > 


(1  +  ^1 


VI  -χ 


χ  <  I 


Χ<  1 


^/ΓVΤ 

Ιίι»  ■— ; 
χ  ν|  VI  -X 


, .  VI  -  χ  VI  +  χ 
Ιίιυ 


ο 


=  0 


χ->  I 

1<Ι 


\  I  -χ 


Ιίρπ  VI  -ί-  χ 


Χ'! 


λΤ 


Ομως  ί(Ι)  =  α.  Άρα  η  ί  είναι  συνεχής  στο  1  όταν  α  =  £ 


\2 
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0ββ 


Να  μελετηθεί  ως  προς  τη  συνέχεια  η  συνάρτηση  Γ  με 


χ2+  |χ 

II 

X 

-  ο 

1 

αν  χ?*  0 
αν  χ  =  0 


Λύση 


Η  Γ  γράιρεται 


ί  χ2  +  X 


αν  χ>0 


2  ’ 
X  +  X 


αν  χ  —  0 
αν  χ  <  0 


Δηλαδή  ί(χ) 


χ+1 
χ  - 1 
ι  0 


αν  χ>() 
αν  χ  =  0 


- 1  ,  αν  χ<0 

χ+1 

Ι-]  Γ  ορίζεται  στο  }.  Άρα  δεν  μπορούμε  να  μιλάμε  για  συνέχεια 

σ’  αυτά  τα  σημεία  (δηλαδή  στα  -1,  1). 

Η  Γ  είναι  συνεχής  στο  (0, 1)^(1, ~>)  και  στο  (-«νΐ)^(-ΐ,θ). 
Εξετάζουμε  τώρα  τη  συνέχεια  στο  σημείο  χ  =  0. 

Έχουμε 


I  ίητ  Γ(χ)-1ϊιη  =  -  1 


χ  ->0 


0 


+  χ-  1 


I  ΐ  ηι  ί  (χ)  =  I  ΐ  πί 
χ  — >  0  χ  ~>  0 


1 


Κι  <|  '/λοαα  1-5 
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Λι>«<  ΙΐπΊ  ΐ(χ)  =  ϋΐΒ  £(χ)  &  ΐ(0) 

χ  ->  ϋ+  -χ  ->  Ο* 

ι*ιιο ιι  η  ί  δεν  είναι  συνεχής  στο  χ  =  0. 
ΜηνΓ.πώς  η  ί  είναι  συνεχής  στο  Κ.-{-1,0,1}. 


ΗΚΜΑ  78 

I  -  υπό  ϊ,β:Κ^Κ  δυο  περιοδικές  συναρτήσεις  που  πληρούν  τη 

"/'·"!  Ηιη  (Γ(χ)-8(χ))  =  0. 

X  — >  «« 


Λ  ιοδείξτε  ότι: 

(ι)  ί  και  §  έχουν  ίσες  περιόδους. 

(Π)  Γ=§  . 

Λύση 

( Γ>  Έστω  Η  η  περίοδος  της  £  και  Ιι  η  περίοδος  της  £. 

Λ ν  χοσΚ.  και  ΚεΖ,  είναι 

Ο  <  |β(χο+ΐι)-β(χο)Ι  =  Ιβ(χο+^ί2+ί])-β(χο+^Ι:2)Ι  = 

^|^(Χ0  +  ^ΐ2  +  1·ΐ)'ί(Χ0  +  ^ί2  +  1ΐ)  +  ί(Χθ  +  ^2  +  Ιΐ)-β(Χ0  +  ^ΐ2)|  < 

<  |β(Χη  +  1ίΐ2+Ιΐ)'ί(Χ0  +  ^ΐ2  +  Ιΐ)|  +  |ί(Χ(>+Κΐ2  +  Ιΐ)-β(Χϋ  +  ^2)| 

Ομως  Ιϊγπ  (β(χο  +  ^^2  +  ^ι)-ί(χο“*“  Ιεϊ2  + 1 1 ))  =  Ο 

}<  — >  «Ο 

και  Ηιη  (Γ(χο  +  ^ί2)-§(χο  +  ^ΐ2))  =  Ο 

Ιί  — >  ΟΟ 

Λρα  )πη  [β(χο  +  ί])  -  β(χο)]  =  Ο  β(χο  +  ΐι)  =  β(χο) 

Λρα  1 1  είναι  περίοδος  της  β.  Όμοια  αποδεικνΰουμε  ότι  12  είναι 
περίοδος  της  ί. 


(ίΐ)  Έστω  χοσ  Κ  και  Τ  η  κοινή  περίοδος  τυ>ν  ί  και  β. 
Ι'ίναι  ί(Νο)·β(χο)  -  ί(χυ+Κ'Τ')-|-(χ()“ΐ-Ι<Τ) 
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Ιπη  [<7(χο  +  ΚΤ)-β(χο  +  ΚΤ)]  =  Ο 

Ιν  "9  °° 

οπότε 

Ιπή  [ί(χο)-β(χο)]  =  ο  «  ί(χ«)=β(χο)  για  κάθε  χο<ξ  Κ. 

«ο 


ΘΕΜΑ  79 

Αν  οι  πραγματικές  συναρτήσεις  Γ,  §,  Η  έχουν  το  ιό ιο  πεδίο  ορισμού 
ΑςΚ  και  ισχύει: 

ί*(χ)  +  §2(χ)  +  1ι2(χ)  +  0,75<ί'(χ)  +§(χ)  +Η(χ) 

για  κάθε  ΧΕ  Α,  να  αποδείξετε  ότι: 

Γ(χ)  =  8(χ)  =Η(χ)  για  κάθε  ΧΕ  Α. 


Αύση 


Είναι 

ί2(χ)  +  82(χ)  +  (ι2(χ)  + 1  -  ί(χ)  -  β(χ)  -  1ι(χ)  <  0 


<=> 


=> 


η 


γ«-2 


+ 


ί 


) 


8(χ)- 


1λ2/ 


V 


ί(χ)- 


2 

η  ( 


\ 


+ 


ί 


\ 


Λ 


η 


Η(χ)-2 


8(χ)-2 


V 


/ 


η 


1)(χ)  -  ^ 


V 


<0 


=  ο 


ί(χ)  =  β(χ)  =  Ιι(χ)  =  -τ-  για  κάθε  χ<ξΑ 


ΘΕΜΑ  80 

Εστω  ίΐ  [0,1] -»κ  μια  συνάρτηση  αΰξουσα  τέτοια,  ώστε  για  κάθε 
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\ι,Χ2>Χ3  με  0<Χι  <Χ2<Χ^  <1  Εχουμε: 

Γ(Χ3)  ~  ί(Χ2)  >  ί’(Χ2)  ~  1(χΐ) 

Χ3  -  Χ2  Χ2  -  XI 


ίί)  Αποδείξτε  ότι  η  ί  είναι  συνεχής  για  κάθε  Χ«<Ξ  (0,1). 


X  ,  0  <  X  <  1 

ιί)  Αποδείξτε  ότι  η  συνάρτηση  Ϊ(Χ)  =  ^  ^  έχει  όλες 

1  ,  χ  =  1 

προηγούμενες  ιδιότητες,  όμοις  δεν  είναι  συνεχής  στο  1. 


X 


Λύση 

( ι)  Έστω  χο<ξ  [0,1]· 

I  \α  0<χ<χο<Χ3 

ι  χουμε  ί(0) <1:(χ)<Γ(χο)< ί(χο)  και 
ί(Χθ)  -  ΐ(χ)  ^  Ϊ(Χ3)  -  ί(Χ(>) 


ο  0<  ί(χο)  -  Γ(χ)  <  (χο  -  χ) 


Χ()  -  X  Χ3  -  ΧΟ 

διότι  η  ί  είναι  αύξουσα  και  χο-χ>0. 
Χυνεπώς 
Ιίηο  ί(χ)  =  £(χο) 

X  ->  Χ(, 

Ιίστω  0<χο<χ<Χ3<1  .  Είναι 
ί  (χ)  ^  1(χο)  ^  Ι(Χ3)  -  Γ(χ)  ^  Γ(1)  -  ί(Χο) 

X  -  Χο  Χ3  -  X  1  -  Χ3 

και  επειδή  ί'(χ)-Γ(χο)>0  και  χ-χο>0  είναι 
0  <  Γ(χ)  -  ί(χο)  <  (χ  -  χο)  — — 


1(Χ3)  -  ί(χρ) 
Χ3  -  ΧΟ 


Λρα 

1 1  ΜΙ  I (χ) 

I 

χ  >  % 
Λοα 


=  Ϊ(Χ||) 


1  -  XI 
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Ιΐιη  Γ(χ)  =  1ίιη  ί(χ)  =  ί(χο)  και  η  ί  είναι  συνεχής. 

—  -Η 

X  — *  Χο  X  —Α  Χθ 

(ΐί)  Η  £  δεν  είναι  συνεχής  στο  χ  =  1  διότι 

I ϊιπ  ί(χ)  =  και  Πιη  ί(1)  =  ί 

^  + 
χ  — » !  χ  — >  1 

και  πληρεί  τις  επάνω  συνθήκες. 


ΘΕΑ1Α  81 

Έστω  ί:Κ^Κ  συνεχής  και  φραγμένη.  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει 
τουλάχιστον  ένα  ξ<=Κ  τέτοιο,  ώστε  ί(1)=1 

Λύση 

Επειδή  η  ί  είναι  φραγμένη  υπάρχει  Μ>0  τέτοιο,  ο>στε  |ί'(χ)|<Μ  για 
κάθε  χε  Κ. 

Έστω  §(χ)  =  ί(χ)-χ  ,  χεΡ.  .  Έχουμε 
β(-Μ)  =  Γ(-Μ)  +  Μ  >  0 
β(Μ)  =  ί(Μ)-Μ  <  0 

β(Μ)β(-Μ)  <  0,  οπότε  βάσει  του  θ-  Βοΐζεηο  υπάρχει  ξΕ  [-Μ,Μ] 
τέτοιο,  ώστε  §(ξ)-()  <=>  ΐ(ξ)  =  ξ. 


ΘΕΜΑ  82 

Δίνεται  η  συνάρτηση  ί:  [α,β]  — >  [&,β]  συνεχής  στο  [α,β]  ,  όπου 
α,β^Κ,  α<β  και  αβ>0.  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  τουλάχιστον  ένα 
ΧπΕ  |α,β]  τέτοιο,  ώστε  Χοί(χ«)  =  αβ. 
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Λύση 

Έστω  £:α,β— με  £(χ)  =  χί(χ)-αβ 
Έχουμε  α  <  ί(χ)  <  β  για  κάθε  χε  [α,β] 
β(α)  =  αί(α)-αβ  =  α[ΐ(α)-β] 

β(β)  -  βί(β)-«β  =  β[ί(β)-α] 

β(«)β(β)  =  <*β  [^(α)-β][ί(β)-α]<0 
>0  <0  >0 

Αν  β(α)  =  0  τότε  αΐ(α)  =  αβ  οπότε  χο=α 
Αν  β(β)  =  ()  τότε  βΐ(β)  =  αβ  οπότε  χο==β 

Αν  β(α)β(β)<0  τότε  βάσει  του  θ.  Βοΐζιιηο  υπάρχει  χ<)Ε  (α,β)  τέτοιο, 
ώστε  £(χο)  =  0  «=>  χυί(χο)  =  αβ 


ΘΕΜΑ  83 

Θεωρούμε  τις  συνεχείς  συναρτήσεις  ί,§:[α,β] — >Κ  τέτοιος,  ώστε 

ί'(χ)<8(χ)  για  κάθε  Χ€  [α,β]  .  Αν  υπάρχουν  Χι,Χ2€  [α,β] 
τέτοιο,  ώστε  ί(Χι)  —  Χι  και  §(Χ2)  =  Χ2,  τότε  υπάρχει  τουλάχιστον 

ένα  ΧοΕ  [(Χ,β]  τέτοιο,  <όστε  Η(Χο)— Χο,  όπου  Η:  [α,β] — με 

1ι(χ)=λί(χ)  +  (1-λ)δ(χ),  λε  [0,1] 

Λύση 

ί(χ)  <  λί(χ)  +  (1-λ)8(χ)  <  §(χ)  ο 
ί(χ)  <  1ι(χ)  <  §(χ)  για  κάθε  χε  [α,β] 

Τότε  ί(χ)-χ  <  1ι(χ)-χ  <  β(χ)-χ  για  κάθε  χβ[α,β| 

Για  χ-χι  και  χ  =  Χ2  έχουμε 
0  =  Γ(χ ι )-χ ι  <  1ι(χ])-χι  <  β(χι.)-χι  και 
ί'(Χ2)-Χ2  <  Ιΐ(Χ2)-Χ2  <  ^(Χ2)-Χ2  =  0 
Αρα  Ι\(χι)-χι  ^  0  και.  Ιι(χ2)-Χ2  ^  0 

οπότε  βάσει  του  Π.  ΒοΙ/.ηπο  υπάρχει  τουλάχιστον  ένα  χοε[χνΧ2| 
τέτοιο,  ώστε  Ιι(χο)  ;χυ. 
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ΘΕΜΑ 


Να  υπολογίσετε  το  όριο: 


υ=Πιη 

χ  — >  -Η 


1η  (1  +  3*) 
1η(1  +  2χ) 


Λύση 


-  Ιη  (1  +  3Χ) 

Εχουμε  Ε  =  πγπ  - —  =  Ιου 

X  — ^  Η*  ολ  1θ1-  Η Η  2  )  X  ”)  ·4“  β 


=  ]  ίηα 


ΘΕΜΑ 


1η  3  +  —  1η 

X 

'  1  λ 

1  +  Έ 

3 

ι  ; 

ϊ  1 Λ 

1η  2  +  —  1η 

1  +  “7 

X 

2 

ν  ) 

85 

χ  1  η  3  + 1  η 

ίΐ  +  4ϊ 

3 

χ  ( η  2  +  ]  η 

Γ  Ρ\ 
1  +  — 

2 

V  / 

]η  3 
1η  2 


=  1ο&3 


Έστω  οι  συνεχείς  συναρτήσεις  ί:[α?β] — >[<Χ,β]  και 

[σ,β] [α,β  |  με  τις  ιδιότητες  ^(θί)=α  και  8(β)  =  Ρ  Απο¬ 
δείξτε  ότι  η  εξίσωση  Γ(χ)=§(χ)  εχει  τουλάχιστον  μια  ρίζα. 

Λύση 

Έστω  1ι:[α»β]— >Κ  με  1ι(χ)  =  ί(χ)-β(χ) 

1ι(α)  =  ί(α)-§(α)  =  ('(α)-α 
ΙΚΡ)  =  Γ(Ρ)-β(Ρ)  =  ί(β)-β 

Όμοις  α  <  ί(χ)  <  β  <=>  0  <  ΐ(χ)-α  <  β-α 

α-β  <  ί(χ)-β  <  0  για  κάθε  χε  [α,β] 

Λρα  1\(<ι)·Ιι(β)  <  0 

Λν  δ(α)  =  0  τότε  ΐ(β)  =  £(β)  και  η  ρίζα  είναι  <4. 
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Αν  1ι ( β )  =  Ο  τότε  ί(β)=£(β)  και  η  ρίζα  είναι  β. 

Λν  Ιι(α)·1ι(β)<0  βάσει-  του  (-).  Βοΐζηηο  υπάρχει  τουλάχιστον  ένα 
■ο  (α,β)  τέτοιο,  ώστε  Ιι ( ξ ) = 0  <=>  ί(1)  =  β(ξ). 


ΘΪΕΜΑ 


Δίνονται  οι  πολυωνυμικές  συναρτήσεις:  ί(χ)  =  |Α+χΒ|  ,  Κ(χ) 
=  |Α-χΒ|  όπου  Α,  Β  είναι  πίνακες  νΧν  και  Χ6  Κ'  .  Να  αποδείξετε 
ότι  υπάρχει  τουλάχιστον  ένα  Χο£  (-1,1)  τέτοιο  ώστε  ί(χ<»)  —  Η(Χο)> 

Λύση 

θεωρούμε  βοηθητική  συνάρτηση  β(χ)  =  Γ(χ)-Ιι(χ) 

,:ίναι  8(-1)  =  ί(-1)-Ιι(-1) 

8(1)  =  ί(1)-Κ1) 

8(-1)-β(1)  =  (ί(-1)-Η(-1))(ΐ(  Ι)-Ιι(Ι))  = 

=  (1ι(1)-ί(1))(ί(1)-Ιι(1))  =  -(Ιι(Ι)-ί(Ι))2  <  0 
διότι  ί(-1)  =  | Α-ΒΚ  ί(1)  =  |Α  +  Β|,  1ι(~1)  =  |Α  +  Β|  και  1ί(1)  =  |Α-Β| 
Αρα  υπάρχει  τουλάχιστον  ένα  χ()Ε(-1;ί)  τέτοιο,  ώστε  β(χο)  =  0  που 
σημαίνει  ί(χο)-Η(χο)  =  0  <=>  ί(χο)  =  Η(χο) 


ΘΕΜΑ  87 

Δίνονται  οι  πραγματικές  συναρτήσεις  I,  §  για  τις  οποίες  ισχύει: 

Ρ(χ)+δ2(χ)=ημ2χ  ,  χεΙΗχ,,α) 

Να  αποδείξετε  ότι  οι  I,  £  είναι  συνεχείς  στο  Χο  — 3Τ. 


Αΰση 


'λ  *?.  '(  ^ 

Ιίίναι  Γ(χ)  ·;  ημ,'χ  και  μ/(χ)<ημ  χ 
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Επομένως  |ί(χ)|  <  |ημχ|  και  |&(χ)|  <  |ημχ| 

Δηλαδή  -|η μχ|  <  ί(χ)  <  |ημχ|  και  -|ημχ|  <  &(χ)  <  |ημχ| 
Σύμφωνα  με  το  κριτήριο  της  παρεμβολής  έχουμε 
I ΪΓΠ  ί(χ)  =  0  =  Π 111  β(χ) 

χ  — >  λ  χ  — >  π 


ΘΕΜΑ  88 

Δίνονται  οι  συναρτήσεις  Γ,  ξ  για  τις  οποίες  ισχύει 

Ρ(χ)  +  §2(χ)  +ημ2χ  =  2χί(χ) +2§(χ)ημχ 

για  κάθε  Χ£  I)  (χ0 ,<*)  Να  αποδείξετε  ότι  οι  συναρτήσεις  ί,  £  είναι 
συνεχείς  στο  Χο^Ο. 

Λΰση 

Πρέπει  να  αποδείξουμε  ότι  1  ϊ ιη  £(χ)  =  Πιώ  β(χ)  =  0 

χ  — ^  0  χ  — >  0 

Έχομε  (ί(χ)-χ)2  +  (§(χ)-ημχ)2  =  χ2 
επομένως  (ί(χ)-χ)  <  χ  και  (β(χ)-ημχ)  <  χ 
Συνεπώς  | ί(χ)-χ|  <  |χ|  και  |β(χ)-ημχ|  <  |χ| 
δηλαδή  -|χ|  <  ί(χ)-χ  <  |χ|  και  -|χ|  <  §(χ)-ημχ  <  |χ| 

Αρα  χ-|χ|  <  ί(χ)  <  χ  +  |χ|  και  ημχ-  |χ|  <  £(χ)  <  |χ[+ημχ 

που  σημαίνει  από  το  κριτήριο  παρεμβολής 

Ιίΐϊΐ  ί(χ)  =  Ιΐπι  §(χ)  =  0 
χ  -  >  ο  χ  — >  υ 

ΘΕΜΑ  89 

Δίνονται  οι  συναρτήσεις  ί,  2  ορισμένες  στο  υ(χ,„α)  μι: 


Κεφάλαια  1-5 
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Ηιη  ί(χ)  =  0  και  ί(χ)·§(χ)*0  ,  ΧΕΐΙ(χ0?α).  Να  αποδείξετε 
χ  — >  0 

,ίιη  =  ο 

χ  _>  0  +  §2(Χ) 

Λύση 


Είναι 


ί3(χ)ημ2χ 

ί2(χ)  +  82(χ) 


Επομένως  -|ί(χ)|  < 


.  [  Γ3(χ) 

(2(χ)  +  έ(χ) 
ί3(χ)·ημ2χ  < 
ί2(χ)  +  β2(χ)  " 


Οχ) 

ί2(χ) 


=  |ί(χ)| 


|ί(χ)Ι 


επειδή  ϋηι  ί(χ)  =  0 


χ  — ■>  0 


ί3(χ)η  μ2χ 

προκύπτει  οτι  και  Ιπη  ~ —  =  0 

χ  _  η  ί2(χ)  +  §2(Χ) 


ΘΕΜΑ 


Θεωρούμε  τις  συναρτήσεις  ί,§ίΚ. — >Κ.  για  τις  οποίες  ισχύει: 

λ/7 

Γ2(χ)  +  §2(χ)  <  2ί(χ)  +  4§(χ)  +  |  ημχ—  -γ  |  -  4 

για  κάθε  Χ€  Κ..  Να  υπολογίσετε  τα  όρια: 


Ιϊγπ  Γ(χ)  και  Ιίπι  β(χ) 
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Λύση 


Έχουμε:  (Γ(χ)  -  I)2  +  (&(χ)-2)2  < 


ημχ- 


<2 


Επίσης:  0  <  (ί(χ)  -  I)2  <  (ί(χ)  -  I)2  +  (β(χ)  -  2)2  < 


ημχ 


<2 


I ί(χ) -  1  <  ν| 


\2 


αρα  |  ί(χ)  -  ^  I  <  ν  [ημχ-  και 


I  §(χ)  -  2 1  <  V |ημχ—  “(τ- 


λ/2 

αλλά  Ιϊιτι  *ν|ημχ-  — |  =0 


X  — > 


Επομένιος  1  ί ιπ  ί(χ)  =  1  και  Ππΐ£(χ)  =  2 


π 

*->4 


Λ 


ΘΕΜΑ  91 

Έστω  ί:  [-<Χ,(Χ]  — >  [-α,α]  μια  συνάρτηση  συνεχής.  Αποδείξτε  ότι 
υπάρχει  τουλάχιστον  ένα  ξε  (-α,α)  τέτοιο,  ώστε  Γ(ξ) —  ζ  και 
τουλάχιστον  ενα  ΧηΕ  (-α,α)  τέτοιο,  ώστε  ί(χ„)  =  -Χ(,. 

Λύση 

Έστω  β:[-α,α]->Κ  με  §(χ)=ί(χ)-χ 
β(-α)  =  ί'(-α)  +  α  >  0 

§(α)  =  ί(α)-α  <  0  διότι  -α  <  1(χ)  <  α  για  κάθε  χ£  [-α,α] 

Αρα  β(α)-β(-α)  <  0 

Αν  β(-α)  =  0  τότε  ξ  =  -α  και  αν  §(α)  =  0  τότε  ξ  =  α. 

Αν  β(α)*£(-α)  <  0  τότε  βάσει  του  0.  ΒοΙζαπο  υπάρχει  ξε  (-α,α) 
τέτοιο,  ώστε  β(ξ)  =  0  <=>  ί(ξ)  =  ξ. 

Συνεποός  υπάρχει  ξ<Ξ  [-α,α]  τέτοιο,  ώστε  ί(ξ)  =  ξ. 

Όμοια  εργαζόμαστε  και  για  (Π)  θεωρώντας 
1 1  ( χ )  =  Γ(χ)  +  χ  ,  χσ|α.α| 
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ΙΟΙ 


0ΕΜΑ 


Μα  βρεθούν  οι  συνεχείς  συναρτήσεις  ίίΚ— τέτοιες,  ιοστε 
ί(2χ  +  1)  =  Γ(χ)  για  κάθεα  Χ€Ε  Κ». 

Λύση 


Θειορούμε  2χ+1=ι  οπότε  έχουμε 

Λ-  ^  λ  ί 


ί 


=  Γ 


-ί 


ν  /  '  \ 


I  -  1 


-1 


=  Γ 


λ[-3Λ 

ν  4  ; 


-ί 


άΐ-.λ 


8 

V  ) 


=  ...  =  Γ 


I  -  2ν  +  I 


λ 


για  κάθε  νεΝ. 


(θειυρούμε  την  ακολουθία  χν  = 


ί  -  2ν  Η- 1 
2ν 


1  ϊ  ηι  χν  =  -  1 

V  — >  “ 

Όμως  ί(ι)  =  ί(χν)  και  αφού  η  ί  είναι  συνεχής,  έχουμε  για  ν  ν 
Γ(1')  —  1Ϊ1Ώ  ί  (Χν)  —  ί  (—  1 ) 

V  — »  <*> 

Συνεπούς  ί(χ)  =  ί(- 1 )  -σταθερά. 


ΘΕΜΑ 


Βεωρούμε  τη  συνάρτηση  — >Κ  τέτοια,  (υστε  ί(χ)εί(,ί)  =  \,  για 

κάΟκ  Χ>0.  Αποδείξτε  ότι: 

(ί)  η  ί  είναι  μονότονη 

(Μ)  I ί ΠΊ  ί  (χ)  = 
χ  -> 
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(ία)  Πιη 

χ  — >  οο 


Μ 

Ιηχ 


Λΰση 


(ί)  ί(χ)  =  χε'Γ<!^  ,  χ>0 

Θα  αποδείξουμε  ότι  η  ί  είναι  γνησίως  αΰξουσα  στο  II -ι-. 

Έστω  ότι  η  ί  δεν  είναι  γνησίως  αΰξουσα  στο  Κ  +  .  Τότε  υπάρχουν 

χι,Χ2εΚ  +  ,  Χι<Χ2  τέτοιο,  ώστε  ί(χ,ι)  >  ί(χ2)· 

Τότε  6~  ^  <  β-^  «=>  χι  ο"  Γ^χ,)  <  χι  ·  ο-  ^Χ2)  <0X2  ■  ο~ίίΧ2^  «=> 

<=>  £(χ  ι )  <  Τ(χ2)  (άτοπο). 

Άρα  η  ί  είναι  γνησίως  αΰξουσα. 

(Η)  Θα  αποδείξουμε  ότι  η  ί  δεν  είναι  φραγμένη  άνω. 

Υποθέτουμε  ότι  η  ί  είναι  φραγμένη  άνω.  Τότε  υπάρχει  Μ>()  τέτοιο, 
ώστε  ί(χ)<Μ,  για  κάθε  χ>0. 

Από  το  0.  Αρχιμήδης  υπάρχει  χ>0  τέτοιο,  ιΰστε  χ  >  Μομ 
Όμως  Γ(χ)<Μ  =>  &ι(χ)<ί.Μ  οπότε  ί(χ)ΰ^<ί(χ)οΜ  <  ΜεΜ 

Αρα  χ<Μομ  (άτοπο) 

Συνεπούς  η  ί  είναι  μη  φραγμένη  άνω  και  επειδή  η  ί  είναι  γνησίως 
αΰξουσα,  έχουμε 


Μιτι  ί(χ)  =  +  οο 

χ  — >  ®α 

(ΐίϊ)  χ=Τ(χ)ο^χ)  οπότε  ί(χ)>0  για  κάθε  χ>0 
Έχουμε  Ιηχ  =  1η[ί(χ)  οΓ^] 


]ηχ  -  1ηΓ(χ)  +  ί(χ) 


ο 


Ιπ  χ  ,  1ηί(χ) 
- =  1 Η - — 

1(Χ)  ί(χ) 


ΙΐΐΑ 

X  — »  «> 


Ιηχ 

ϊόο 


=  1  +  Ιίιτι 

X  -4  οβ 


1η  Γ(χ) 
ί(χ) 


=  1  *Η  1  ί  1Τ1 

χ  — >  <** 


^=1  +  0  =  1 
V 


ΘΕΜΑ  94 


Να  (ΙρεΟοΰν  όλες  οι.  συναρτήσεις  I  :((),-)■  ->(0,οο)  που  πληρούν 
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τις  συνθήκες: 

(ΐ)  Γ(χί(γ))  =  γί(χ)  για  κάθε  χ,γ>0 
( ϋ )  1  ΐ  ιπ  ί(χ)  =  Ο 

X— >  <*> 

Λύση 

Θέτουμε  χ=γ  και  έχουμε  Γ(χΓ(χ))  =  χϊ(χ)  οπότε  υπάρχουν  ζ=χί(χ)>0 
τέτοιοι,  ώστε  ί(ζ)  =  ζ.  Έστω  α  ένας  από  αυτους. 

Έχουμε  ί(α2)  =  ί'(αί(α))  =  αί(α)  =  α2 
Γ(α3)  =  Γ(αΓ(α2))  =  α2ΐ(α)  =  αΛ 


ί(αν)  =  αν  ,  για  κάθε  ν  >  1 
Αν  α>1  τότε  αν-^<*>  άτοπο  λόγω  της  ΐ) 

Έχουμε  α=ί(α)  =  £(1·ί(α))  =  α  ·ί(1)  α[ί(ί)-1]=()  <=>  ί(1)  =  1, 

διότι  α^Ο 

Αρα  αί(α_1)  =  ί(α’1ί(α))  =  ί(1)=1  και  επαγωγικά  αποδεικνυεται 

'  £/  -ν\  -V 

οτι  ι(α  )  =  α  , 

Αρα  δεν  μπορεί  α<1.  Συνεπώς  α=1  και 

χί(χ)=ί  <=>  ί(χ)=—  ,  χ>0 

X 


ΘΕΜΑ 


Έστω  £(0,°°)  — ·>Κ  μια  συνάρτηση  αυξουσα  τέτοια,  ώστε  υπάρχει 

Γ(νχ) 


ΥΕ  Ν,  ν>2  για  τον  οποίο  1ΪΠ1 


X  — >  οο 


Γ(χ) 


=  1 


Να  υπολογιστεί  το  όριο:  ΙΪΓΪ1 


X  — >  οο 


ί(αχ) 

ί'(χ) 


,  αε  Κ  ,  «  >  0 
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Λύση 


•  Έστω  α>1.  Τότε  υπάρχει  γπεΝ  τέτοιο,  ιοστε  α  <  ηη  και  επειδή  η 
ί  είναι  αΰξουσα  έχουμε 
ί(αχ)  >  ί(χ)  και  ί(αχ)  <  ί(ηηιχ) 

-Λ  .  ,  ^  Γ(αΧ)  „  ^Χ)  ί(Ι',2χ)  |,(ηη'Χ) 

Αρα  1  < - —  < - = - ■ — — —  ... - ; — 

1(χ)  ί(χ)  ί(χ)  Γ(ηχ)  ί(η™ _  'χ) 


Ιϊγπ 

χ  — >  οο 


ί(ιιχ) 

~Τ(ΧΓ 


<(ιι2χ) 

ί(αχ) 


£(πηνχ)  _1 
ί(πη>  “  'χ)  ? 


οπότε 


ΙΪΓΠ 

χ  — >  οο 


ϊ(αχ)  _  : 
ί(χ) 


•  "Εστω  α€(0,1).  Τότε  υπάρχει  σισΝ,  τέτοιο,  (όστε  η  <α. 
Αρα  Γ(αχ)  <  ί(χ)  και  £(αχ)_^  ί(ιΓη,χ) 

«χ) 


και  1<-^< 


ί(χ)  ί(η  χ)  Γ(η 


1(αχ)  ϊ(η  ηιχ)  ί(η  χ)  ί(η  χ)  ί(η  ["χ) 

,Λ  ..  £(χ)  ,  .  ,.  ί(αχ) 

Αρα  Ιιιη  — — --ί  οποτε  πγπ  — =1 


χ  — >  οο 


Αρα  Εηι 


ος> 


ί(αχ) 

ί(αχ) 

Ίοή 


X  -Λ  οο 


ί(χ) 


=  1  για  κάθε  α>(). 


ΘΕΜΑ 


Έστω  μια  συνάρτηση  συνεχής  και  1ίιλ>  0.  Αποδείξτε 

ότι  υπάρχει  ΐ€  [α,β]  τέτοιο,  ώστε  Κί(α)  +  λί(β)  =  (1<4·λ)ί<|) 


Λύση 


Έστω  §(χ)  =  Ατ  [ί(α)  -  *(χ)]  +  Ατ  [ί  (β)  -  ί(χ)) 


6<«>  = 


λ 


Ιί-ι-λ 


1ί  +  λ 

[ί(β)-ί(«)Ι 


^  +  λ 
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ε(β)=7^1ί(α)-ίΦ).1 

βία)  8(β)  =  -  [ί  (α)  -  ΐ(β)]2  <  0 

(1<  +  λ) 

•  Αν  ί(α)  =  Γ(β)  τότε  ξ  =  α  ή  ξ=β 

•  Αν  ί(α)^ί(β)  τότε  8(«)β(β)<0,  οπότε  υπάρχει  ξ£(α,β)  τέτοιο, 
ώστε  β(ξ)  =  0 

«  τ~τ  (ί(«)  -  ί(ξ)]  +  γττ  [ί  (β)  -  ί(ς)]  =  0 

Κ  4-  λ.  Κ.  4-  λ 

<=>  Ις  ί(α)  4-  λ  ί'  (β)  =  (Κ  4-  λ)  ί(ξ) 


ΘΕΜΑ  97 

Δίνονται  οι  συναρτήσεις  §:Κ — >Κ  και  Κ:Κ^Κ  γνησίως  αΰξουσες 
και  §(Κ)  =  Κ,  Η(Κ)=Κ.  Αποδείξτε  ότι  η  συνάρτηση 
1(χ)  =  αΙ!(’<)  +  Ιι(χ),  α>1  είναι  "Χ-1"  και  ί(Κ.)  =  Κ. 

Λύση 

Κ-γνησίως  αΰξουσα  και  α£(χ)  είναι  γνησίως  αύξουσα,  οπότε  η  I 
είναι  γνησίως  αυξουσα.  Συνεπώς  η  ί  είναι  Μ1-1,Γ. 
ίΛπειδή  οι  £  και  1ι  είναι  γνησίως  αΰξουσες  και  β(Κ.)  =  1^,  Ιι(Κ)=  Κ, 
αυτές  είναι  συνεχείς.  Αρα  και  η  ί  είναι  συνεχής. 

I  ίιη  Ι’(χ)  =  1ί  γπ  [αΰ(χ)  4-  1ι(χ)]  =  + 

χ  — >  *·<*>  χ  — >  ού 

Μιπ  Γ(χ)  =  ~  ο=>  οπότε  ί(Κ)  =  Κ. 

X  — >  - 


ΘΕΜΑ 
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Να  βρεθούν  άλες  οι.  πραγματικές  συναρτήσεις  για  τις 
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οποίες  ισχύει:  §(§(χ+5,))=>'§(>,)  +  χ§(χ)  (])  για  «««6 

Χ,^€  Κ.. 

Λΰαη 

Για  χ  =  γ=0  η  (1)  δίνει  β(Γ(0))  =  0 
Για  γ->-χ  η  (1)  δίνει  β(β(0))  =χ§(χ)-χβ(-χ)  η 
χ8(χ)=χβ(-χ)  η 
^(χ)=8(-χ) 

Για  χ— >χ  η  (!)  δίνει:  β(β(2χ))  =  2χβ(χ) 

Για  ν  =  0  8(8(χ))=χβ(χ) 

2 

Για  β(χ)— >χ  προκύπτει  β(χ)  =  χ  ,  χσ  Κ. 


ΘΕΜΑ  99 

Έστω  με  ί(χ)  γνησιως  αυξουσα  για  κάθε  ΧΕ  Κ.  Αν 

ισχύει  ί(§(χ+1998))>ί(χ)>ί(§(χ)  +  1998)  να  βρείτε  τον 
τύπο  της  £. 

Λύση 

Επειδή  η  ΐ  είναι  γνησιως  αυξουσα  έχουμε: 

ί(β(χ)  +  1998)>  ί(χ)>ί(β(χ)  +  ί  998)  =* 

=>  β(χ)ΗΊ998>χ>β(χ)  +  1998  => 
β(χ)=χ-1998 


ΘΕΜΑ 


Λν  για  τη  συνάρτηση  ί:Κ — >Κ  και  για  μια  σταθερά  0^0  ισχύουν: 
(ΐ)  ί:  άρτια  στο  Κ. 
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(ϋ)  Η  συνάρτηση  >  με  §(χ)  =  ί(χ-ο)  είναι  περιττή  στο 

Κ,  να  αποδείξετε  ότι  η  ί  είναι  περιοδική. 

Λύση 

£(-χ)  =  -§(χ)  ή  Γ(-ο-χ)  =  -ΐ(χ-ο)  ή  ί(-χ-ο)  +  Γ(ο-χ)  =  0 
Όμως  ϊ(χ-ο)  =  ί(ο-χ).  Αρα 
για  χ— »χ+ο:  ί(χ)  =  ΐ(ο-χ-ο)  =  ί(-χ) 

Η  σχέση  ί(-χ-ο)  =  -ί(θ'Χ) 

για  χ— >χ+ο:  Γ(-χ-ο-ο)  —  -ΐ(ο-χ-ο)  ή  ΐ(-χ-2ο)  = -Γ(-χ) 

για  χ— >χ-2ο:  ί(-χ  +  2ο-2ο)  =  -Γ(-χ-2ε)  ή 
-ί'(-χ-2ο)  =  ί(~χ)  =  ί(χ) 
για  χ— >χ-ο;  -ί(-χ  +  ο-2ο)~  Γ(χ-ε)  ή 

-ί(-χ-ο)  =  ί(χ-ο)  ή 
-Γ(-χ-ε)  =  -ί(ο-χ)  ή 
Γ(οχ)  =  £(-χ-ο) 

για  χ^~χ;  ί(ο-ΐ-χ)  =ΐ(χ-ο) 

για  χ^χ  +  ο:  ί(χ  +  2ο)  =  ί(χ) 

άρα  η  ί  είναι  περιοδική  με  περίοδο  Τ  =  2ο. 


ΘΕΜΑ. 


Βρείτε  όλες  τις  °1-1Μ  συναρτήσεις  ίίΚ* — >Κ.*  που  ικανοποιούν  τη 
σχέση:  ί(ί(χ))ί(χ)  =  1,  για  κάθε  Χ<Ξ  Κ. 


Λύση 


Γ(Γ(χ))ί(χ)  =  ί  (]) 


χ->Γ(χ):  ί/)=>  Γ(ί(ί(*)))ί(ί(χ))  =  ϊ 

Γ(Γ(ί(χ)))·  ~-=  1 
Ι(χ) 


(ΐ) 

=> 
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Κεφάλαια  1-5 


ΐί^ΟΟ))  =  <ω  => 
ί(ί(χ))  =  χ  (2) 

(2)  1 

(1)  =>  χί(χ)-1  =>  ί(χ)  =  — ,  χεΚ* 

Πράγματι  ί’:Κ*—>Κ.*,  με  ί(χ)  —  -■  . 


ΘΕΜΑ  102 

Δείξτε  ότι  δεν  υπάρχει  συνάρτηση  ί:Κ — >Κ.  ,  που  είναι  "1-1”  και 
ί2(χ)<ί(χ)ϊ(1-χ)  για  κάθε  Κ.. 

Λΰση 

Έστω  ότι  υπάρχει  τέτοια  συνάρτηση 
ί2(χ)<Γ(χ)1(Πχ)  (1)  <=>  Γ(χ)(ί(χ)-ί(1-χ))<0 

χ— >1-χ:  (1)=>  Γ(1-χ)<ί(1-χ):ί(χ)  (2) 

ί(1-χ)(ί(χΗ(1-χ))>0 
Αρα  -ί(χ)Γ(  1  -χ)[ί(χ)-Γ(Ι  -χ)  |2>0 

=>  ί(χ)ί(1-χ)<0  (3) 

(3) 

(1)  =>  ί2(χ)<0  =>  ί(χ)~0,  χεΚ 

Για  χι,Χ2£  Κ,  με  χι^χ2  =>  ί(χι )  =  ΐ(χ2)  =  0 

άρα  η  (  δεν  είναι  Μ1-Γ\  άτοπο,  επομένως  δεν  υπάρχει  τέτοια 
συνάρτηση. 


ΘΕΜΑ  103 

Βρείτε  όλες  τις  συναρτήσεις  Γ:Κ — >Κ.  ,  για  τις  οποίες 


ί'(Χ  +  Υ)  =ί2(χ)  +  Ρ(3θ  για  κάθε  Χ,γ€  Ιί  . 


Κεφάλαια  1-5 


Αΰση 


ί(χ+ν)=ί2(χ)+ί2(5')  (1) 

Η  (1)  για  χ=γ  =  0  γίνεται 

ί(0)  =  2ϊ2(0)  ο  1(0)  =  0  ή  ί(0)=| 

Αν  1(0)  —  0  τότε  η  (1)  για  γ  =  0  δίνει: 

ί(χ)-ί  (χ)  <=>  ί(χ)  =  0  ή  (ί(χ)  =  1.  απορρίπτεται) 

Αν  ί(0)  =  ^  τότε  για  γ  =  0  η  (1)  δίνει: 


ί(χ)=ί2(χ)  +  |  «.  ί(χ)-|  =0  =»  ί(χ) 

Άρα  η  ουναστήαεις  είναι  η  ί(χ)=0,  ί(χ)=4  . 
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ΘΕΜΑ  104 

Βρείτε  συνάρτηση  ί:Κ— „  με  ί(0)*0  που  ικανοποιεί  τη  σχέση: 
ί(χ)Γ(^)  =ί(χ  +  Χ^)  για  κάθε  Χ,^ε Κ. 

Λΰση 

ΐ(χ)Ρ(>')=ί(χ(ί +)')),  χ,^εΚ.  (1) 

Ι  ϊ  (1)  για  χ=γ  =  ()  δίνει:  ί(0)  =  1,  αφού  ί(0)^0  (υπόθεση) 

Μ  (])  για  χ=γ=-1  δίνει:  (ϊ(-1))2  =  {(0)  =  1,  άρα  Γ(-1)  =  ±Ί 

ΙΙ(/)για  γ  =  Ί  δίνει:  Γ(χ)ί(-1)  =  ί(0)  ί(χ)=— —  ί(χ)~ΙΙ. 

ί  (  I ) 

ΘΕΜΑ  105 


Λν  η  I  είναι,  συνάρτηση  "Μ”  στο  Κ  ν.αι,  ι,σχυιι: 
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Κεφάλαια  1-5 


ί(χ  +  ί(γ))  —  ί(χ  +  γ)  +1,  για  κάθε  Κ  ,  να  βρεθεί  ο  τύπος 

της  συνάρτησης  ί. 


Λύση 

Θέτοντας  χ  =  0  η  δοθείσα  σχέση  γίνεται: 

ί(0  +  ί’(γ))=ί(0  +  γ)-Η  <=>  ί(ί(γ))-£(γ)  +  1 
Θέτοντας  χ^=ί(γ)  στην  τελευταία  σχέση  παίρνουμε: 

ί(χ)  =  χ-{-1  με  χε  Κ.  η  οποία  είναι  συνάρτηση  "1-1"  στο  Κ  και  πληρεί 
τη  σχέση  της  υπόθεσης. 


ΘΕΜΑ  106 

Έστω  η  συνάρτηση  Γ  για  την  οποία  ισχύει  1(χ3θ=ί(χ)Γ(3θ  για 
κάθε  Χ5}Έ  Κ.*  ,  με  £(1)^0  .  Να  αποδείξετε  ότι  αν  η  ί  είναι  συνεχής 
συνάρτηση  στο  Χο  —  <Χ€ϊ  Κ.*  ,  τότε  η  ί  είναι  συνεχής  στο  κ* 

Λύση 

Θέτοντας  χ  =  γ=1  η  σχέση  της  υπόθεσης  γράφεται: 

(ί(1))2— ί(1 )  «  Γ(1)(ί(1)-1)=0  <=>  Γ(1)  =  0  +  1 

Για  χ  =  α  και  γ-1  η  σχέση  της  υπόθεσης  γίνεται: 

ί(α·ί)=ί(α)ΐ(1)  =>  ί(α)  =  1. 

Η  ί  είναι  συνεχής  στο  χο  =  α^Ο>  άρα  ισχύει 
Ιση  ί(χ) -  Γ(α)  =  I  =  ί(1) 

χ  -4  α 

Θεωρούμε  τυχαίο  σημείο  ωΕΚ*  και  ω^α.  Θέτουμε  χ=ω!ι. 

Επειδή  χ— »ω,  έπεται  ότι  Κ— >1.  Επομένως 
1  ϊγπ  ί(χ)  =  Πγπ  ϊ(ω  ·  Η)  =  Ιιγπ  (ί(ω)  ■  ί(1ι))  =  ί(ω) 

χ  -4  ω  Ιι  — ·>  I  χ  — >  1 

Άρα  η  Γ  είναι  συνεχής  στο  ΚΛ 


Προτεινόυχν^  ασκήσεις  κεφαλαίων  1-5 
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1 

Να  γίνουν  οι  γραφικές  παραστάσεις  των  παρακάτω  συναρτήσεων: 

(ί)  ϊι(χ)  =  λ/χΤΤ+  1 
(ίί)  ίζ(χ)  =  (χ  +  I)3  -  1 
(ίϊί)  Ϊ3(χ)  =  ημχ-  συνχ 

(ίν)  £ι(χ)  =  ε2χ~ 1  +  1 
(ν)  Ϊ5(χ)  =  4  ημ2χ 


(νί)  ί’6(χ)  = 


χ-  1 
χ  + 1 


(νπ)  ίγ(χ)  =  1η  |  χ 
(ν»ϋ)  ί?(χ)  =  1η~ 

Λ 


(ίχ)  £<>(χ)  =  1η2χ- 1 

(χ)  ίιο(χ)  =  1η  |χ|  +  1 

/  Λ 

(χί)  ίιι(χ)  =  2ημ  χ  +  ^ 


(κϊί)  ίΐ2(χ)  =  3*  -  1 
(χίπ)  Γη(χ)  =  |,χ2-5χ-ι- 6| 
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Προτεινόμενες  ασ'/ήσεις  κεφαλαίων  1-5 


2 

Δίνεται  η  συνάρτηση:  ί(χ)  =  (2  4-  ^3)χ  4-  (2  —  ^3)χ  —  4 
(ί)  Να  αποδείξετε  ότι  η  ί  είναι  άρτια. 

(ϋ)  Να  λύσετε  την  εξίσωση  ί(χ)=0. 

3 

Δίνεται  η  συνάρτηση:  ί(χ)  =  (3  +  ^8)*  +  (3  —  ^8)*  —  6 
(ί)  Να  αποδείξετε  ότι  η  ί*  είναι  άρτια. 

(π)  Να  λύσετε  την  εξίσωση  ΐ(χ)  =  0. 

4 

Δίνεται  η  συνάρτηση:  ί(χ)  =  (5  +  λ/24)χ  4-  (5  —  λΐΐ 4)χ  —  10 

(ΐ)  Να  αποδείξετε  ότι  η  ί  είναι  άρτια. 

(ϋ)  Να  λύσετε  την  εξίσωση  Γ(χ)=0. 


Προτεινόμενες  ασκήσεις  κεοραλαιων  1-5 
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1998 

Δίνεται  η  συνάοτηση:  £(χ)  =  "  /  ■"■'-·  . ------  -  +  2000  ,  Χ>0  . 

V 1999+ χ2000 

Να  εξετάσετε  τη  μονοτονία  της  συνάρτησης  Γ. 


7 

Να  βρείτε  τον  τύπο  της  συνάρτησης  ΙίΚ. — >Κ,  αν  ισχύει  μία  από  τις 
παρακάτω  σχέσεις: 

( ί)  ί(χ)  —  X  <  X2  <  ί(χ  -  1)  +  X 
(ϋ)  ί(χ)  +  X  <  X2  <  ί(χ  +  1)  -  X 
(ίίί)  ί(χ)  +  χ  <  χ2  +  1  <  ί(χ  +  1)  -  χ 
(ίν)  Γ(χ  -  1)  +  3  <  2χ  <  ί(χ  +  1)  -  1 


8 

Να  βρείτε  τον  τύπο  της  συνάρτησης  ΓίΚ — με  Γ(0)*0,  αν  ισχύει, 
μία  από  τις  παρακάτω  συναρτήσεις: 

( ί)  ί(χ)  %)  =  ί  Ο  +  ΧΫ)  για  κάθε  Χ,Υ<Ξ  Κ 

( ίί)  Γ(χ)  ί(γ)  =  ί'  (χ2  -  χγ)  για  κάθε  Χ,γ<Ξ  Κ 

(  ϋί)  Γ(χ)  ί(γ)  =  ί'  (Χ.Υ+  γ2>  για  κάθε  Χ,γ€  Κ 
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Προτεινόμενες  ασκήσεις  κεφαλαίιον  1-5 


9 

Έστω  η  συνάρτηση  ί:Κ. — για  την  οποία  ισχύει: 

(χ4  -  Ϋ*)  (ϊ(χ)  -  %))  <  0 

για  κάθε  Κ.  με  ί'(0)  =  1998.  Να  αποδείξετε  ότι:  ί,,,ι»* — 1998. 


Έστω  £:Β^Β  με  (·(!)  =  1  και  Γ(α  +  β)=ί(α)  +  1(β)  για  κάθε 
<Χ,β£  Κ.  με  ί(χ)  ί  (^)  =  1  για  όλα  τα  Χ^Ο.  Να  αποδείξετε  ότι 

ί(χ)=χ  για  κάθε  Χ€  Κ, 


11 

Να  βρεθούν  όλε:;  οι  συναρτήσεις  1:Β+ — >Β  που  ικανοποιούν  τη 
σχέση:  Γ(χ  +  γ)  =  £(χ2) +£(γ2)  για  κάθε  Χ,γ£  Β+  . 

(Ε.Μ.Ε.  1990 ) 


12 

Να  βρεθούν  όλες  οι  συναρτήσεις  ί:Κ. — >Κ.  οι  οποίες  ικανοποιούν 
τη  συνθήκη: 

2ί'(χ+γ+χγ)  =αί(χ)  +  βί(γ)  +  £(χγ) 

για  κάθε  Χ,γ6  Β  με  <Χ2  +  β?£β2  +  (ϊ  για  (λ,βε  Β  . 


(7 >;,Μ.().  }()Η7) 


ΓΙροτεινόμενες  ασκήσεις  κεφαλαίων  1-5 
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13 

Έστω  μια  πραγματική  και  γνησίως  αυξουσα  συνάρτηση 

με  την  ιδιότητα;  £(χ)  =  £  Χ(χ)  γιοι  κάθε  ΧΕ  Κ  .  Να  αποδείξετε  ότι,: 
§(χ)  =  Χ  για  κάθε  ΧΕ  Κ  . 

14 

Έστω  μία  πραγματική  συνάρτηση  με  την  ιδιότητα: 

8(Χ-Υ)  =8(Χ)8(^)  Υια  «άθε  Κ  .  Να  αποδείξετε  ότι  η  §  είναι 

σταθερή. 


15 

Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  §:Κ — >Κ  με  την  ιδιότητα: 

8(Χ  +  Υ)=8(β(Χ»+8(8(3θ)  για  κάθε  Χ,γβ  Κ 

(ΐ)  Να  αποδείξτε  ότι  8  00  +8  00  =8(0)  +  8(*+3θ  για  κάθε, 
Χ,ΥΕ  Κ 

(ίί)  Λν  β(-χ)  =§(χ),  να  αποδείξετε  ότι  η  §  είναι,  σταθερή. 


16 


Να  βρείτε  τον  τύπο  της  Γ:Κ.-{0,1} — >Κ  αν  ισχύει: 


—  X  γι,α  κάθε  ΧΕ  Κ-{(),1  } 


(  Π 

(  1Λ 

1 

X 

-21 

1  + 

X 

X 

\  / 

(  / 
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Προτεινόμενες  ασκήσεις  κεφαλαίων  1-5 


17 

Να  βρείτε  τον  τύπο  της  Γ:Κ— >Κ.  αν  για  κάθε  Χ,^Ε  Κ  ισχύει: 

χί(χ)  +γί(γ)  =  (χ+3τ)ί(χ)ί(3Γ) 

18 

Να  βρείτε  τον  τύπο  της  ίίΚ. — αν  ισχύει: 

ί(χ)%)-Χγ=Γ(χ)  +ί(^)-1  για  κάθε  Χ,γ€  Κ  . 

19 

Να  βρείτε  τον  τύπο  της  ί:Κ — )Κ  αν  ισχύει  μία  από  τις  παρακάτω 
σχέσεις 

(ϊ)  ί(χ  +  ^)=1(χ)  +2γ  για  κάθε  Χ,γ£  Κ 
(ΐϊ)  ί(χ  +  5ίΓ)=ί(χ)-γ  για  κάθε  Χ,^£  Κ 

(ί!ί)  Γ(χ+5θ=ί(χ)  +  10γ  για  κάθε 

20 

Θεωρούμε  δύο  συναρτήσεις  Ι,βίΚ. — τέτοιες  ώστε  για  κάποιο 

α>0  ισχύει:  §(χ)— ί(χ  +  <ϊ)  για  κάθε  ΧΕ  Κ.  .  Αν  η  ί  είναι  άρτια 

και  η  ^  περιττή,  να  αποδείξετε  ότι  και  οι  δύο  συναρτήσεις  είναι 
περιοδικές. 


(ϊ'. '.Μ.Κ.  Ι0<)0) 


Προτεινόμενες  ασκήσεις  κετραλαίων  1-5 
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Έστω  ί:Κ-*Κ  για  την  οποία  ισχύει: 


ί(χ  +  Τ)  = 


Γ(χ)  συνθ-  ημθ 
ί(χ)  ημθ+  συνθ 


,Τ*0 


Να  αποδείξετε  ότι,  αν 


Ίί 

—  τότε 

V 


ηϊ(χ)  είναι  περιοδική. 


(Ε.Μ.Ε.  1986) 


22 

Να  βρείτε  τον  τύπο  της  συνάρτησης  £·Κ — >Κ.  με  ϊ(0)^0>  αν  ισχύει 
μία  από  τις  παρακάτο.)  σχέσεις: 

(ί)  ί(χ2-^2)=ί·(χ)ί(χ-^) 

(ίί)  Γ(χ2-5'2)  =  ί(χ)ί(χ+γ) 

<\ϊ»ί(τ?-?)  =  ((γ)ί(χ-γ) 

(ίν)  ί(χ2-χ^)=ί(χ)ί(χ-5') 

23 

Να  βρείτε  τον  τιίπο  της  συνάρτησης  Γ:Κ — >Κ  αν  ισχύει  μία  απ<>  τις 
παρακάτω  σχίσεις: 

(Ο  ί'(χ>0  +  ί(χ) +  !'()') +3  =  χ+^+χ^ 

(<<)  1'(χ^)  +  ΐχχ)  +  Γ(^)  =  χν+χ+^ 
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Ποοτεινόμενες  ασκήσεις  κειραλαάον  1-5 


(ϊϋ)  ί(χ5')+χ+5'=χ>'+Γ(χ)  +  ί(γ) 

(ΐν)  ί(χγ)  +  ί(χ)  +  ϊ(γ)  =  χ^+χ+γ+3 


24 

Δίνεται  η  συνάρτηση  ί  για  την  οποία  ισχύει: 

ί(χ)  +  %)  Ώ  Γ 

ι(χ  + Υ)  = - — - για  κάθε  Χ,^ΘΞ  1ν  .  Αν  η  I  δεν  παίρνει 

1  +  ί(χ)  +  %) 

τις  τιμές  1,  -X  τότε  για  τη  συνάρτηση  ί(χ)  = - για  κάθε  ΧΕ  Κ 

1  -  ί(χ) 

ισχύει:  £(Χ  +  ?)  =  8(χ)8(ϊγ)  Υι«  κάθε  Χ,^Ε  Η  . 


25 

Να  βρείτε  όλες  τις  συνεχείς  συναρτήσεις  I  για  τις  οποίες  ισχύει: 

1“(χ+γ)ί(χ-5ΐ)  =  (Γ(χ)ί(γ))2  για  κάθε  Χ,?Ε  Κ 

26 

Λν  ί  συνεχής  πραγματική  συνάρτηση  για  την  οποία  υπάρχει  σταθε¬ 
ρός  πραγματικός  αριθμός  1ί  τέτοιος  ώστε:  Γ(ί(χ))=1ίχ9  για  κάθε 

πραγματικό  αριθμό  X  ,  να  αποδείξετε  ότι  . 


Δίνεται  μία  αυνάρτηοη  ί  που  είναι  γνησάος  αύξουσα  στο  Κ  και  που 


Προτε  ινόμενες  ασκήσεις  κεφαλαίων  1-5 
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αληθεύει  τη  σχέση  ί(χ)^0  για  κάθε  ΧΕ  Κ.  .  Μία  συνάρτηση  £ 

Γ(χ) 


ορίζεται  από  τη  σχέση:  8(χ) 


1  +  ί2(χ) 


για  κάθε  ΧΕ  Κ. 


(ΐ)  Αποδείξτε  ότι  0  < §(χ)  <  ί(χ)  για  κάθε  ΧΕ  Κ 

(ϋ)  Αν  ί(χ)<1για  κάθε  ΧΕ  Δ  ,  τότε  η  §  είναι  αυξουσα  στο  Δ. 

(ΕΜ.Ε.  1979) 


28 

Έστεο  (Χ?β  πραγματικοί  αριθμοί  με  0 < (X < και  0<β  <2  ■  Λν 
μία  συνεχής  συνάρτηση  Γ:Κ-*Κ  ικανοποιεί  τη  συνθήκη 
ί(Γ(χ)  )=  <χί(χ)  +  βχ  για  κάθε  ΧΕ  Κ  .  Να  αποδείξετε  ότι  Γ(0)  =  0. 


29 

Αίνεται  η  συνάρτηση  Γ(χ)  ^Χ3 +  Χ-1  .  Να  αποδείξετε  ότι: 
(ΐ)  Η  ί  είναι  γνησίως  αυξουσα. 

(ό)  Γ(1001999)<ί(1000ιαο°) 

(ίίΐ)Να  λυθεί  η  εξίσωση  1(χ)=ί'ι(χ) 


30 

' )  \(  »χω  ρ:Κ->Κ  για  την  οποία  ισχύουν: 
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Προτεινόμενες  ασκήσεις  κεφαλαίων  1-5 


§(χ+3θ=8(5θ§(θ-χ)  +§(χ)δ(ε-γ)  γι«  κάθε  Χ,γ<=  Κ  και.  €<Ξ  Κ 

με  §(0)  =  2000.  Να  αποδείξετε  ότι  η  §  είναι  σταθερή. 

31 

Δίνονται,  οι  συναρτήσεις:  £ΐΚ. — ,  ΗίΚ. — με  ϊ(8(χ))=χ  για 
κάθε  Χ€  Κ  και  ο  πραγματικός  αριθμός  (X  με  |α|^1.  Να  αποδείξετε 
ότι  υπάρχει  μόνο  μία  συνάρτηση  ί:Κ— >Κ  τέτοια,  ώστε: 

αΓ(χ)  +ί(§(χ))  =1ι(χ)  για  κάθε  Χ€  Κ.. 

(Ε.Μ.Ε.  1987) 


32 

Έστω  Γ:Κ->Κ,  να  βρείτε  τον  τύπο  της  ί  αν  ισχύει  μία  από  τις 
παρακάτο)  σχέσεις: 

(ί)  ί(χγ)  +  ί(χ)  +  Γ(γ)=χ2ί(γ)+χ2+?2 
(ϋ)  ί(χγ)+χν  =  ί(χ)ί(γ)  +  ^2ί(χ) 

(ίϋ)  Ι'(Χ^)  +Χ2ί(>')  =  ί(χ)Γ(γ)  + ^2ί(χ) 

(ίν)  ί(χγ)  +  ϊ(χ)  +Γ(γ)  =  ί(χ)Γ(}0-4 

33 

Έστω  ί:Κ-4Κ  με  ί(ί(χ))=χ  και  β(χ)=χ+ί(χ)  .  Αν  η  §  είναι 
γνησίους  μονότονη,  να  βρεθεί  ο  τύπος  της. 


ΓΙροτεινόμενες  ασκήσεις  κεφαλαίων  1-5 
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34 

Να  βρείτε  τον  τύπο  της  συνάρτησης  ί:Κ. — αν  ισχύει  μία  από  τις 
παρακάτω  σχε'σεις: 

(·)  ί(χ)ί(γ)+ί(χ)  +  ί(^)  +  1  =  Χ5'  για  κάθε  Χ,γ€  Κ 
(")  ί(χ)%)+Γ(χ)+ί(>')  +  1  =  χν  για  κάθε  Χ,Υ<Ξ  & 

(ίίϊ)  ϊ(χ)ϊ(γ)  +  (γ+1)ί(χ)-2(χ-1)ί(γ)-4^  =  4  για  κάθε  Χ,)€  Κ 
(ίν)  ί(χ)%)+χί'(γ)  =  2γί(χ)  για  κάθε  Χ,γΕ  Κ 

35 


Δίνεται  ότι  μία  συνάρτηση  ί  με  πεδίο  ορισμού  το  σύνολο  Κ 

ικανοποιεί  τη  συνθήκη:  999ί(π-χ)  +  998Γ(χ-π)  =  1996συνχ . 

Να  αποδείξετε  ότι  ικανοποιεί  και  την: 

Γ2(ιϊ  +  χ)  +  ί2(π/2-χ)  =  (1996/1997)2 . 

( Θ άλλης  Ε,  Μ.  Ε.  I *)*)(> ) 

36 

Έστω  [α,β]  — >Κ  συνεχής  στο  [(Χ,β].  Αν  ΓΠ  είναι  η  ελάχιστη 

τιμή  της  £  και  Μ  είναι  η  μεγίστη  τιμή  της  £  να  αποδείξετε  ότι: 


^2(χ)<(ίη  +  Μ)β(χ)-ιηΜ 


1 24 


Ιΐροτκινόμενες  ασκήσεις  κεφαλαίων  Π5 


37 

Έστω  §:(0,  +  °°) — μία  πραγματική  συνάρτηση  για  την  οποία 
«ιχΰει:  ξ(Χ$)-Ίγ  ξ(χ)  =  Έ  β(γ)  για  κάθε  Χ?  γε(0,  +  οο) .  Αν  η 

£  είναι  συνεχής  σε  τυχαίο  σημείο  Χο€  (0,4*°°)  ,  να  αποδείξετε  ότι 
η  §  είναι  συνεχής  στο  (Ο,  +  οο), 


38 


Έστω  ί:Κί  με  τις  ακόλουθες  ιδιότητες: 


(ΐ)  Η  ί  είναι  γνησίως  αύξουσα. 


(ϋ)  ί(χ)  Η —  >0  για  κάθε  Χ€  Κ+ 

X 


/. 


Π 


=  1  για  κάθε  ΧΕ  Κ+ 


(ΐϋ)  Γ(χ)  ·  ί  Γ(χ)  +  - 

Λ 

ν  ) 

(α)  Να  βρείτε  το  1(1999) 

(β)  Να  βρείτε  μία  συνάρτηση  με  τις  παραπάνω  ιδιότητες. 

(ΕΜΕ.  1990) 


Να  βρεθούν  όλες  οι  ρητές  συναρτήσεις  ί(χ)  που  ικανοποιούν  τη 


σχέση:  Γ(χ)  +  X  ί 


ί  1 


λ 


1  -  χ 


V 


χ 


ί 


V 


(Κ.Μ.Ε.  /9<)()) 
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40 

Έστω  ί?§  :  [0,1]  — >Κ.  ,  να  αποδείξετε  ότι  υπάρχουν  Χ,γΕ  [0,1] 
ώστε  |  ί(χ)  +  β(3τ)  -ΧγΙ  >  ^ 

41 

Έστω  §:Κ->Κ  μία  πραγματική  συνάρτηση  για  την  οποία  ισχύει: 

§(χ  +  γ)  —  §(χ)δ(γ)  κάθε  Χ?γΕ  Κ  και  υπάρχει  ΧοΕ  Κ.  ώοτα. 

§(Χο)^0  .  Να  αποδείξετε  ότι: 

0)  §(χ)^0  για  κάθε  ΧΕ  Κ. 

('ί)  §(-χ)§(χ)  =  1  για  κάθε  Χ6  Κ 

(ΐϋ)β(χ)>0 

(ίν)  Αν  η  εξίσωση  §(χ)-1  =  0  έχει  μοναδική  ρίζα  τη  ρ  =  0  τότε  η 
§  είναι  "ένα  προς  ένα" 

(ν)  Ισχύει  8,(χ>')=8'1(χ)  +  §'1(5')  για  κάθε  Χ,γβΚ-1-  μι- 

8(Κ)  =  (0,  +  ~). 

42 

Έστω  ε(χ),1α(χ)  είναι  πολυο5νυμα  με  πραγματικούς  συντελεστές. 
Υποθέτουμε  ότι  το  πολυώνυμο  8(χ)  =  Γ,(χ4)  +  (2χ3+5)Γ2(χη 
έχει,  παράγοντα  το  Χ'+Χ  +Χ+1  .  Να  αποδείξετε  ότι 

ΪΙ(Ι)  =  1'2(Ι)  =  0. 
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43 

ΊΖ( ττο;  §  μία  συνάρτηση  "ένα  προς  ένα"  με  πεδίο  ορισμού  το  Κ  και 
πεδίο  τιμών  το  Β  .  Αν  ισχύει: 

}'(1998χ  +  199γ)  =  1998£(χ)  +  1999§(γ)  για  κάθε  χ,υεΒ 

να  αποδείξετε  ότι: 

£ι  (1998χ  +  1999γ)  =  1998β  °(χ)  + 1999§  1  (γ) 

για  κάθε  Χ,γΕ  Β  . 


44 

Δίνεται  η  συνάρτηση  ί(χ)  =  <Χ01)νΧ  +  Ρτ||ΧΧ  για  κάθε  ΧΕ  Κ.  όπου 
α,β  σταθεροί  πραγματικοί  αριθμοί.  Λν  υπάρχουν  Χι,ΧιΕΒ  με 
X ι-Χ^Κλ  με  Κε  Ζ  έτσι  ώστε  ί(Χι)  =  0  και  ί(Χ2)  —  0  ,  να  αποδεί¬ 
ξετε  ότι  ί(χ)  =0  για  κάθε  ΧΕ  Β  . 

45 

Οι  πραγματικές  συναρτήσεις  £  και  §  ορίζονται  σε  διάστημα  Δε  Β 

,  ί(χ)Γ(γ)  Γ(χ)  -  ί'(γ)  * 

και  κτχυει:  - — -  για  κάθε  Χ«ΥΕ  Δ. 

8(χ)  800  8(χ)  -  δ(Υ) 

Ν < ί  αποδείξετε  ότι  οι  συναρτήσεις  Γ  και  §  ικανοποιούν  τη  σχέση: 

1  1 

—  —  — - =  €  ,  όπου  0  σταθερός  για  κάθε  ΧΕ  Δ.  Να  βρείτε  δύο 

ί'(χ)  β(χ) 

τριγωνομετρικές  συναρτήσεις  που  ικανοποιούν  τι,ς  πιο  πάνω  σχέσεις 

I  ι.ι  το  €  “  1  . 


Προτεινόμενες  ασκήσεις  κειραλαίων  1-5 
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Εκλέγοντας  τυχαία  ένα  αριθμό  λ  από  το  σύνολο 
Α=  {1,2,  ...,1999}  να  βρεθεί  η  πιθανότητα  ώστε  να  ισχύει: 


ιίΠ1ΒϋΜ=1998 


χ  -ο  0 


X 


Αποδείξτε  ότι  η  εξίσωση:  Χ2-ΧΤ|μΧ-συνχ  — 0  έχει  δύο  τουλάχιστον 


ρίζες  στο 


Ιί  Ίί 

2  ’  2 


Αποδείξτε  ότι  η  εξίσωση:  2λ+1Χ  +  2*+Ι  —  1  εχει  μία  τουλάχιστο  ρίζα 
στο  διάστημα  [-1,0]  . 


49 


Δίνεται  η  συνάρτηση  Γ:ϋ+  — με  τύπο  Γ(χ)  =  9 
Να  υπολογίσετε  το  όριο:  Ηΐϊΐ  Γ(χ) 

X  — >  + 


X  (Λ  <ρλ 

χ  1  — συν— 
3Χ 

ν  ^ 


Αν  ΐ)  πραγματική  συνάρτηση  I  είναι  συνεχής  στο  [ Ο,α I  ,  α>0  και, 
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Γ(θΐ) 9^0  τότε  υπάρχει  ένα  τουλάχιστον  Χο£  (0 ^(Χ)  ε'τσι  ώστε: 

Γ  (χο)  Γ  (α  -  χρ) 
α  —  χο 


Για  τον  αντιστρέψιμο  πίνακα  Α  τύπου  νΧν  ορίζουμε  τις  πολυωνυ- 
μικές  συναρτήσεις  ϊ(χ)  —  |Α-χΙ|  και  §(χ)  =  | Α~ι-χΙ|  για  κάθε 
Χ(=  Κ.  Να  αποδείξετε  ότι  αν  Γ(Χ(ΐ)  —0,  τότε 


(ί)  Χο^Ο 


8 


(Ιούνιος  1993) 


52 

'  Ειπω  §:Κ— για  την  οποία  ισχύει: 

8(χ+Υ)-8(χ)-8(υ)  =χημ4Χ  + γημ8γ  . 

Να  αποδείξετε  ότι  η  §  είναι  συνεχής  στο  Κ.  . 


53 

Έστω  η  πραγματική  συνάρτηση  §ΐΚ — )Κ  για  την  οποία  ισχύει: 

8(χ  +  γ)=§(χ)  +  8(γ)  +  αχγ  για  χάθε  χ,Υ^Κ  και  η  σταθερά 
πραγματικός  αριθμός.  Αν  η  §  είναι  συνεχής  στο  Χο  =  0  να  αποδείξετε 
άτι  η  είναι  συνεχής  στο  Κ  . 


ΠοοτεινόιίΕΛ^  ασκήσει  κεφαλαίων  Ιο 
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54 

Έστω  §:Κ-)β  για  την  οποία  ισχύει.: 

δ(Χ3θ  +§(Χ  +  Υ-Χ5')  =δ(Χ)  +  800  Υΐα  χά()ε  Χ,^€  Κ  . 

Αν  η  πραγματική  συνάρτηση  §  είναι  συνεχής  στο  σημείο  Χο  =  1,  να 
αποδείξετε  ότι  είναι  συνεχής  στο  Κ. 

55 

Αν  για  κάθε  Χ£  [Ο,Λ]  η  §  είναι  συνεχής  και  ισχύει: 

2ημ2χ+2000Ρ(χ)  =  1999  να  αποδείξετε  ότι  η  §  διατηρεί  στα- 
θερό  πρόσημο  στο  διάστημα  (Ο,Λ). 

56 

Αν  οι  πραγματικές  συναρτήσεις  Γ,§  είναι  ορισμένες  στο  Κ  και  ισχύουν: 

Ιΐΐη(ί2(χ)  +  §2(χ))  =  2000  και  Ιίιπ  (ί(χ)  +  §(χ))  =  20 λ/5~ 

χ  — >  1 

Να  υπολογίσετε  το  όριο:  ΗϊΏ  (ϊ(χ)  *  §(χ)) 

χ— >  1 


Αν  η  συνάρτηση  {  είναι  ορισμένη  στο  Κ  και  για  κάθε  Χ£  Κ  ισχύει 

ί^(χ)  +  1  998τ|^Ι2Χ  =  χί(χ)  να  αποδείξετε  άτι  ΙίΐΤΙ  Γ(χ)  =  0  . 

χ  ·>  0 


Προτεινόμενκς  ασκήσεις  κεφαλαίων  I  -5 
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58 

Αν  η  Γ  είναι  ορισμένη  στο  Κ.  και  για  κάθε  Χ€Ε  Κ*  ισχύει: 

ημ(2000χ)-χ2<2000χί(χ)<(χ+χ2)2000 

Να  υπολογίσετε  το  όριο  Ηΐη  ί(χ)  . 

χ™>  0 


59 

Έστω  8:[α,β]^Κ  μία  συνεχής  και  γνησίως  ιρθίνουσα  συνάρτηση 
στο  [α,β]  Να  αποδείξετε  ότι: 

(I)  §2(χ)<§(β)§(χ)-£(α)8(β)+§(α)8(χ)  για  κάθε  χ<=  [α,β] 
(ίϊ)  Υπάρχει  ΧοΕ  [α,β]  ώστε  να  ισχύει:  282(χ„)<δ2(α)+§2(β) 


60 


'  Βστω  μία  πραγματική  συνάρτηση  για  την  οποία  υποθέ- 

Ιίηι  8(χ)~  8(2000)  „  . 

τουμε  οτι:  1 1ΓΠ  - —  Να  αποδείξετε  οτι  η  § 

χ— >2000  χ-2000 

είναι  συνεχής  στο  Χο“  2000. 


(~)>:(ι>(_ιούμε  τις  συναρτήσεις  — >Κ.  για  τις  οποίες  ιηγι'ικι: 

Ι'2(χ)+}ί2(χ)-4(1ϊχ)  +  ί;(χ))<8+ημ24χ  για  κάθε  ΧΕ  Ιί  . 


Προτεινόμενες  ασκήσεις  κεφαλαίων  1-5 
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Να  υπολογίσετε  τα  όρια  τιον:  Π 01  ί(χ)  και  Ηηΐ  §(χ)  . 

ΊΙ  Τί 

X  — >  ~τ  X  -»  -Τ 

4  4 

62 

Θεωρούμε  τις  συναρτήσεις  ίκαι  φ  με  ί(χ)  =  (Γϋν  — -  ,  ΧΕ  Ν*-{1 } 

2 

και  φ(χ)  =ί(2)ί(3)...ί(χ)Γ(χ+  1)  για  κάθε  ΧΕ  Ν*- { 1 }  .  Να 

αποδείξετε  ότι: 

(0  ί(χ+1)  =  2χ_1ημ^φ(χ) 

(ϋ)  1ΪΙΏ  φ(χ)  =  — 

X  — >  4- 

(Ε.Μ.Ε.  1982) 

63 

Έστω  μία  πραγματική  συνάρτηση  ί(χ),  ΧΕ  Δ  με  την  ιδιότητα: 

[ί’(χι)-ί(χ2) I  <  |Χΐ“Χ2|  για  κάθε  Χι,ΧιΕ  Δ.  Να  αποδείξετε  ότι: 

(ί)  Η  ί  είναι  συνεχής 

(ϋ)  Η  §  με  §(χ)  =  ί(χ)-Χ,  ΧΕ  Ν  είναι  γνησίως  ιρθίνουσα. 

64 


Αν  η  πραγματική  συνάρτηση  είναι  συνεχής  στο  Ια,ΙΗ  και,  ισχύει: 
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Προτεινόμενες  ασκήσεις  κεφαλαίων  1-5 


(1998  +  €199*“)§(α)  +  2(β)  +  6Ι9,9|1ί'(β)  =  0 

Να  δείξετε  ότι  η  §  έχει  μία  τουλάχιστον  ρίζα  στο  (<Χ?β). 

65 

Δίνεται  ί(χ)  =  λ/χ2  +  1  —  X  Τ|[Χ(0— €Γ1)ν€ρ  για  κάθε  Χ€Κ.  Να 
προσδιορίσετε  τις  γωνίες  Ο),  φ  του  (Ο,π)  για  τα  οποία: 

Πιη  ϊ(χ)  =  0 

X  — >  +  ©ο 


66 

Να  υπολογίσετε  τις  τιμές  των  (Χ?β — οοστε  να  ισχύει: 

Ηηι  (λ/χ2  +  χ  + 1  +  νχ2  -  χ  + 1  -αχ-β)  =  0 

X  — >  +  οο 


67 


Δίνεται  η  πραγματική  συνάρτηση  ΓίΚ+  — >Κ.  για  την  οποία  ισχύει: 


Γ(χ)  >  θχ  + 


χ2  +  2000 


χ3  +  χ2  +  χ  +  2000  Υΐα  > 

γίιτε.τε  το  Ηιτι  ί(χ) . 


κάθε  Χ(Ξ  ϋ+  .  Να  υπολο- 


χ  — >  +  οο 


Π ροτε ιν όμενες  ασκήσεις  κεφαλαίοον  1-5 
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Έστω  οι  πραγματικές  συναρτήσεις  1ΐ  και  φ  συνεχείς  στο  [-2,2] 
για  τις  οποίες  ισχΰουν: 


Ηπι 

X  -4  0 


φ(χ)  ημχ—  χΐι(χ) 
χ 


=  2000 


και 


Ιίπι 

χ  — >  0 


φ(χ)  ημχ-  ί(χ)  _ 
συνχ 


Να  βρεθούν  τα  σημεία  που  οι  και  0([>  τέμνουν  τον  άξονα  Υ^. 


69 

Αν  η  συνάρτηση  §  είναι  συνεχής  στο  [α,β]  και  ισχύει: 

α2§(α)  +  β2§(β)  +§(α) +§(β)  =  0 

Να  αποδείξετε  ότι  η  §  έχει  μία  τουλάχιστο  ρίζα  στο  [α,β]. 

70 


Έστω  η  συνεχής  συνάρτηση  £1  [α,β] — με  α  β  μ γ 
«(«)§(β)*ο.  Να  αποδείξετε  ότι  για  κάθε  νΕ  Ν  *  ιιπ<'((.>χι·:ι. 

ξ£(α,β)  τέτοιο  0)στε:  (1998+ν)β(ξ)  =  1998β(α)  +ν^(β). 

71 

Λίνι'τιιι  η  <ιι>νάρτΥ|ΐνΐ|:  ί(χ)  —  (  Λ/2  4  ^3^  +  (  "^2  ·  —  4 
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Προτεινόμενες  ασκήσεις  κεφαλαίων  ί-5 


(ί)  Να  αποδείξετε  ότι  η  Γ  είναι  "ένα  προς  ένα", 
(ίί)  Να  λυθεί  η  εξίσωση  Γ(χ):ζ:0  . 


Να  υπολογίσετε  τα  παρακάτω  όρια: 


(ί)  Ηηι 


χ  — >  π 


ημαχ 

ημβχ 


(ίί)  1·ητ 

χ  — >  0 


1  -  συλ^χ 

_____ 


(ίίί)  Ηηι 


1  -  συνχ 
χ2 


(ίν)  Ηηι 


χ  — >  α 


ημχ-  η  μα 

χ-  α 


,.  ημ(χ+  Η)  —  ημχ  ,.  ημ(χ-Ι) 

(ν)  Ιιηι  - - —  (νί)  Ιιηι 


1ϊ  ^  ο 


Η 


χ— >  ι  1-Χ3 


(νκ)  Ηηι  ■  ημ4χ 

'χ_0>ΚΤΤ-ι 


ΛΧ 


(νίίί)  Ηιη  (1  —  χ)  εψ~2 


χ->  1 


εφχ—  1η 


/  «Λ 


(ΐχ)  Ιιηι 


χ 


Λ 

2 


π 

κ~*2 


X- 


“X - 

Ίΐ 


,.  VI  +  συν2χ 

(χ)  Ιιηι  — ρ - > — — ■ 

νΐε-ν 2χ 


(χ 


,.  1-συν2χ+εφ2ζ  ,.  .  ι - — 

χί)  Ιιηη -  (χίϊ)  Ιπη  (ημνχ+ 1  - ημνχ) 

χ  η  μ  χ 


χ  — )  ο 


X  — >  Η-  °° 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ  6 


•  ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ 
ΛΟΓΙΣΜΟΣ 


Λ  μ  /λ( ιο  ( >  ι  κ  ( > .,  Λ  ( >γ μ  )  1 1  ο  ς 
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Βασικές  γνώσεις  στον 
διαορορικό  λογισμό 


φ  Γ(χο)  =  Ηιη 


ί(χ)  -  ί(χο) 

Χ-Χο 


Χ->Χο 

Αν  θέσουμε  Χ  =  Χο  +  1ΐ  τότε  έχουμε: 

ί(Χο  +  δ)  -  Γ(Χο) 


I  (χ<,)  =  1ίιη 

Η  — >  0 


=  Ιπη 


Μ(χρ) 
Δχ 


Αχ  0 

Η  τελευταία  ισότητα  οδήγησε  το  Ι^είβιιίζ  στο  να  συμβολίζει  την 

άί(χο)  ,  άί(χ) 


παράγωγο  στο  Χ0  με 


όχ 


η 


άχ 


Χ  =  Χο 


Η  ί  είναι  παραγωγίσιμη  σχο  Χ0  αν  και  μόνο  αν  υπάρχουν  στο  Κ 

, ί(χ)  -  ί(Χο)  _ , Γ(Χ)  -  Γ(χ<>) 

τα  όρια  και  ισχύει:  ΙΐΙΏ  —  ΙΐΙΠ 

+  Χ-Χο  _  X-  Χο 


Χ->Χο 


X  Χο 


ο  γ-ί(χο)  =Γ(χ0)  (χ-Χο)  εξίσωση  ετραπτόμενης  της  Ογ  (Ττο 
σημείο  Α(χ0,ί(χ0)).  Αν  μία  συνάρτηση  ϊ  δεν  είναι  παραγωγίσι- 
μη  στο  Χ()>  αλλά  είναι  συνεχής  στο  σημείο  αυτό  και  ισχύει: 

,.  ί'(χ)  -  Γ(Χο)  , 

Ιππ — - - — —  =  +  η  —  οο 

χ  — >  Χο  Χ  *° 

τότε  ορίζουμε  ως  εφαπτομένη  της  Ο  στο  σημείο  Α(Χο,Γ(Χο)) 
την  κατακόρυφη  ευθεία;  Χ  =  Χ0. 


Αν  η  συνάρτηση  ί  είναι  παραγωγίσιμη  στο  X  και  η  £  είναι 
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παραγωγίσιμη  στο  11  — ί(χ),  τότε  η  συνάρτηση  §0ί  είναι  παραγωγό 
σιμη  στο  X  και  ισχύει:  (8οΓ)χχ)  =  (§(ί(χ))'=8'(ί(χ))Γ(χ) 
Λν  ΙΙ  =  ί(χ)  και  Υ=8(υ)  (κατά  Ι^ίάηΐζ)  έχουμε  τον  τύπο: 

ίΐ  ν  _  ί!>  γΙ  π 

ίΐχ  ~  άα  <3χ 


Ο  <1  ί(χ)  =  Γ  (χ)  άχ 

Ο  Αν  συνεχείς  σε  ένα  διάστημα  Δ  και  Γ(χ)  =  §'(χ) 
γι ((  κάθε  εσωτερικά  χ  του  Δ,  τότε  υπάρχει  σταθερά  Ο  τε'τοια  ώστε: 

Γ(χ)=§(χ)  +  ο 


Ο  Αν  για  κάθε  Χι,Χ^εΔ  με  Χι<Χ2  ισχύει:  ί(Χι)  <  ί(Χ2) 
τότε  η  ί  είναι  γνησίως  αύξουσα. 

Αν  για  κάθε  Χι,ΧιΕ  Δ  με  Χι<Χ2  ισχύει:  ί(Χι)>ί(χ2) 
τότε  η  ί  είναι  γνησίως  φθίνσυσα. 


ο  Αν  ΧοΕ  Δ  και  ισχύει  ί(χ)>ί(χ„)  τότε  λέμε  η  ί  παρουσιάζει 
στο  Χο  ελάχιστο  με  ελάχιστη  τιμή  Γ(Χ0). 

Αν  Χ0Ε  Δ  και  ισχύει  ί(χ)<ί(χ„)  τότε  λέμε  η  ί  παρουσιάζει 
στο  Χ0  μέγιστο  με  μεγίστη  τιμή  ί(χ0). 

Έστω  μια  συνάρτηση  ϊ  ορισμένη  σ’  ένα  διάστημα  Δ  και  Χ0 
ένα  εσωτερικό  σημείο  Δ.  Αν  η  ί  παρουσιάζει  τοπικό  ακρότατο 
ηπο  Χο  και  είναι  παραγοογίσιμη  στο  σημείο  αυτό,  τότε:  I  (χα)  =0. 

ο  Αν  το  Α(χ„,ί(χ0))  είναι  σημείο  καμπής  της  Οί  και  η  ΐ  δύο 
.μορές  παραγωγίσιμη,  τότε  Γ  (χο)  =  0. 
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0  Λν  η  I  ορισμένη  σ’  ένα  διάστημα  (<λ?β)  και  χ,»<=  (α,Ρ)  τότε 

11//  / 

αλλάζει.  πρόσημο  εκατέρωθεν 
του  Χ(>  και  ορίζεται  εφαπτομένη  της  Οε  στο  Α (Χο^ ί’ (Χη) ) - 

ο  Λν  μία  συνάρτηση  ί  είναι  παραγωγίσιμη  σ’  ένα  σημείο  Χ<>, 
τότε  είναι  και  συνεχής  (Ττο  σημείο  αυτό. 


φ  Κανόνες  άυ  V  Ηοερίίηΐ 

Για  τα  όρια  πηλίκου  (ισχύουν  και  στα  πλευρικά  όρια)  που 


0  ± 00 

οδηγούν  σε  απροσδιόριστες  μορφές  ττ  ,  ~~ 

υ  +  οο 


έχουμε: 


..  Κχ)  ..  Γ(χ)  ..  Γ(χ)  ..  Γ"(χ) 

Ιπη - =  1 1 τη  ■— —  =  Ιιπ)  -  -  -  Ιιηι  — —  ■■■ 

X— X— χ— >Χο^  X— >Χ<)8  (Χ) 

(Εφόσον  πληροΰνται  οι  προϋποθέσεις). 


8"'« 


0  Η  ευθεία  γ  =  λχ  +  β  είναι  ασύμπτωτη  της  γραφικής  παρά 
στάσης  της  ί  στο  αν  και  μόνον  αν 

ΙίΐΏ-^  =  λ£Κ  και  Ιίΐη  (ί(χ)-λχ)  -  βε Κ 

X  — >  ±  «*>  '  X  — »  ± 


Φ  Λν  ένα  τουλάχιστον  από  τα  όρια:  ΙίΐΏ  ί(χ)  ,  Ηΐϊΐ  1(χ) 


Χ-Λ  χί 


χ  — >  Χο 


είναι  +  <*>  ή  -οο,  τότε  η  ευθεία  X  — Χ0  λέγεται  κατακόρυφη 
ασυμπτιυτη  της  0|\ 

0  Μία  συνάρτηση  Γ  με  πεδίο  ορισμού  Α  Οα  λέμε  ότι  παρουσο 
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άζει  στο  ΧΕ  Α  τοπικό  μέγιστο,  όταν  υπάρχει  δ>0,  τέτοιο  (6- 

ιττ.ι·:  Γ(χ)<ί(χ<>)  για  κάθε  Χ€  Αη(Χο-δ,Χο  +  δ). 

Το  Χο  λέγεται  θέση  ή  σημείο  τοπικού  μεγίστου,  ενώ  το  ϊ(χ«) 
τοπικό  μέγιστο  της  £. 


φ  Μία  συνάρτηση  £  με  πεδίο  ορισμού  Α  θα  λέμε  ότι  παρουσι¬ 
άζει  στο  Χο€  Α  τοπικό  ελάχιστο,  όταν  υπάρχει  δ>0,  τέτοιο  (δ¬ 
οτέ  1(χ)>Γ(Χο)  για  κάθε  ΧΕ  Αθ(Χο-δ?Χο  +  δ). 

Το  Χο  λέγεται  θέση  ή  σημείο  τοπικού  ελάχιστου,  ενώ  το 
ί (Χο)  τοπικό  ελάχιστο. 


φ  Μία  συνάρτηση  £  με  πεδίο  ορισμού  το  Α  λέγεται  άρτια  αν 
για  κάθε  ΧΕ  Α  ισχύει:  -ΧΕ  Α  και  ί(-χ)— £(χ). 


φ  Μία  συνάρτηση  £  με  πεδίο  ορισμού  το  Α  λέγεται  περιττή 

<ιν  για  κάθε  ΧΕ  Α  ισχύει;  -ΧΕ  Α  και  ί(-χ)=ί(χ). 

Σχόλιο:  Όπως  είναι  γνωστό,  αν  μία  συνάρτηση  £  με  πεδίο  ορι¬ 
σμού  το  Α  λέγεται  άρτια  ,  τότε  η  (Ζη  έχει  άξονα  συμμετρίας 
τον  άξονα  ^  ενώ  αν  είναι  περιττή,  η  Ο  7  έχει  κέντρο  συμμε¬ 
τρίας  την  αρχή  των  αξόνοον  0. 

φ  Μία  συνάρτηση  £  με  πεδίο  ορισμού  το  Α  λέγεται  περιοδική, 
όταν  υπάρχει  πραγματικός  αριθμός  Τ^Ο  τέτοιος,  ώστε  για  κάθε 

ΧΕ  Α  να  ισχύει:  (ί)  ΧΕ  Ακαι  (ϋ)  £(χ  +  Τ) —^Χ-Τ) —^χ).  Ο  πραγ¬ 
ματικός  αριθμός  Τ  λέγεται  περίοδος  της  συνάρτησης  ί. 

Σχόλιο:  Αν  μία  συνάρτηση  £  είναι  περιοδική  με  περίοδο  Τ,  τότε 
περιορίζουμε  τη  μελέτη  της  0|“  σ’  ένα  διάστημα  πλάτους  Τ. 
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Μία  συνάρτηση  ί;Α— >Κ  λέγεται  συνάρτηση  'Ί- 
για  οποιαδήποτε  Χι,Χ2^  Α  ισχύει: 

αν  ί(Χι)=£(χ2)  ==>  Χι==Χ2 

ή  ισοδύναμα  αν  Χι^Χ2  =>  ί(Χΐ)^ί(χ2) 


Παραγωγοί 

συνθέτων  συναρτήσεων 


(0  (ίν(χ))"=ν(ί,(χ))ν',·Γ  (χ) 

(“>  ^ =Μϊ  ■ Ηχ)>(ι 

(ΠΪ)  (ημ  ί(*))'  =  συν  ί'(χ)·Γ(χ) 


(Ιν)  (συν  ί(χ))'  =  -ημ  Γ(χ)·Γ(χ) 


(ν)  (1η  ί(χ))'  = 


Γ(χ) 


Γ(χ)  ,  ί(χ)>0 


(νΐ)  (1η I  ί(χ)  I )'  =  ·  Γ(χ) 

ί(χ) 


συ 


ν2  Γ(χ) 


1  11  ' 

1  ,  όταν 


(νϋ)  (εφ  ϊ(χ))' 


Γ(χ)  =  (1  +  ετρ2  ί-(χ))  Γ(χ) 
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(νϋί)  (σίρ  Γ(χ))'  =  - 


η  μ2  Γ(χ) 


ϊ  (χ)  =  -  (1  +  σίρ2  ί(χ))  ί  '(χ) 


(ίχ)  =  βί(χ> '  Γ(χ) 


(χ)  (αί(χ>Υ  =  α,τ*)  Ιηα  Γ(χ) 

(χί)  (αχ)/  =  (€χ|η“),-αχ·1ηα 


Κανόνες  παραγώγισης 


Ο  (ί  ·δ),  =  ί'  ·8  +  8/  ·ί 

0  ^ν_ϊ/-8-8'· ·ί 


δ 

ν  ν 


8* 


0  (ο·ί)'=  ο·Γ 

Οφ'  ν 

ί  ”  ρ2 

V  / 


0  (ί±8),=  Γ'  +  δ' 
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Βασικά  θεωρήματα 


Ο  Θεώρημα  Κθ1Ιβ 
Αν  μια  συνάρτηση  ί  είναι: 

(ΐ)  συνεχής  στο  κλειστό  διάστημα  [α,β], 

(ϋ)  παραγωγίσιμη  στο  ανοιχτό  διάστημα  ((Χ,β)  και 

(ϋί)  ί(α)  =  Γ(β) 

τότε  υπάρχει  ένα  τουλάχιστον  σημείο  ξΕ  ((Χ,β)  τέτοιο,  ώστε  Γ(|)=«- 


Ο  Θεώρημα  ΜεθΤ|ζ  Τίμήζ  του  Διαφορικού  λογισμού 
Αν  μία  συνάρτηση  ί  είναι: 

(ΐ)  συνεχής  στο  κλειστό  διάστημα  [(Χ,β]  και 
(ϊΐ)  παραγωγίσιμη  στο  ανοιχτό  διάστημα  (α,β) 

τότε  υπάρχει  ενα  τουλάχιστον  σημείο  ξε  (α,β)  τέτοιο,  ώστε: 


«'(§)  = 


Γ(Ρ)  -  ?(«) 

β  -  α 


ή  Γ(Ρ)  -  ««)  =  Τ®  (Β  -  α) 


Ο  Αν  μια  συνάρτηση  ί  είναι: 

•  είναι  συνεχής  σε  ένα  διάστημα  Δ  και 
.  Γ(χ)  =  0  για  κάθε  εσωτερικό  σημείο  X  του  Δ, 
τότε  η  ί  είναι  σταθερή  σε  όλο  το  διάστημα  Δ. 


Αν  δυο  συναρτήσεις  ί,  §  : 


•  είναι  συνεχείς  σε  ένα  διάστημα  Δ  και 

•  I  (χ)  —  £  (χ)  για  κάθε  εσωτερικό  σημείο  X  του  Δ, 

τότε  υπάρχει  σταθερά  €  τέτοια,  ώστε  για  κάθε  ΧΕ  Δ  να  ισχύει: 

1'(χ)  =  ίί(χ)  +  ο 


Δ.ισφοοικο< 


'ΐσμος 


Έστω  μια  συνάρτηση  ί  συνεχής  σε  ένα  διάστημα  Δ. 

Αν  ΐ' (χ)  >  0  για  κάθε  εσωτερικό  σημείο  X  του  Δ,  τότε  η  ί 


είναι  γνησίως  αυξουσα  σε  όλο  το 


(π)  Αν  ί~ (χ)  <0  για  κάθε  εσωτερικό  σημείο  X  του  Δ,  τότε  η  ί 
είναι  γνησίως  φθίνουσα  σε  όλο  το  Δ. 


ο  Έστω  μια  συνάρτηση  Γ  ορισμένη  σ’  ένα  διάστημα  (α,β)  και 
χο6  (α  ,  β)  ένα  κρίσιμο  σημείο  της  ί,  στο  οποίο  αυτή  είναι  συνεχής. 


( ΐ )  Αν  Γ(χ)>0  στο  (α,Χο)  και  Γ(χ)<0  στο  (Χο,β)  ,  τότε 
ί'(χ«)  είναι  τοπικό  μέγιστο  της  ί. 

(ίί)  Αν  Γ(χ)<0  στο  (<Χ,Χο)  και  Γ(χ)>0  στο  (Χο,β)  ,  τότε 
το  ί(Χο)  είναι  τοπικό  ελάχιστο  της  Γ. 


(ίϋ)  Αν  η  Γ(χ)  διατηρεί  πρόσημο  στο  (α>Χο)υ(χο,β),  τότε  το 
Γ(χο)  δεν  είναι  τοπικό  ακρότατο  και  η  ί  είναι  γνησίως  μονότονη 
<ττο  (α,β) 


1.  Τα  εσωτερικά  σημεία  του  διαστήματος  Δ  στα  οποία  η 
παράγωγός  της  ϊ  μηδενίζεται. 

2.  Τα  εσοϊτερικά  σημεία  του  διαστήματος  Δ  στα  οποία  η 
1*  δεν  παραγωγίζεται. 

3.  Τα  άκρα  του  Δ  (αν  ανήκουν  στο  περίο  ορισμού  της). 

Συμπέρασμα:  Τα  εσωτερικά  σημεία  του  Δ  στα  οποία  η  ί 
δεν  παραγωγίζεται  ή  η  παράγωγός  της  είναι  ίση  με  το 

μηδέν,  λέγονται  κρίσιμα  σημεία  της  ί  στο  διάστημα  Δ. 
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ο  Έστω  μια  συνάρτηση  Γ  παραγωγίσιμη  σε  ένα  διάστημα  Δ 
και  Χο  εσωτερικό  σημείο  του  Δ  για  το  οποίο  ισχύει  Γ(χ0)=Ο 
και  υπάρχει  η  Γ(χο). 

(ί)  ΑνΓ(χ«)<0  τότε  το  Γ(Χο)  είναι  τοπικό  μέγιστο. 

(ϋ)  Αν  Γ'(χο)>0  τότε  το  ί(χο)  είναι  τοπικό  ελάχιστο. 

Έστω  μια  συνάρτηση  ί  συνεχής  στο  [α,β]  και  παραγ<ωγίσι~ 
μη  στο  (α,β). 

(ΐ)  Λέμε  ότι  η  ί  είναι  κυρτή  ή  στρέφει  τα  κοίλα  προς 

τα  άνω  στο  [α,β]  ,  αν  η  ί'  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο  (α,β). 

(ϋ)  Λέμε  ότι  η  ί  είναι  κοίλη  ή  στρέφει  τα  κοίλα  προς 
Τα  κάτω  στο  [α,β]  ,  αν  η  ί~  είναι  γνησκος  φθίνουσα  στο  (α,β). 

Έστω  μια  συνάρτηση  ί  συνεχής  στο  [α,β]  και  δύο  φορές 
παραγωγίσιμη  στο  (α,β). 

(ί)  Αν  Γ(χ)>0  στο  (α,β)  τότε  η  ί  στρέφει  τα  κοίλα  προς 
τα  άνω  στο  [α,β] . 

(ίΐ)  Αν  Γ(χ)<0  στο  (α,β)  τότε  η  ί  στρέφει  τα  κοίλα  προς 
τα  κάτω  στο  [α,β]. 


Ο  Αν  το  Ρ(χ«,ί(χ«))  είναι  ένα  σημείο  καμμής  της  γραφικής 
παράστασης  της  ί  τότε:  Γ'(χ0)  =  0  ή  δεν  υπάρχει  Γ  στο  Χο· 


ίίαρατήρηοη:  Τις  θέσεις  των  σημείων  καμπής  μιας  συνάρτησης  α- 
ναζητούνται  μεταξύ  των  ριζών  της  εξίσωσης  Γ'(χ)  =  0  και  το>ν 
(τημείων  του  πεδίου  ορισμού  της  ί  ,  στα  οποία  δεν  υπάρχει  η  ΐ". 
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Μελέτη  και  χάραξη  γραφικής  Λαράστασης 

μιας  συνάρτησης 


Η  διαδικασία  για  τη  μελέτη  και  τη  χάραξη  μιας  γραφικής  παρά¬ 
στασης  ακολουθεί  τα  παρακάτω  βήματα: 

1.  Προσδιορίζουμε  το  πεδίο  ορισμού  της  Α. 

2.  Αναζητούμε  συμμετρίες  (άρτια,  περιττή,  περιοδική). 

3.  Εξετάζουμε  τη  συνέχεια  της  στο  Α. 

4.  Βρίσκουμε  τις  παραγωγούς  και  ΐ*  ,  όπου  αυτές  υπάρχουν, 
και  προσδιορίζουμε  το  πρόσημό  τους. 

5.  Προσδιορίζουμε  τη  μονοτονία  και  τα  τοπικά  ακρότατα  της  Γ 
(αν  υπάρχουν). 

6.  Προσδιορίζουμε  τα  κοίλα  και  τα  σημεία  καμπής  (αν  υπάρχουν) 

της  γραφικής  παράστασης  της  ί. 

7.  Βρίσκουμε  τις  ασύμπτωτες,  αν  υπάρχουν. 

8.  Εντοπίζουμε,  αν  υπάρχουν,  τα  σημεία  της  γραφικής  παράστα¬ 
σης  με  τους  άξονες. 

Βασικές  σχέσεις 


Γ  =  ί  <=>  ί(χ)=0€* 

Ο  6χ>1-ΕΧ  για  κάθε  ΧΕ  Κ 

ο  1ηχ<χ-1  γι«  κάθε  Χ<=  Κ| 

Ιρχιίι'ι  (Τχ  =  θ’,Ι'’“  γκι  κάΙΙι:  Χ6  Κ  μι;  (I >  0 


Ο  |ημχ|  <  |  X  |  <  |  εφχ|  για  κάθε  ΧΕ  Κ 
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ΘΕΜΑ 


1 


Να  βρείτε  την  παραγωγό  των  συναρτήσεων  (χρησιμοποιώντας  τον 
ορισμό)  Γ,8,Η:Κ->Κ  με  ί(χ)  =  \Χ  ,  §(χ)  =ημ3χ  και  1ΐ(χ) 

Λύση 

Λν  χο  είναι  τυχαίο  σημείο  του  Κ  τότε  για  χ^χο  ισχύει 
Τ(χ)  -  ί(Χρ)  _  Νχ  -  λ)χ^_  (  >/χ  -  λ\))  (  ^  +  λ/χχ0  +  $ξ)_ 
χ ~ χο  χ - χο  (χ - χ0)  (  ^χ2"  +  λ/χχ^-  + 

*-Χο  } 

(χ - χ0)(  Λ^?"  +  λ/χ χ()  +  >)χ^ )  $?" Η'  λ'χχ^" 4-~Λ/χ^~ 


Άρα  Γ(χ0)  -  I  ΐιπ  —  ί(Χ())  =  1  ί 


1 


Συνεπο>ς 


ιπι  -ί 


3.Γ 


— >χ()  νχ  +  ^χχ<)  +  'νχ0 


Αν  χο  είναι  τυχαίο  σημείο  του  Κ  και  χ^χο  ισχύει 

3(Χ“Χ0)  3(χ  +  χ0) 

,  Ν  .  ν  ~  α  2η μ— ■ -Λ  ■  ΰ  συν—  Λ  ψ 

§(Χ)  -  Β(Χ(ΐ)  η  μ  3χ  —  η  μ  ^  2 _ 2 


χ  - 


Χο 


X  -Χγ 


χ-Χο 


2ϊ)„3(χ~χο)  συν  3 1χ  +  χο) 

ι™  «Λ,,™  ”  2 

χ  — >  χΤ)  Χ  ^0  X  Η >  ΧΙ)  ^  (Χ  /Χο)  2 


=  Ιίπι  3  συν 

Χ->Χ0 

Αρα  ^(χ())  -  3  συν3χ()  οπότε 
Γ κι  χ,,ε  Κ  και  χ^χο  ισχύει 
Ιι(χ)  1ι(χ0)  _  ο2χ- 


X  X, 


ο 


χ  ·  X 


ί) 


(ημ3χ)'  =  3συν3χ 
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02χ- 02^ι 


1ί/(χ0)  -  ϋπΊ 

χ  -» χ,,  χ  “  *<)  χ  -■>  χ0  Χ,  — 

Θέτουμε  β2Μ-ζ  και  έχουμε 


β2*-1 

=  ο  «  1  ιιη -  =  ο  *>  1 1 γπ - 


X  ->Χ„ 


Ιί'(Χα)  =  62χ»  I ΙΓΠ  - — - -Ζ£1χ"  1Ϊ1Π  - — - Γ~ 

κ_>ο  1η(ζ +  1)  χ->χ  Ιη(ζ+1)/2 


(β2χ)'=  2ο  2λ 


ΘΕΜΑ 


2 


Δίνεται  συνάρτηση  ί  για  την  οποία  ισχύει:  I  ϊ(χ)  -  ημχ|  <  χ2 

για  κάθε  Χ£  Κ..  Να  βρεθεί  η  εξίσωση  εφαπτομένης  της  γραφικής 
παράστασης  της  ί  στο  σημείο  Α(0,ί'(0)). 

Λύση 

Είναι  γ-ί(Ο)  =  Γ(0)χ 

αλλά  ί(0)  —  Ο  διότι  για  χ  =  Ο 

η  αρχική  σχέση  γίνεται 

I  ί(0)  —  ημθΙ  <  Ο  =φ  |ί(0)|<0  =>  ί(0)  =  Ο 
Γκχ  χ*0  Ιί(Χ)Γ,ημχΙ  <  |χ[  =>  -  |χ|  <Μ^<  |χ,  =* 


ιχμχ 

χ 


χ|  < 


ί(χ) 


X 


+ 


ημχ 


Λρα  I ϊγπ  =  1  =  Γ(0) 

Χ->0  Χ 

δηλαδή  Υ  =  X. 
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ΘΕΜΑ 


3 


Να  βρεθεί  το  όριο:  ΙίΐΏ 


χ  — » α 


χ*  αα 

οτ  -αα 

χ-  α 


,  α  >  0 


Λΰση 


Θε'τουμε  αχ  ~ί(χ)  και  το  όριο  γρικρεται  Ιιγπ 


ί{χ)  -  ί(α) 


Όμως  Γ(χ)  =  αλ  1π  α  (χ*)'  =  αχ  Ιαα(χχχ/  1πχ+  χ  χ 
Γ(χ)  =  αχ  1 π  α  (χ*  Ιπχή χ  χ* " ]) 

Συνεπώς  Γ(α)-αα  Ιηα  (αη1η  α  +  α  αα_1) 
ί'(α)  -  αα  1η  α  αα  (Ιη  α  + 1 ) 

χ  ο 

X  (.X 

Άρα  Ητη  — - —  =  αα  Ιηα  αα(1ηα+ 1) 


χ— >  α 
χ-  1 


χ-  α 


=  ί'(«) 


χ') 


Χ-Χ( 


χ  -  α 


ΘΕΜΑ  4 


Να  εξετάσετε  αν  η  συνάρτηση  Γ:ϋ-— με  Γ(χ)  =  1 
είναι  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  στο  Κ. 


,  χ  <  0 
,  χ  >  0 


Λύση 

Για  χ<0  η  ί  είναι  δυο  φορές  παραγωγίαιμη  και  Γ'(χ)  =  0 
Για  χ>0  η  ί  είναι,  δυο  φορές  παραγ(θγί<τΐ|ΐη  και 
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">0 


'/χ' 


Γ(χ) 


Πχ)  = 


ί  ι  -  ’/Λ' 


Χζ  -  €  /χ  +  2χ  χ" 


V 


1  -  '/χ  2  ~  -  '/χ 

-Τβ  X  -  2χ  6- 


) 


ο"  4  (1  -  2χ) 


X 


*α  εξετάσουμε  αν  η  ί'  είναι  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  στο  χ=0. 
>;,«>)= ο  ,  (λ  (0) = ι  ί  ιπ  1 


Η- 


χ  — >  0 


χ2 


V, 


Λ  1/  1 

■  α  να  υπολογίσουμε  το  Ιΐηι  ΎΓ  &  *  θέτουμε  —  ~ν 

4  X 

χ  — >  0 

V  V  4-  1  V  V  /  IV 

2  6  £  -6  Ο  (ο  —  ΐ) 


Ιΐιη  χ  υ  χ  =  (]ηη  =  1  ί ηι 

κ  >  ()  1  V  -)  Μ  V  V  — >  «Ο 


=  Ιΐιη 


(ν  +  1)2-ν2  ν_>οσ  ν2  +  2ν  +  1 -ν2 


'(υ-Ι)  1  ϊ  ιύι 


V  — >  *ο 


2ν+1 


-  (ε -  1)  Ιΐιη 


ν  +  I  ν 

ο  -ο 


2(ν  +  1)  +  1  -  2ν- 1 


=  (ο  —  1 )  1  ΐχτΐ 

V  — >  οο 


^  (€  ~  1) 
2ν  +  2  -  2ν 


=  (€-1)2  1 1  ΓΠ 

V  — 4  οο 


=-  +  00 


ρ(ί  1λ  (0)  =  0 

πότε  η  Γ  είναι  παραγωγίσιμη  στο  χ  =  0  και  Γ(0)  =  0. 

-ΐιίσης  έχουμε 

“I  λ 

ίο  (Π)  =  0  και  ίέ(0)=1ίιυ  ο" /χ — ^=0 

X  -4  (Γ  Χ 

ρα  η  ί  είναι  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  στο  χ-0  και  ί"  (0)  =  0,  οπότε 
ί'  είναι  δυο  ιρορές  παραγωγίσιμη  στο  Κ. 


ΘΕΜΑ  5 


α  εξετάσετε  ον  η  συνάρτηση  Ι:Κ^Κ  με  ί(χ)  “  |  X |  ημχ  είναι 
φαγωγίσιμη  <ττ<ι  σημείο  Χ  =  0. 
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Λύση 

χημχ  ,  αν  χ>  0 
Γ(χ)  =  <  0  ,  αν  χ  =  0 

-χημχ  ,  αν  χ<0 

V 

ι,,'  (0)  =  Πιπ  Μζ_!Μ=  1ίιη  ζΜΗ=  ]ίηι  (_ημχ)  =  ο 

χ  -»  0  χ  — >  ()  χ  — >  0” 

(V  (0)  —  1  ΐ τη  ϋΓπ  Χ^Χ=  Ιϊγπ  η μχ=  0 

X— >0Η  Χ->0^  Χ-4θΗ 

Αρα  ΐα'(0)  =  ίδ'  (0)  =  0  ,  οπότε  η  ί  είναι  παραγωγίσιμη  στο  χ  =  0  και 

Γ(0)  =  0. 


ΘΕΜΑ 


Να  βρείτε  την  παραγωγό  των  συναρτήσεων:  (ί)  ί(χ)  = 


('■<)  ί(χ)  = 


(ίν)  Γ(χ)  =  1η  χ  +  νχ2  +  α 


(ϋί)  ί(χ)  =  1ηημ3χ  (ν)  Γ(χ)  =  1ηείρ  τ+2 


Λύση 


π  χ 


152 


Διαφορικός  Λογισμός 


I  2 — Τ  α2  4  χ2  -  χ2 

να  Ή  χ  - — ■  ·η·  — »  „ 


Ι'(χ)  = 


2>/α2  4χ2 


α 


(ν/α2  η-  χ2 ) 


>/α2+χ>  (α2  +  χ2) 


/  ·,  γ//  ν  (η μ3^'  3συν3χ  Λ 

(,11)  ί«  =  1^='1^  =  3σ(Ρ3χ 


1+  2* 


(ίν)  Γ(χ)  = 


(χ  4-  ν/χ2  4  οϊ)'  2  ν/χ2  +  α  2ν/?4α 


χ  Η-  ν/χ2  4  α  χ  4  λ/χ2  4  α 


4  ^  -I- 


α 


ί(χ)  - 


ν/χ2  4  α 


4  X 


(χ  Η-  ν/χ2  4α)  νχ2  4  α  λ/χ24  α 


(ν)  Γ(χ)  = 


εφ 


6ι  χ^' 
4  +  2 


Δ 


/£.  _ 


ί 

2 


εφ 


ίπ  χλ 

4  +2 
V 


συ\? 


(π 

χ^ι 

'π 

χδ 

4 +  2 

εφ 

4 

+  2 

V 

V 

) 

1 


1 


\ 


αχ)  - 


χΝ 

χ  ημ 

4  +  2 

' 

Υπ  λ 

)  συν 

4  +  2 

ίπ  χλ 

άτ  χ5 

ίπ  δ 

2ημ 

Α  +  ? 

συν 

4  +  ? 

ημ 

'ι+χ 

V  > 

V  ,) 

V  7 

ν  ; 


συνχ 


ΘΕΜΑ 


7 


Ί  ',ΠΌΙ)  ί(χ),  χεΚ  μία  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  για  την  οποία 

ισχύει:  Γ(χ+>-)  =  ^1'(χ)  +  (;Κ1'(γ)  ,  για  κάθε  X,  Υ£  κ  .  ΔεΛομι-νου 
< μ. ι.  1'  (0)  =  2,  να  αποδείξετε  ότι,: 
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(ί)  ί(νχ)  =νβ(ν·1)χί(χ)  για  κάθε  Ν. 

<ϋ>  ϊ(0)=0 


(ίϋ)  Ιιηι 

χ  — >  0 


X 


(ίν)  Γ (χ)=ί(χ)  +  2βχ  για  κάθε  Χ<Ξ  Κ.  . 

Λύση 

(ΐ)  Για  ν=1  έχουμε  ί(χ)  =  Γ(χ)  αληθής. 

Δεχόμεθα  ότι  ισχύει  για  ν  =  1ί  δηλαδή 
ϊ(1ίχ)  =  1ί6^'1^ί(χ)  για  κάθε  χξΚ  με 
Θα  αποδείξουμε  ότι  ισχύει  και  για  ν  =  ^  +  1  δηλαδή 
ί((Κ+  1)χ)  =  (&  +  1)β^χί(χ)  για  κάθε  χεΚ 
«=>  1(1ίχ+χ)  =  1ίς1ίΧί(χ)  +  61ίΧί(χ)  για  κάθε  χεΚ 
<=>  θχΓ(^χ)  +  €1ίΧί(χ)=:1ίς,ίΧ£(χ)4-01ίΧί(χ),  Κ 
<=>  £((ίχ)  =  1ίβ^'1^χί{χ)  για  κάθε  χβΚ  η  οποία  ισχύει 

(ϋ)  Για  χ=γ=0  έχουμε  ί(0)  —  0 

(ίϋ)  Ισχύει: 

,.  ί(χ)  ,·  ί(χ)-£(0)  „/Λ,  „ 

I  ίΓπ  — -  =  1 1  πί  — - - =  Γ  (0)  =  2 

χ  — >  0  Χ  χ  — )  0  Χ~ Ο 


(ίν)  Έχουμε:  Γ(χ+γ)  =  €νί(χ)+€5Τ(γ)  ,  χ,γ€  Κ 

Για  γ  =  0  προκύπτει: 

Γ(χ)  =  1(χ)  +  2οχ 

για  κάθε  χ<=  Κ  που  είναι  και  το  ζητούμενο. 


(54 
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Να  βρεθεί  το  πεδίο  ορισμού  Ε  της  συνάρτησης: 

Ι'(χ)  =  ^χ  +  8-6νχ-1  . 

Να  εξεταστεί  αν  υπάρχουν  σημεία  στα  οποία  η  Γ  δεν  είναι  παραγω- 
γίσιμη. 


Λύση 


Η  ί  ορίζεται  όταν 


χ  -  1  >  0 

)  χ  4-  8  -  6λ^Γ-  I  >  0 


Γχ  - 1  >  ο 
χ  +  8  >  6>/χ  -  ί 


χ  -  1  >  0 

χ2+  16χ+  64-  36χ+  36  >  0 


χΖΙ 

χ2  -  20χ+  100>  0 


ίχ>  1 

^  |(χ-  ΙΟ)2  >  0 

Αρα  η  ΐ  ορίζεται  εφόσον  χ  >  1  οπότε  Ε  =  [1  >°°) 
Ι-Ι  ί  γράφεται  ί(χ)  =  χ  -  1  -  3)*~  =  I  λ/χ  —  1  -  3 1 


3-λ/χ-Ι  ,  1  <  χ  <  10 
λ/χ  -  1  -  1  ,  χ  >  10 


Είναι  προφανές  ότι  η  ί  είναι  παραγωγίσιμη  σε  καθένα  από  τα 
διαστήματα  (1,10)  και  (10,°®). 

Θα  εξετάσουμε  αν  η  ί  είναι  παραγωγίσιμη  στα  σημεία  χ=  1  και  χ- 10. 

ι'  /  ·ι  \  ,·  ί«-ί(1)  ,·  3  -  λ/χ  -  1  -3  ,.  -ΊΓΤ 

ίΛ ( 1)  =  | ιιπ  -  - —  =  Ιιιη  -  - —  ~  =  Ιπη 


-  I  ϊ ιη 

χ  ·  >  ι' 


χ  — >  I 

-  I 

\/χ  I 


χ-  ( 


χ  ->  I 


χ-  1 


χ  — >  I 


χ  -  I 
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Άρα  η  ί  δεν  είναι  παραγωγίσιμη  στο  σημείο  χ  =  1. 


Γ'  /,αν  ,'  ί(χ)  “  1(10)  ι .  3  —  λ/χ  —  1  -  0  ,.  3  —  λ/χ  —  1 

ία  (10)  =  1 ΙΓΪ1  - =  ΙΐΙΤΙ  - - - —  ΙίΓΠ 


χ-  10 
χ  — >  I <1  χ-ΗΟ 


χ  - 10 


χ  — >  10 
9  -χ  4- 1 


χ-  10 


,.  (3  -  νχ -  1 )  (3  +  νχ -  1  ,. 

=  Ιιιπ - - =  Ιιιπ —  , - 

-  (3  Η-  λ/χ  —  1  (χ  -  1.0)  _(χ  -  10)  (3  +  νχ  -  1 ) 

χ— »  10  ν  '  χ  — ^  1 0  ν  ’ 


—  —  1 1 ΓΠ 


χ  -  10 


^1(Γ(Χ-10)(.1+^1) 


1 

6 


/  Γ(χ)  -  1(1 0)  .  λ/χ  —  ϊ  -  3  , .  χ  -  10 

ίΛ(10)  =  1ιπι  — - ^  =  Ιιγπ  - =  Ιπτι 


-,-  Χ-10  >  χ  -  10  ,.  (χ  —  10)  (λ/χ-1  +3) 

χ  ->  I  ϋ  χ  — >  10  χ  -3  .1 0 


Γ,ι  (10)^4(10) 


οπότε  η  ί  δεν  είναι  παραγοιγίσιμη  στο  χ  =  1 0. 
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Να  βρεθεί  η  παραγωγός  V  τάξης  της  συνάρτησης: 

1  +  χ 
1  —  χ 


Λΰση 


-  (1  -  χ)  +  2 
1  -χ 


—  —  1  + 


—  1  +2  (1  -  χ)“  1 

1  —  χ 


Γ(χ)  =  2  (1  -  χ)-2  ,  ί"(χ)  =  2  ·  2  ■  (1  -  χ)-  3 

(χ)  =  2  ·  2  ·  3  ·  (]  -  χ)-  4  ,  ί<4>  (χ)  =  2  ·  2  ·  3  -  4  (1  -  χ)“ 5 

Με  τη  μέθοδο  της  τελείας  επαγωγής  θα  αποδείξουμε  ότι 

Γ^(χ)  =  2 - —  για  κάθε  ν^Ν*  (!) 

(I  -χ)ν  Μ 

•  Για  ν-  1  η  (!)  αληθεύει. 
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•  Έστω  ότι  η  (1)  αληθεύει  για  ν  =  1<:  και  θα  αποδείξουμε  ότι 
αληθεύει  και  για  ν  =  ^+Ι>  δηλαδή  ότι 

^+))(χ)  =  2._^±21! 


Χ  +  2 


(χ)  = 


2* 


(ΐ-χ) 

\ 


)ί+  ι 


&  +  \) 


(χ)  —  2 


α-χ> 

(^Ι)Ι 

Χ  +  2 


=  2  Έ!  Γ(1  -  χ)_ι<  “ 


=  21ί!(ΐ€  +  1)(1-χ> 


-V.-! 


(1  -χ)’ 

Λρα  η  (1)  αληθεύει  και  για  ν  =  Ιτ  +  1  οπότε  αληΟειίει  για  κάθε  νε  Ν*. 


ΘΕΜΑ 
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Δίνονται  οι  συναρτήσεις:  η  (χ)  =  ημχ  ,  ί2  (χ)  =  ημ3χ  και 

<3  (χ)  =  ημ*  χ 


(ϊ)  Να  δειχθεί  ότι 

4Υ)  (χ)  —  3ν  ημ 


ίί.ν)  (χ)  = 


ί 


ημ 


/ 


3χ+ 


νπ 


V 


2 


(ΐί)  Να  βρεθεί  η 


4ν)  (χ) 


χ  + 


ΥΛ 


λ 


Λ  V 


και 


7 


Λΰση 


€ 

(ΐ)  ί,  (χ)  =  συνχ=ημ 


6  πχ 

χ  +  ~ 


Ι'ι  (χ)  =  (τυν 


Χ+2 


λ 


/ 


=  ημ 


π  π 
Χ+2  1  2 


\ 

( 

=  ημ 

χ+  2 

. X.  - 

Με  τη  μέθοδο  τής  μαθηματικής  επαγωγής  τ)α  δείξουμε  ότι 


<ί°  (X)  = 


η  μ 


^  νπΝ 
X  -Ι-  τς- 


για  κάθε  ν<=Ν*  (}) 
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•  Για  ν~1  η  (1)  αληθεύει 

•  Έστω  ότι  η  (1)  αληθεύει  για  ν  =  ^  και  θα  δείξουμε  ότι  αληθεύει 
για  ν~)<  +  1?  δηλαδή  ότι 


ί  (1τ  +  1 )  π 

=  ημ  *+ — 5 — 


^  +  1,(χ)=  η  μ 


χ  +  (οι  ΪΙ ' 


=  συν 


χ  +  Ισι 

2 


(  \ζπ  π 

=  ημ  χ+τ+2 


“  /\  ν  \  ^ 

^  +  1)(χ)  =  ημχ  +  ^^ 

V  ) 

Αρα  η  (1)  αληθεύει  και  για  ν  — Ιε  +  1  οπότε  αληθεύει  για  κάθε  \έ  Ν*. 

'  (  π  \ 

ί2  (χ)  =  3  σ  υν3χ-  3  η  μ  +  ^ 

ί2  (χ)  =  32  συν  3χ+  ~  =  32  η  μ2  3χ  +  ~  ^  =  32  ημ  3χ  4- 

Με  τη  μέθοδο  της  μαθηματικής  επαγωγής  θα  δείξουμε  όπι 
ί!ν)  (χ)  =  3ν  ημ  3χ  +  για  κάθε  Ν’  (2) 


•  Για  ν  =  1  η  (2)  αληθεύει 

•  Έστω  ότι  η  (2)  αληθεύει  για  ν  =  ]£  και  θα  δείξουμε  ότι  αληθεύει, 
για  ν  =  Ιζ+1,  δηλαδή  ότι  ισχύει 

^+,)(χ)  =  31  +  ,ημί3χ  +  ί!^^' 


ί?  *  ^  (χ)  =  3^ημ  3χ+^  =  3Ιί+ 1  συν  3χ+ 


1οι  π  ι  Λ  +  ί 


=  3  ημ  +  —  -3  ημ  3χ  +  - — ^ 


(Ιί  +  1)  π 


Αρα  η  (2)  αληθεύει  και  για  ν-1ζ  +  1  οπότε  αληθεύει  για  κάθε  ν<ΞΝ"\ 
(ίί)  ί(χ)  =  ημ3(χ)=^^-:!1^  =  |ί|  (χ)-·|ί2(χ) 


Αρα  4Υ)  (χ) =  |  ό*  (χ) "  \  4ν)  (χ) 

,/νΊ ,  χ  3  (  νπ\  Κν  Α  νπή 

'λ  (*)  =  4ημ  χ  +  Ύ  “43  ημ  3χ+Τ 
\  )  \  ) 


1.58 
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Έστω  η  συνάρτηση  Γ(χ)  = 


1  -  χ 

1  Η-Χ 


.  Να  δειχτεί  ότι 


1<ν)  (χ)  = 


(-1)ν·  2·  ν! 
(1  +  χ)ν  + 1 


Λΰση 

Γ(χ)  =  ~(Χ  +  11)  +  2  =  -  1  +  =  -  1 +  2  (χ+  I)· 

χ  +  1  χ  -)- 1 

Γ(χ)  =  -  2  (χ  +  1 ) 


-2 


>-3 


Γ  (χ)  =  2  ·  2  (χ  +  1)' 
ί^’  (χ)  =  -  2  ■  2  ■  3  (χ  +  I)"4 

Θα  δείξουμε  με  τη  μέθοδο  της  μαθηματικής  επαγωγής  ότι 


ί<ν)(χ)  =  (-1)ν 


2·  ν! 


νΥ-Η  1 


>  για  κάθε  νοΝ*  (1) 


(χ  +  ΐ) 

•  Για  ν  =  1  η  (1)  αληθεύει 

•  Έστω  ότι  η  (1)  αληθεύει  για  ν  =  1ς  και  θα  δείξουμε  ότι  αληθεύει 
για  ν  =  Ιε  +  Ί1  δηλαδή  ότι 


1^  ■'  ι)  (χ)  = 


1<ι'ι|)(χ)  = 


=  (-  Ι)ι<+  1  ·  2  (1ι+  1)  ■  1<!  (1  +  χ) 


(-  Ι)1·"1-1  2  (^  +  1)1 

.  (ν  +  2 


(χ  + 1 ) 

(- 1)1"  2  ·  Ιί! 


(1+χ) 


Κ  -η  I 


=  (-1)'··2·|ς!|(1+χ)“,!  +  1  '  = 


-κ-ι  (-1)Ιί+1  -  2  (1<  +  1)! 


Λ  +  2 


(ΐ  +χ) 

Λρα  η  (2)  αληθεύει  για  ν  =  1<  +  1  οπότε  αληθεύει  για  κάθε  υεΝ*. 
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ΘΕΜΑ  12 

Να  αποδειχθεί  ότι  αληθεύει  η  ταυτότητα; 

(α  +  β  +  γ)2+(-  α  +  β  +  γ)2  +(α  -  β  +  γ)2  +(α  +  β  -  γ)2  = 
=  4  (α2  +  β2  +  γ2) 

Λΰση 

Θε'τουμε  χ=α  και  θεωρούμε  τη  συνάρτηση: 
ΐ(χ)  =  (χ+  β  +  γ)2  +  (-χ  +  β-ΐ-γ)2  +  (χ-β  +  γ)2  +  (χ4~β-γ)2-4(χ2  +  β2  +  γ2) 
Γ(χ)  =  2(χ  +  β  +  γ)-2(-χ+β  +  γ)  +  2(χ-β  +  γ)  +  2(χ+β-γ)-8χ 
Γ(χ)  =  2χΗ-2β+2γ  +  2χ-2β-2γ  +  2χ-2β +  2γ  +  2χ+2β'2γ-8χ  =  0 

Αφού  Γ(χ)  =  0  =»  ί(χ)  -  ο  ~  σταθερός 

Όμως  ί(0)  =  (β  +  γ)2  +  (β  +  γ)2+(γ-β)2  +  (β.γ)2-4β2-4γ2  = 

=  2β2  +  2γ2  +  4βγ  +  2γ2  +  2β2-4βγ-4β2-4γ2  =  0 

Αρα  ί(0)  =  0  ,  οπότε  ί(χ)  =  0  ί(α)  =  0  οπότε  έχουμε 
(α  +  β  4-  γ)2+(-  α  +  β  Η-  γ)2  +(α  -  β  +  γ)2  +(α  +  β  -  γ)2  =  4  (α2  +  β2  +  γ2) 


ΘΕΜΑ  13 


Έστω  η  συνάρτηση  Γ  με:  Γ(χ)  = 


1  _  Α 
—  6  /χ  ,  αν  χ^Ο 


χ 

0 


,  αν  χ  =  0 


Να  δείξετε  ότι  ΐ' (0)  —  0. 
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Λΰση 


,„ηχ  ,.  ί(χ)-ίίθ)  ,. 

ί  (0)  —  I ΙΓΟ  - 7 - ~  ΙΐΕΠ 


χ-»0 


χ-0  μ0χ'Ή6/.· 


1 


Θετουμε  ~2  =  γ>0  .  Όταν  χ— >0 
χ 


έχουμε  γ— >  +  <*> 


Άρα  Ιίπι  - —  =  Πέη  -  0 

X  -4  0  χν  +  ^  β  ^  ^  — >  +  οο  ©- 

Συνεπώς  Γ(0)  =  0 


ΘΕΜΑ  14 

Δίνεται  η  §  δύο  φορές  παραγωγίσψη  στο  [α?β]  και  8(χ)>0  για 
κάθε  ΧΕ  [(Χ?β] . 

§(Ρ)=2  (Ρ)=ο 

τότε  υπάρχει  Χη*Ξ  ((Χ?β)  τέτοιο  ώστε  §"(Χο)*0. 

Λύση 

Έστω  ότι:  £~(χ)  =  0  για  κάθε  χ<=(α,β). 

Τότε  §'(χ)  =  ο  (ε;  σταθερά)  για  κάθε  χ£(α,β). 

Επειδή  §χ(χ)  =  ο  και  η  £  είναι  παραγωγίσιμη  στο  [α,β],  με  συνεχή 

έπεται  ότι:  ο  =  £'(β)  =  0 

Λρα  β'(χ)  =  0,  για  κάθε  χσ  [α,β], 

δηλαδή  &(χ)  =  1<  (1<;  σταθερά)  για  κάθε  χΕ[α,β]. 

Αλλά  για  χ=β,  &(β)  =  0  =  1< 

οπότε  μ(χ)  =  0  για  κάθε  χε  [α,β],  άτοπο 
αφού  μ(χ)  >  0  για  κάθε  ΧΕ(α,β], 

Επομένως  υπάρχει  Χοθ[α,β|  τέτοιο  οκττε  μ"(χη)  -/  0. 
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ΘΕΜΑ  15 


Να  βρεθεί  η  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  ί:(0,Λ)-»Κ+  αν  ισχύει 


Γ (χ)ημχ+ Γ(χ)συνχ= 1*(χ)ημχ  για  χε  (ο, π) 


με 


ι 


Οφ 

4 

ν  ) 


Λΰαη 


<2 

2 


Έχουμε  (ί(χ)ημχ)'~ί(χ)ημχ 
Θετουμε  ,Η(χ)  =  Γ(χ)ημχ.  Έτσι  παίρνουμε 


Η'(χ)  =  Η(χ)  =>  Κ(χ)  =  €6  <=>  £(χ)  = 


ο  6 


ημχ 


Για  χ  =  ^  προκύπτει  ί 


6τ> 

4 

ν  / 


ο  6 


% 


2 


2 


<=>  0  € 


ν4 


άρα 


©Υ4ημχ 


ε  = 


ΘΕΜΑ  16 

Έστω  ί,§:Ι^Κ  και  αΕ  I  τέτοιες,  ώστε  1(α)=8(α)  κιιι 

ί(χ)+χ<8(χ)  +  α,  για  κάθε  ΧΕ  I.  Αν  οι  ί  και  £  είναι  παραγιο- 
γίσιμες  στο  01,  αποδείξτε  ότι  ί~ (α)  +1  =  2  (®) 

Λΰαη 

Ι(χ)  -  ί(α)  -ι-  (χ  -■  α)  ^  μ(χ)  -  μ(α) 


Εχουμε 


χ  α 


λ  α 


,  για  χ>α 
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ίω-Μ±(^.«)>£Μπ(?)  ,  για  χ<α 


χ-α 


χ~  α 


Άρα  ιίπχ  1(χ)-Γ(«)+.(χ-α)<1ί|τ1  ΜζΐΜ 


χ  -  α 


χ-α 


χ  ->  α 


X  -4  <1 


και  ΙίΓη  ΜιΜΐ^>Πηι  Μ 


χ-α 


χ-α 


χ  — >  η  X  — >  α 

δηλαδή  Γ(α)  η-  1  <  β'(α)  και  Γ(α)  +  1  >  β'(α) 
Συνεπώς  Γ(α)  +  1  =  §'(α) 


ΘΕΜΑ 


17 


Έστω  ΛΚ — >Κ.  που  πληρεί  τη  σχεΓση  I  Γ(α)  -  ί(5)  I  <  (α  -  Ιϊ)2  , 

για  κάθε  Κ.  Να  δείξετε  ότι  η  ί  είναι  παραγωγίσιμη  στο  Κ 

και  ότι  Γ(χ)=0. 

Λύση 

Έστω  χο  τυχαίος  πραγματικός  αριθμός. 

Εστω 

χ  ->  Χ0  Χ  ^ 

Έχουμε  [ί(α)-Γ(1>)Ι  <(α-&)2  =  |α-Έ|Ζ 

£(α)  -  £(£)) 


α  -  ό 
Συνεπώς  0< 


<|α-6|  για  κάθε  α,δ£  & 


ί(χ)  -  ί(Χη) 

χ-Χη 


<  |  χ  -  χ()  | 


και 


,.  {(Χ)-ί(Χο)  „  ,  ,  „ 

1 1  γπ - -“-  =  0  οποτε  1^=0 

X  ->  Χί)  χ  ~ 

Αρα  δείξαμε  ότι  το  υπάρχει  για  κάθε  χο^Κ  και  Γ(χο)  =  0,  για  κάθε 

Χ|)6  Κ. 
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ΘΕΜΑ 


18 


Να  βρεθούν  οι  συναρτήσεις  ί:Κ— τέτοιες,  ώστε  ί(α-χ)  =  Γ(χ)  , 
για  κάθε  ΧΕ  Β  ,  όπου  ΟΙΕ  Β  ,  σταθερά.  Να  εξεταστεί  η  περίπτοιση 


71 

α- 2 


Λύση 

Θέτουμε  α-χ  =  γ  και  έχουμε  Γ(γ)  =  Γ(α - γ)  =  -  ί"(γ) 

Αρα  ΓΧ/(χ)  +  ΐ(χ)  =  0 

οπότε  Γ(χ)  =  οΑ  ημχ  +  ο2  συνχ  (1)  όπου  οΑ ,  ο2  ε  Κ. 

Θα  εξετάσουμε  σε  ποια  περίπτωση  η  συνάρτηση  (1)  πληρεί  τη 
δοσμένη  εξίσωση 

ίκ  Λ  (τι  \ 

Γ(α  -  χ)  -  £'(χ)  -  ο1  ημ(α-χ)-ημ  -^--χ  συν  (α  -  χ)  +  συν  —  -  χ  - 

-  V  β  ί  V  ) 

Π  Α  Λ 

^  α  +  ΤΓ-  2χ  α  +  -τ-  2χ  ~ 

-  2α -π  2  .  2  π- 2α 

=  ο12  ημ — ^ —  συν - ^ - +  ε2  2  συν - ^ - συν — ^ —  = 


=  2  συν 


=  2συν - ^ - |ειημ[2_4  Ι_ε2ημ[2^4  || 

Άρα  θι~ο2  και  £(χ)  =  ο(ημχ  +  συνχ) 

7ΐ 

Αν  α  =  γ  τότε  η  σχέση  αληθεύει  για  κάθε  ,  ο2  ε  II 


2α  +  π  -  4χ 


2α  +  π  -  4χ 


α  π 


ϋιημ  2  “4  +02συν  2  "4 


α  π 


α  π 


α  π 


ΘΕΜΑ 


19 


θεωρούμε  την  παραγυιγίσιμη  συνάρτηση  Ι(χ),  ΧΕ  κ  με  Γ(χ)  — 
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για  κάθε  ΧΕ  Κ+  και  ί(ΐ)=ο 

Να  αποδείξετε  ότι:  ί(χγ)  =  ί(χ)  +  ί(^)  για  κάθε  Χ,^Ε  Κ+ 

Λύση 

Έστω  ένας  χοεΚ  +  ,  θα  αποδείξουμε  ότι: 
ϊ(χοχ)=ί·(χ)  +  ί(χο)  για  κάθε  χεΚ  + 

Έχουμε  (ί(χοχ))'=(χοχ)Τ(χ(>χ)=χο  ^  \ 

επίσης  (ί(χο)  +  ί(χ))'=Γ(χο)  +  Γ(χ)  -  ^ 

Ώστε  (ί{χοχ))'=  (ί(χο)+ΐ(χ)),' 

Επομένως  ί(χοχ)  =  ί(χ»)  +  ί:(χ)  +  ο 

Για  χ=  1  προκύπτει  ί(χο)  =  ί(χο) +  !(!)  + ο  =>  €  =  0 

Αρα  ί(χγ)  =  ί(χ)  +  ΐ(γ)  για  κάθε  χ,γεΚ  + 


ΘΕΜΑ  20 


Στο  επίπεδο  ΧΟ^  ένα  σημείο  διαγράφει  την  καμπύλη  που  ορίζεται 
από  τις  εξισώσεις  X  —  ί2-ί-2  και  γ  —  ί2  +  3ί  +  2.  Να  βρεθεί  η 
εξίσωση  της  εφαπτομένης  στην  καμπύλη  στο  σημείο  Μ,  για  1=1. 


Λύση 


Για  1  =  1  έχουμε  Μ(-2,6) 

Η  εξίσωση  της  εφαπτομένης  σε  ένα  σημείο  (χ0  >  γυ)  είναι 
)'-Υο=|(Χ-χϋ) 


όγ _  2ΐ  +  3 
άχ  2ί—  1 


1-1  ζητούμενη  εξίσιυση  είναι  γ-6  =  5(χ  +  2) 
δηλαδή  5χ  — γ+Ι6~Π 
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ΘΕΜΑ 


21 


Να  δείξετε  ότι  οι  καμπύλες:  (θ|)  :  ί(χ)  —  X  ημχΗ-  σ/υνχ+  X  και 


(«2)  :  §(χ)  = 


χ+  1 
χ2  + 1 


εφάπτονται  στο  σημείο 


Ρ(0,1). 


Λύση 


Οι  καμπύλες  εφάπτονται  στο  σημείο  ?  όταν  οι  εφαπτόμενες  τ<ην 
καμπύλών  στο  Ρ  ταυτίζονται. 

Επειδή  ί(0)  =  1  και  ε(0)  =  1  προκύπτει  ότι  το  σημείο  Ρ(0,1)  είναι 
σημείο  των  (οι)  και  (02). 

ί'(χ)  =  ημχ  +  χ  συνχ-  ημχ+  1  =  χσυνχ+  1 

Γ(0)  =  ί 

Η  εξίσωση  της  εφαπτομένης  της  (οι)  στο  Ρ(0,1)  είναι 

γ- 1  =  χ  Ο) 


χ2+  1  -  2χ(χ  +  1) 
(X2  +  ΐ)2 


1  ~  2χ  -  χ2 
5  ■> 

(χ2  +  ΐ)- 


ί'(0)  =  1 

Η  εξίσωση  της  εφαπτομένης  της  (02)  στο  Ρ(0,1)  είναι 

γ-1  =  X  (2) 

Αφού  οι  εξισώσεις  (])  και  (2)  ταυτίζονται  προκύπτει  ότι  οι  (οι)  και 
(02)  εφάπτονται  στο  Ρ(0,1). 


ΘΕΜΑ  22 

Να  γράψετε  την  εξίσωση  της  εφαπτομένης  στην  καμπύλη  (ο)  με. 
εξίσωση:  +  η  μ  (2^  —  X)  —  4  =  0  στο  σημείο  Μ  (2,1)- 
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Δ ιαφο ρ ιχ ϋ ς  Λ  ογ κη  ιό ; 


Λύση 

Έχουμε  4^/ΐ  +  ημ0-4  =  0  οπότε  το  Μ  ανήκει  στην  καμπύλη  (ο), 
Παραγωγίζουμε  τη  σχέση  χ2  νγ'+ημ(2χ-χ) -4 -0  και  βρίσκουμε 

2χ  +  (2/-  1)  συν(2γ-χ)  =  0  (1) 

Η  εξίσωση  της  εφαπτομένης  της  (ο)  σε  ένα  σημείο  Μ  (χ^  ,  γ())  είναι 

/ 

της  μορφής  γ  -  γ„  =  γ0  (χ  -  χ,,) 

Η  (1)  γράφεται  για  (χ0,γη)  ως  έξης 

/ 

+  χ»  +  (2%  -  I )  <™ν  (2γ0  -  χ0)  =  0 

Για  (χ0,γα)  =(2,1)  έχουμε 

1  Ο 

4  +  2  Λ) +  (2% -  1) συν (0)  =  0  η  4  +  2γ„  +  2  γ0- 1  =0  και  5'„  =  -| 
Συνεπώς  η  ζητούμενη  εξίσωση  είναι 
γ-1=-~(χ-2)  ή  3χ+4γ-10=0 

ΘΕΜΑ  23 

Δίνονται  οι  συναρτήσεις  ί(χ)=6χ  και  §(χ)  “6χημΧ.  Να  δείξετε 

ότι  οι  γραφικές  παραστάσεις  των  ΐ  και  β  έχουν  κοινά  σημεία  και 
ακόμα  ότι  σε  κάθε  κοινό  σημείο  τους  υπάρχει  μια  κοινή  εφαπτομένη. 

Λύση 

Οι  τετμημένες  των  κοινών  σημείων  δίνονται  από  την  εξίσωση 
οΧ  =  ε*ημχ  ή  εχ(ημχ-1)  =  0  =>  ημχ  =  I  => 

=>  χ  -  (4Κ  +  Ι)§  ,  1ν  €  ζ 

Γ(χ)  =  οχ  και  μ'(χ)  -  οχ(ημχ  +  ηυνχ) 

Οι  συντελεστές  διεύθυνσης  ιων  ι·φαπτομέν<»ν  των  ί  και.  μ  στα  σημεία 


Λ  ιαφ  <  >ρ  ικό  ς  Λ.  ογ  κ  τ  μ< )  ς 
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π 


χ  =  (4Κ+1)^ 


Γ 


<41ε+1)§ 


,  Ιίε  ζ  είναι: 

_&(4Ιί+1)η/2 


(4^+1)  § 

_β(41ί+1)% 

η  μ 

(  1Γ  "Ν 

(41ί+1)| 

+  συν 

(  π  λ 

(41+1)| 

- 

- 

1  ) 

V  λ 

_0(4^+1  )% 


Αρα  Γ 


(41:4-1) 


π 


=  8 


(4Κ+1)§ 


οπότε  οι  εφαπτόμενες  στα  σημεία  τομής  των  ί  και  £  είναι  κοινές, 
οπότε  οι  γραφικές  παραστάσεις  των  ΐ  και  £  εφάπτονται  στα  σημεία 
αυτά. 


ΘΕΜΑ  24 


Από  την  οικογένεια  καμπύλών  γ  —  (X*  (<Χ>1)  να  βρεθούν  εκείνες 

που  δέχονται  μια  εφαπτομένη  με  συντελεστή  διεύθυνσης  (X,  που 
διέρχεται  από  την  αρχή  των  αξόνων. 


Λύση 


Μια  εφαπτομένη  στην  καμπύλη  γ  =  αΧ  στο  σημείο  Μ(χ();γ())  έχει 

συντελεστή  διεύθυνσης  το  /  (χ^)  =  α*°  1η  α  . 

Συνεπώς  πρέπει  (1) 

αΧ|1 1η  α  -  α  ,  αχ°  =  ή  χ,ν  Ιη  α  =  1η·”— 

1η  α  Ό  Ιυα 


Αρα 


)  π 


α 


Ιη  α 


1η  (ϊ 


και 


>'  (Χ«)  = 


α 

1η  α 
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/ 


Συνεπώς  το  σημείο  επαφής  είναι  Μ 


1η 


α 


1η  α 


α 


V 


1η  α  *  1η  α 


Οι  συντεταγμένες  του  Μ  επαληθεύουν  την  εξίσωση  εφαπτομένης 
γ  =  αχ,  οπότε  έχουμε 

ι  α 

1η  τ 
α 


1η  α 


=  α 


1η  α  ~  1η  α 
Αφού  α>1  προκύπτει  ότι  1η 


'  α  ' 


=  1 


1η  α 

ν  / 

οπότε 


η 


α 


1η  α 


=  ο  η 


1η  α  1 


α 


ο 


*/  V  */  * 

ή  1ηαΛ=1πε°  και  α"  =  ού  οποτε  α  =  ο 
Επομένως  οι  ζητούμενες  καμπύλες  είναι  γ  =  υ\ 


ΘΕΜΑ  25 

Κστω  ί  παραγοογίσιμη  στο  Κ  με  ί(0)  =  1  και  ί(χ)<1998*  για 
κάθε  Χ€  Κ.  Να  βρεθεί  η  εξίσωση  εφαπτομένης  της  Οι  στο  σημείο 

Λ(Ο,ίΧΟ)). 

Λΰση 

11  εξίσωση  εφαπτομένης  δίνεται  από  τον  τύπο 

γ-γο  =  Γ(χ0)(χ-χο)  =>  γ-1  =  Γ(0)χ 
Για  να  υπολογίσουμε  το  Γ(0)  θεωρούμε  βοηθητική  συνάρτηση 

!ι(χ)  =  ί(χ)-1998χ  <  0  =  1ι(0) 

Σύμφωνα  με  το  θεώρημα  Ρεπηηΐ  1Γ(0)  =  0, 
άρα  Γ(0)-1η1998  =  0  =>  Γ(0)  -  1π1998 
Επομένως  υ  =  χ!η1998  +  1 
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ΘΕΜΑ  26 


χ  -  2 

Έστω  η  συνάρτηση  Υ  —  , .  =  -  Να  δειχθεί  ότι  ισχύει  η  σχέση; 

VI +  χ2 

(1  +  χ2)2/'  +  2χ(1  +  χ2)γ'  +  ^  =  0  (1) 

Αΰση 


,  (χ -  2)'  'ίϊΤΤ'-  (X -  2)  (νΓ+χΓ)' 

Εχουμε  χ  = - 


1  +  χ 


2 


VI +χ2- 


τ  2χ(χ-2) 


2  V χ 2  +  1  1  +  χ2  -  χ  (χ  -  2) 


χ2+  1 


νχ2+·1  (χ2  +  1) 
2χ+  1 


1  +  χ2  -  χ2  +  2χ _ 

λ/χ2  +  1  (χ2  +  1 )  ^χ2  + 1  (χ2  +  1) 

2γ  +  ι 

Αρα  (1  +  χ2) /=-.■'  (2) 

νχ  +1 

Αν  παραγωγισουμε  τη  (2)  βρίσκουμε 


2  V*2  + 1  -(2χ+1) 


2χ 


(1  Η-χ2)  γ"  +  2χγ'  = 


2  Λ^χ2  +  1 


χ2  Η- 1 


σ+χν+2χ/=2χ?·+2-χ(2χ+1) 


2  -  χ 


(X2  -4-  1)  λ/χ2  -ε  1  (χ2  +  1)  λ/χ2  +  1 


Δηλαδή  (1  +  χ2)2  +  2χ  (χζ  Η- 1 )  γ'  = 

ή  ( I  +  χ2)2  γ''  +  2χ  ()  -ι-  χ2)  γ'  -I-  χ  =  0 
Αρα  η  (})  ισχύει. 


2  -  χ 
λ^Χ2  4-  1 
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ΘΕΜΑ  27 

Να  δειχθεί  ότι  αν  Χ  +  }^  Η-  Ε  =  (X  *  θχ  τότε  ισχύει  η  σχέση: 

3^  γ/  =  χ  +  ^3Η-Ι<-1 
Λύση 

Έχουμε  1  +  3γ^  -  γ'  =  α  ·  υΧ 

Όμως  α  ·  6Χ  =  χ  +  γ3  + 1(  οπότε  3γ^  ·  γ'  =  α  ·  οχ  -  1  και 
3/  ■  /  =  χ  +  γ3  +  |ζ  -  1 


ΘΕΜΑ 


28 


Να  δείξετε  ότι  αν  χ2  +  Υ2  _  2αχ=  0  τότε  είναι 

5'2  -  X2  -  2χγ}'  =  0 


Λύση 


Εχουμε  2χ  +  2χ/  — 2α  =  0  =>  2γγ'  =  2α-2χ  => 
=>  2 χγγ'  =  2αχ-  2Χ2  =  -χ2-χ2  +  2αχ=  -  χ2  -  (χ2  -  2αχ) 

=  -χ^(ν)  =  /-Χ2 

Συνεπώς  γ2  -  χ2  -  2χγγ'  =  0 


ΘΕΜΑ  29 

Να  δειχθεί  ότι  αν  2χ  —  ^  ~  (1^  (I)  τότε  2γ  Η-  —  6χ)  γ  =  0  (2) 


Διαα)θοιν.(κ  Λονισικκ 
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Αΰση 

Θειοροΐίμε  το  χ  συνάρτηση  του  γ  και  έχουμε 

γ'  =  ^=  I  :^=1:χ'=- 
ιΐχ  άγ  χ' 

Η  (2)  γράφεται  2γ  +  —  (γ2 -6χ)  =  0  <=> 

X 

<=>  2γχ'  +  Υ2  -6χ  =  0  (3) 

Παραγωγίζουμε  την  (1)  και  έχουμε 

2χ/  =  2γ  -  3γ^  α  <=>  χ'  =  γ  -  —  γ2  α 

2γ  γ-|«γ2  +  γ2-6χ  =  2γ2-3αγ:,  +  γ2-3(γ2-αγ3) 

=  2$^  -3αγ3  +  γ2  -  3/  +  3αγ3  =  0 
Αρα  η  (3)  ισχΰει  οπότε  ισχύει  και  η  (2). 


ΘΕΜΑ 


30 


Να  δειχθεί  ότι  αν  X— 1  +  5^  +  (X  V 1  +  (1)  τότε: 

1  +  5^  =  (Χ5Μ- ?  +  Υ3)  γ'  (2) 

Λύση 

Θεωρούμε  το  χ  συνάρτηση  του  γ  και  έχουμε 

/  ά\/  όχ  .  ,  1 

γ=-Γ-1:-Γ={  :  χ  =  — 

3  ίΐχ  άγ  χ' 

Παραγωγίζουμε  την  (1)  και.  έχουμε 
...  _  ο . . ?ν  „  _  ... ,  να 


χ'  =  2γ  -ι-  α 


<=>  χ'  =  2γ  + 


V]  +  γ2 


Η  (2)  γράφεται  ισοδύναμα 


Ί  χγ-ΐ  γ-ΐ-γ  ,  η 

\  -I-  γ  '  ·  -  ·  ·; - <=>  X  (I  I  γ")  χγ·1·γ  1  γ 
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2ν  + 


αγ 


\ 


λ/1  + 


(1  +γ2)-χν-γ-γ1  = 


'2Υ  +  -2Ϊ 


7 


Υ 


νΓΤ7 


(1  +  ν2)  — ν(1  -ι-  ν2  +  α  7ΓΓ7)  -  V  -  >'3  = 


/ 


3 


=  2^  +  2/+-  ^— -Η-7αγ  -γ-γ3-αννΐ  +γ2  -γ-γ3  = 
ν.ι+γ  ΊΊ+γ 

_  α  υ  (Υ2  +_|_)  _  +  |  Λ/γ2  -(- 1  -  αγ  λ/^2  +  1  =  0 

V/*  + 1 

Λπα  η  (2)  αληθεύει. 


ΘΕΜΑ  31 

Να  αποδειχθεί  ότι,  για  κάθε  Χ£Ε  Κ  και  ν£  Ν  *  ισχύει  η  ταυτότητα: 

(χ  +  2Χ2  +  3Χ3  +  . . .  +  νχν)  (χ-  I)2  - 
_  V  χν  +  2  -  (ν  +  1)  χν  + 1  +  χ 


Λύση 


(χ  +  2χ2  +  3χ^  +  ...  Η-  νχ')  (χ  -  I )2  =  χ  (I  +  2χ+  3>Τ  +  . . .  +  νχν “  ')  (χ  -  I)2  = 


=  X  (X  -  Ο2  ^  (χ  +  χ2  +  ■  ··  +χν) =  χ  (χ  -  ^ 


ί  ν 
χ  -  1 

χ - 


χ(χ-Ι)2  ά 


<Ιχ 


ν  +  1-χ^ 

χ  - 1 


=  χ  (χ  -  1 ) 


χ-  I 

2  (χν + 1  ~  χ)’  (χ  - 1 )  ~  (χν  + 1  ~  χ)  (χ  _  ι  / 


(*-1)2 


χ.(χ— χ  Κ(ν  + 1)  χν  -  ί)  (χ  - 1)  -χν+ 1  +χ]= 
(χ-  0 

χ  |  (ν  -ι-  I )  χν  +  1  -  (ν  +  1)  χν  —  χ  +  1  -  χν  +  '  +  χ]  = 


-  χ  |  ν  χν  1  -  (ν  -Η  1 )  χν  +  I  ]  -  ν  χν  1  2  -  (ν  -I-  I )  χν  '  1  -ι-  χ 
>2υ νιπόις  (χ  -ι·  2Χ2  +  3χ3  ι-  . . .  ι  ν  χν )  (χ  1 )  ν  χν  1  2  -  (ν  -Η  I )  χν  1  1  ι-  χ 
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ΘΕΜΑ 


32 


Αν  Ρν(χ)  είναι  ε'να  πολυώνυμο  με  πραγματικούς  συντελεστές» 

αποδείξτε  ότι  όταν  η  εξίσο)ση  Ρν  (χ)  =  0  έχει  όλες  τις  ρίζες  πραγ- 

//  /  2 

ματικές  τότε:  Ρν  (χ)  Ρν  (χ)  ~  Ρν  (χ)  <  0  για  κάθε  ΧΕ  Κ. 

Λύση 

Ρν  (χ)  =  α  (χ - χ^)  (χ -  χ7)  ,..(χ-χν) 

9 

Ρν  (χ)  =  α  [(χ  -  χ2) . . .  (χ  -  χ  ν)  +  (χ  -  Χ|)  (χ  -  χ3)  · . .  (χ  -  χ  ν)  4 
+  (χ  “■  Χ|)  ...  (X  —  X  ν  -  0] 


1  1  1 

4- - 4  ...  4 - 


Ρν(χ)  ^ 

Ρν  (X)  X  — χΙ  χ-χ2  Χ-Χν 

1  1 


41  (χ) Α 


ν 


Ρν  (χ) 


1 


(χ  -  χ()2  (χ  -  χ2)2 


(χ  -  χ  ν)" 


<0 


. .  Ρν  (χ)  Ρν  (χ)  -  Ρν  (χ)  Ρν  (χ)  .  „ 
<=>  - ζ - <  υ 

Ρν  (χ) 

Ρν  (χ)  Ρν  (χ)  -  [Ρν  (χ)]2  <  0 


ΘΕΜΑ  33 


Έστω  (X  ,  βΕ 


ί  3*  δ 

0  - 
υ>2 


,  α<  Ρ  και  1 :  [α,  β]  — »  Ρ  μια  συνάρτηση 


παραγιογίσιμη  στο  (<Χ,β)  με  ί(χ)  Ε  Ρ  για  κάθε  ΧΕ  (<Χ  ?  β).  Αν 
1  ΐ ΓΠ  ί(χ)£Κ  και  Ηιπ  ί(χ)£  Κ  ,  αποδείξτε  ότι.  υπάρχει  τουλάχι- 


χ  — >  α  χ  (1 

στον  ενα  06  (α,Ρ)  τέτοιο»  ώστε: 
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τττ  =  2  ίσ(ρ(α  _  ε) +  σίΡ  (Ρ  - 

ί(ο) 

Λΰαη 

'!■',(  ικο  β:[α,β] — >Κ.  ,  με  §(χ)  =  £(χ)  ημζ  (α  -  χ)  ημ2  (β  -  χ) 
μ(α)  =  £(β)  =  0  και  η  8  είναι  παραγωγίσιμη  στο  (α,β). 

I  ίηι  ^(χ)  =  Ιΐιη  ί(χ)  ημ2  (α  -  χ)  ημ2  (β  -  χ)  = 

χ  -->  κ  χ  — » α 

=  I  ϊ  ιπ  ί(χ)  -  0  -  0  =  £(α) 

χ  α 

Πιτι  β(χ)  =  Ιίίπ  ί(χ)  ■  0  =  Β(β) 

X  — )  \\  X  -)  0 

Συνεπώς  η  %  είναι  συνεχής  σιο  [α,β],  οπότε  βάσει  του  θ.  Κο11ο 
υπάρχει  οσ(α,β)  τέτοιο,  ώστε  £'(ο)  =  0. 

μ'(χ)  =  ϊ\χ)  ημ2(α  -  χ)  η  μ2(β  -  χ)  -  ί(χ)  2  η  μ  (α  -  χ)  συν  (α  -  χ)  ημ2(β  -  χ)  - 
-  2  ημ  (β  -  χ)  συν  (β  -  χ)  ί(χ)  ημ2(α  -  χ) 

Λρα 

Γ(υ)  ημ2(α  -  ο)  ημ2(β  -  ο)  =  2  [  ί(ο)  η  μ  (α  -  ο)  συν  (α  -  ο)  ημ2(β  -  ο)  + 

+  ((ο)  η  μ  (β  -  ο)  συν  (β  -  ο)  ημ2(α  -  ο) 

Γ(0.  =  2  ημ  (α  ~  ο)  συν  (α  -  ο)  ημ2(β  -  ο)  | 
ϊ(υ)  η  μ2(α  -  ο)  η  μ2(β  -  ο) 


ημ  (β  -  ο)  ουν(β  -  ε)  ημ2(α-ε) 
ημ2(α-ε)ημ2(β-ε) 


'(ί"  =  2  |  σφ  (α  -  ο)  +  σΓρ  (β  -  ε)] 

1(ε) 
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ΘΕΜΑ  34 

Έστω  ί :  [0,  1]  — >  Κ  μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  με  Γ"  συνεχής 
και.  αΰξουσα  στο  [0,1].  Αν  ί(0)=ί(1)=0,  αποδείξτε  ότι  Γ(χ)<0 
για  κάθε  ΧΕ  [0,1]. 

Λύση 

Η  ί  είναι  συνεχής  και  παραγωγίσιμη  στο  [0,1]  οπότε  βάσει  του  θ. 
Κο11β  υπάρχει  ος(0,1)  τέτοιο,  ώστε  Γ(ο)  =  0 
Αν  χ>ε  είναι  Γ(χ)  >  Γ(ο)  -  0 
Αν  χ<0  είναι  Γ(χ)  <  Γ(ο)  =  0 


X 

0  ο  1 

η· 

—  0  + 

ί(χ) _ 

- - -  ί(ο)  - - - * 

Άρα  η  ί'  είναι  φθίνουσα  στο  (Ο,ο)  και  αΰξουσα  στο  (ο,Ι) 
οπότε  Γ(χ)  <  0  για  κάθε  χσ[0,1]. 


ΘΕΜΑ  35 


Έστω  η  συνάρτηση  Γ:  [α,  β]  — >  [1,  °°]  συνεχής  στο  [α,β]  και 
παραγωγίσιμη  στο  (α,β)  τέτοια,  ώστε  ί(α)=ϊ(β)=0.  Αποδείξτε 
ότι  υπάρχει  ΟΕ  ((Χ,β)τέτοιο  ώστε: 


4  ο  ί(ο)  1η  ί(ο) 


1  +  1η  ί(ο) 
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Λύση 

.  ,  τ^/  ίϊχ)ΐηί(χ)  . 

I  ,(τχο)  Ρ(χ)  = - 5 -  ,  χ  ε  [α ,  β] 

ο2* 

Ρ(«)  =  ΜΙίΐΜ  =  ο 

β2η 

Ρ((ί)=Μ>"«Ρ>=0 

Λρα  βάσει  του  0.  Κ,οΙΙβ  υπάρχει  θΕ(α,β)  τέτοιο,  ώστε  Ρ'(ο)  =  0. 


■ομι„ζ 


4χ 


ϊ'(χ)  Ιη  ί(χ)  +  ί(χ) 


Μ 

ί(χ) 


β2χ  -  4χ  ί(χ)  Ιη  ί(χ)  ε2λ 


4χ 


Άρα  υπάρχει  οΕ(α,β)  τέτοιο,  ώστε 
Γ(ο)  I  η  Γ(ο)  4-  Γ(ο)  =  4ο  £(ο)  1η  ί(ο) 

4ο  Γ(ο)  Ιη  ί(ο) 


I  '(ο)  - 


1  4-  Ιη  Γ(ο) 


ΘΕΜΑ  36 

Ίίοτ(ΐ)  ί :  [α,  β)  — >  η  μια  συνάρτηση  3  φορε'ς  παραγωγίσιμη  στο 
1«»β  Ιιι«·-  τις  ιδιότητες  Γ(α)=ί(β)  και  Γ(«)=Γ(β)  =  0  .  Από- 
δείξτε  άτι  υπάρχει  Χο£  [α,β]  τέτοιο,  ο>στε  Γ"(χο)=0. 

Λΰαη 

Ιίππίίι)  Γ(<0 -- !((!)■  ('ιίαη  τοιι  (I.  ΚοΙΙο  ιυκί(>χι;ι.  οε(<(,|1)  τι'τοιο,  <·'ητχ«·. 
Γ(ο)  Ο. 
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Εφαρμόζουμε  το  Θ.  Κοίΐο  για  την  Γ  στα  διαστήματα  |α,ο]  και  [ο,β], 

! 

οπότε  υπάρχουν  χιΕ(α,ο)  και  Χ2ε(ο,β)  τέτοιοι,  ώστε  ί~(χι)  =  0  και 

Γ(Χ2)  =  0. 

Εφαρμόζουμε  το  θ.  ΚοΙΙε  για  την  ί"  στο  διάστημα  [χ ι ,  οπότε 
υπάρχει  χοε(χι,Χ2)  τέτοιο,  ο3στε  Γ"(χο)  =  0. 


ΘΕΜΑ  37 


Έστώ  ί,β*  [<Χ,  β]  — >  Κ  δυο  συναρτήσεις  δυο  φορές  παραγωγίσι- 

μες  που  μηδενίζονται  στα  (X  και  β  .  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  |€(α,β) 
τέτοιο,  ώστε:  Γ(Ι)8(Ι)+,2Γ(|)8'(|)  +  Γ(|)Γ(1)  =  0 

Λύση 

Έστω  φ(χ)  =  ί'(χ)§(χ)  +  ί(χ)§'(χ) 

Η  φ  είναι  συνεχής  και  παραγωγίσιμη  στο  [α,β]  και  φ(α)  =  φ(β)  =  (), 
οπότε  βάσει  του  θ.  ΚοΙΙβ  υπάρχει  ξΕ(α,β)  τέτοιο,  ώστε  φ'(ξ)=0 
™  (χ)  =  Γ(χ)β(χ)+Γ(χ)8'(χ)  +  Γ(χ)8'(χ)  +  ί(χ)8"(χ)  = 

=  ΐ"(χ)δ(χ)+2ί'(*)δ'(χ)+ί(χ)ίΓ(χ) 

Άρα  Γ'(ξ)8(ξ)  +  2ί'(ξ)^(ξ)  +  ί(ξ)8"(ξ)  =  0 

ΘΕΜΑ  38 

Αν  οι  παραγωγίσιμες  συναρτήσεις  ϊ  και  £  έχουν  την  ιδιότητα  ότι 

¥ (χ)§(χ) -Γ(χ)§^(χ):Α0  σε  ένα  διάστημα  I,  αποδείξτε  ότι  μεταξύ 

δυο  πραγματικών  ριζοόν  της  ί  βρίσκεται  τουλάχιστον  μια  ρίζα  της  β 
και  αντιστρόφως. 

Λύση 


Εστοι  X,  >  χ?  δυο  ρίζες  της  Γ.  Έχουμε  μ(.ν,)  /-  0  και  μ(χ?)  Φ  0  . 
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Έστο)  ότι  β(χ)^0  για  κάθε  Ιί:(χι,Χ2]-^Κ  με  Ιι(χ)  = 


Μ 

£(*) 


II  I)  είναι  παραγωγίσιμη  και  συνεχής  στο  [χι,Χ2],  1ι(χ ι )  =  1ι(χ2)  —  0 
Αρα  βάσει  του  0.  Κοίΐε  υπάρχει  οε(χι,Χ2)  τέτοιο,  ώστε  1\'(ο)  =  0  <=» 
Γ(ο)  β(ο)  -  ί(ο)  β'(ε) 


β2(<0 


=  0  <=>  Γ(ε)β(ο)  -  ί'(ο)  β'(ε)  =  0  (άτοπο) 


Αρα  η  β  έχει  τουλάχιστον  μια  ρίζα  στο  (χ^,χ*). 

Όμοια  εργαζόμαστε  για  να  αποδείξουμε  το  αντίστροφο. 


ΘΕΜΑ  39 


Εστω  ί :  (α  ,  β)  — >  ϋ  μια  συνάρτηση  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  στο 

((Χ,β).  Αν  στη  γραφική  παράσταση  της  {  υπάρχουν  4  διακεκριμένα 
σημεία  που  βρίσκονται  επάνω  σε  μια  παραβολή 

Ρ(χ)  —  (XX2  +  βχ  +  Υ  αποδείξτε  ότι  υπάρχει  ^Ε  (<Χ,β)  τέτοιο,  ιόστε 

Γ"(ε)  =  0. 


Λύση 


Έστιο  χι  <Χ2<χ^<Χ4  οι  τετμημένες  των  σημείων  και  αχ2  +  βχ+γ  =  Ρ(χ) 
η  παραβολή  στην  οποία  βρίσκονται  τα  σημεία. 

Έστω  §(χ)  =  ί(χ)-Ρ(χ)  ,  όπου  χε(α,β) 
β(Χ|)  =  ί(χΐ)-Ρ(χΐ)ί=0  ,  β(Χ2)=0  ,  β(Χ3)=0  ,  β(Χ4>  =  0 
Αρα  βάσει  του  0.  ΚοΙΙο  υπάρχουν  οξ  (χι,χ2),  02Ξ  (χ2,*3)  και  03£  (χ3>*4) 
τέτοιοι,  ιυστε  β'(οι)  =  β'(θ2)  =  £"(03)  =  0- 

β  * 

ΙΙάσει  του  0.  ΕοΙΙβ  υπάρχουν  ο\  &  (°ι  ^  °2)  Χαι  °2  £  (ο2  ,  ο3)  τέτοιοι, 
ώστε  =β//(ο2)  =  0  , 

/  / 

Βάοει  του  θ.  Κ,οΙΙβ  υπάρχει  ο ε  (ο,  ,  ο2) €  (ο  ,  β)  τέτοιοι,  ώσ’ε 


Β"·(«)  =  0  » 


(··"(€)  =  Ρ"'(υ)=0  ,  άιοτι  Ρ"'(χ)  =  0  για  κάθε  χ<=(α.β). 
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Έστω  (Χ,βΕ  Κ,  Οί<β  και  ίζ£?Ιΐ:  [α,β]  — >  Κ.  συναρτήσεις  παρα* 
γωγίσιμες  στο  (α,β)  ο  ι  οποίες  δεν  έχουν  ρίζες  στο  (α,β).  η  Γ  είναι 
φραγμένη  στο  [α,β]  και  οι  §  και  Ιΐ  είναι  συνεχείς  στο  [α,β]  με 
δ(α)  =  §(β)  =  1ι(α)  =  1ι(β)=0.  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  τουλάχι- 

-  ,  ,  Π»)  .  β'«)  .  »'«:)  „ 

στ ον  ενα  ΟΕ  ( α,ρ  )  τέτοιο,  ώστε: - Η  — —  + - —  ϋ 

ί(ο)  8(ο)  Κ(ο) 


Λύση 


Επειδή  η  ί  είναι  φραγμένη,  υπάρχει  Μ>0  τε'τοιο,  ώστε  |ί(χ)|  <Μ  , 
για  κάθε  χ€  Κβ].  Αρα 

Ιίιη  I  ί(χ)  8(χ)  1ι(χ)|  <Μ  1ί)ΐι  I  β(χ)  I  Ιίηι  I  Η(χ)  I  =  Μ  Ιβ(α)|  |ΐι(«)|  =0 

χ  α  χ  ->  α  χ  -»  α 

Όμοια  Ιίτπ  |  ί(χ)  β(χ)  Ιι(χ)  |  =  0 

X  ->  β 

Επειδή  (ί  β  Η)  (α)  =  (Γ  β  1ι)  (β)  =  0 

προκύπτει  ότι  η  συνάρτηση  (ί  ■  §  ■  1ι)  είναι  συνεχής  στο  [α,β|  και 
παραγωγίσιμη  στο  (α,β). 

Αρα  βάσει  του  β.  ΚοΙΙε  υπάρχει  οβ(α,β)  τέτοιο,  ιυστε 
(ί-β-Η/ί  ο)  =  0 


Όμως  (ί  ·  §  ·  Κ)  (χ)  Φ  0  για  κάθε  χε  (α,β)  οπότε 
(ί  ·  β  ■  Ιι)'  (ο) 


(Γ  ·  β  ■  Ιι)  (ο) 


=  0  <=> 


ί'(ο)  Ιι(ο)  β(ο)  +  Γ(ε)β/(ο)  Ιι(ο)  +  ί(ο)  β(ε)  ^(υ) 


Γ(ο)  β(ο)  ίι(ο) 


Διαφορικός  Αογισίυχ 


1Η0 


ΘΕΜΑ  41 


Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  ϊΐ[(1,1)] — >Κ.  παραγωγίσιμη  στο  (α,1>). 
Αν  ί(χ)*0,  για  κάθε  ΧΕ  να  δε  ιχθεί  ότι  υπάρχει  τουλάχιστον 

.  ,  1Χ  Γ(ξ)  1  1 

ένα  ξΕ  (α,Π)  τέτοιος  ώστε:  - *"  = - + - - — ■ 

ϊ(|)  α-ξ  &-ξ 


Λΰση 

Έστω  §:Κ— με  £(χ)  =  ί(χ)(χ-α)(χ-ό).  Η  £  είναι  παραγωγίσιμη  στο 
(α,6)  β(α)  =  φ)  =  0 

Λποδεικνΰεται  εύκολο  ότι  η  £  είναι  συνεχής  στο  [α,ό].  Ειραρμόζουμε 
το  θ.  Κοίΐβ  στο  (α,ό)  και  έχουμε  3  ξε(α,1>)  τέτοιο,  οπττε  β'(ξ)=0 
Όμως  β'(χ)  =  Γ(χ)(χ-α)(χ-ό)  +  ((χ)[(χ-α)(χ-ό)]^ 

=  Γ(χ)(χ-α)(χ-β)  +  Γ(χ)[(χ-ό)  +  (χ-α)] 

Λρα  £  (ξ)  =  Γ(ξ)(ξ-α)(ξ^)  +  ΐ(ξ)[(ξ-ό)  +  (ξ-α)] 

Ομως  β'(ξ)  =  0  =>  Γ(ξ)(|-α)(ξ-Ι>)+ί(ξ)[(ξ-1>)  +  (ξ-α)]  =  0  =* 

Γ(ξ)  (5  -  ξ)  -4-  (α  ~  ξ)  _  1  |  1 

ί(ξ)  (α-ξ)(ό-ξ)  α-ξ  1>-ξ 
Αρα  3  ξ€(α,ό)  τέτοιος,  ώστε: 

0|)=  ί  ,  1 

1(1)  α-ξ  ό-ξ 


ΘΕΜΑ 


Έστω  ίΥΚ.^->Κ  τέτοια,  ιίχιτε  ΐ'  διατηρεί  σταθερό  πρόσημο  στο  Κ. 
και  Ιίιη  Γ(χ)  =  Α  €  Κ  .  Αποδείξτε,  ότι:  Πιϊι  ί(χ)  =  0 


X  — )  οο 


X  — >  03 


Διαφορικός  Λογισμός 


181 


Λύση 


Έστω  όχι  Γ'(χ)>0  για  κάθε  χεΚ.  Θεωρούμε  α>0,  σταθερό-  Από  το 
Θ.Μ.Τ.  για  κάθε  χε  Κ  υπάρχει  εΧε(χ,χ  +  α)  τέτοιοι,  ώστε 
ί(χ  +  α)  -  £(χ) 


α 


-  ί'(εχ) 


Επειδή  η  Γ  είναι  γνησίως  αυξουσα,  έχουμε 

Γ(χ)  <  Γ(εχ)  <  Γ(χ  +  α)  ,  για  κάθε  χεΚ 

-λ  ι  χ  „  ί(χ  +  α)  -  1(χ)  ,  /Τ1 

Αρα  ϊ  (χ)  < - - - <  ί  (χ  +  α)  (!) 

I 

Θέτουμε  στημ  (!)  χ— >χ-α  και  έχουμε 

Γ(χ  -  α)  <  — —  <  Γ(χ)  ,  για  κάθε  χε  Κ. 

^  ,  ί(χ)  -  ϊ(χ  -  α)  Γ//  ((χ  φ  α)  -  Γ(χ) 

Συνεπώς  - - - -<ί(χ)<  — 


α 


α 


Όμως  Ιίπτ  ί(?)-ί(χζα)=  «*  +  οθ^Κχ)  =  Α^Α 

Γ  χ  α 

χ  — ^  00  χ  — >  °° 

Άρα  Ιΐιτι  ί(χ)  =  0 


α 


α 


&ΈΜΑ  43 


Έστω  ί,§1  [(X,  β]  — ^  Κ  συναρτήσεις  παραγωγίσιμες  στο  Ια,β]. 
Αποδείξτε  ότι.  μεταξύ  δυο  ριζών  της  εξίσωσης  Γ(χ)=0  υπάρχει  μια 
ρίζα  της  εξίσωσης  Γ  (χ)  +  ί(χ)§"(χ)  =0. 


Λύση 

Έστω  Ιι:[α4β|~>Κ  με  Η(χ)  =  ί(χ)ο^χξ  Η  I)  είναι  παραγιογίσιμη  στο  [α, 
καί,  οι  ρίζες  το>ν  I)  και  Γ  είναι,  ίδιες. 

Ιό(χ)  -  ί'(χ)  οί:ί^-Μ(χ)  ^,'(χ)  υ,;ίχ)  '(χ) -μ I '(χ)| 

Μεταξύ  διίο  ριζιον  της  I)  υπάρχει  </  τέτοιο,  (όστε 


1 82 


Διαφορικό;  Λονισμό·: 


Ιά(ο)  =  0  ί'(ο)  +  ί(ο)&'(ο)  =  0 

Λρα  μεταξύ  δυο  ριζιον  της  ί  υπάρχει  μία  ρίζα  της  Γ(χ)4-ί(χ)8'(χ)~(). 


ΘΕΜΑ 


44 


/ 


Ί<ττω  ί :  [α,  β]  — »  Κ  ,  (α<β)μεα,β€ 


0, 


Ίΐ 


\ 


ο  η  συνεχής  στο  [(Χ,β]  και  παραγωγίσιμη  στο  («,β).  Αν 

·ι(χ)  =  ~  [α,  β]  και  §(χ)  =  ^  ,  χ<=  [α,  β]  ,να 

αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ξε  (<*,β)  τέτοιος,  ώστε: 


μια  συναρτη- 


) 


ημ«ί(β)-ημβί(«) 
ημα-  ημβ 


=  ί(ξ)  -  Γ(ξ)  εφξ 


Λΰση 

Ιίπειδή  για  τις  συναρτήσεις  ί,  §,  Ιι  ισχύει  το  Θ.Μ-Τ.  έχουμε 

,  συνξ  Γ(ξ)ημξ-ί(ξ)συνξ  ν  ρ 

Β(ξ)  =  - — 2 Γ>  Μξ)  =  - - τΖ -  »  ς€(α,β) 

ημξ  ημΑ 

ι 


αλλιι  (β-α)£'(ξ)  = 


ημβ  ημα 


1  ;  ,  (β  -  «)  1»'(Ι)  =  ί(β)  ^ 


ημβ  ημα 


{(Ρ)  ((«)  ΠΙ)ημξ-£(ξ)  συνξ 

Λ  Η'(ξ)_ημβ~ημα_  ημ2ξ 


<-> 


Κ'(ξ) 

ημβ  ημα 

ημ«  Κ  β)  -  ημβ  ί(α) 


συνξ 

ημ2ξ 


ημα- ημβ 


=  ί(ξ)  -  Γ(ξ)  εφξ 


Διαφορικός  Αονιαμός 


183 


ΘΕΜΑ  45 


Έστω  ί  1  [(X,  β]  — >  Κ.  μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  με  ΐ'  γνησίως 
μονότονη.  Αποδείξτε  ότι  για  κάθε  €Ε  ((Χ,β)  υπάρχει  Χο€ί  [α,β] 

_  Γ(«)  -  ί(χρ)  ,  ^  _  ί(β)  - 

α-χο  η  β-χο 


τέτοιος  ώστε: 


Λύο/η 


Έστω  Φ,'ψ:  — : >Κ  με 

ΐ(α)  -  ί(χ) 


φ(χ)  =  · 

α  -  χ 

ί'(«) 

(ί(β)-ί(χ) 

ψ(Χ)  =  < 

β-χ 

Γ(β) 


χ  ε  (α  ,  |1] 
χ  =  α 

χε  [α,  β) 
χ-β 


Οι  φ  και  ψ  είναι  συνεχείς  και  φ(β)  =  ψ(α)“ 


ί(α)-ί(β) 

α  -  β 


Έστω  ότι  η  Γ  είναι  γνησίως  αυξουσα- 
Τότε  φ(α)  =  Γ(α)  <  Γ(ο)  <  Γ(β)  =  ψ(β) 

Αν  ( 1 )  φ(β)>Γ(ο)  τότε  φ(α)  <  Γ(ο)  <  φ(β) 

οπότε  υπάρχει  χοΕ(α,β)  τέτοιο,  ώστε  φ(χο)  =  Γ(ο),  δηλαδή 
Γ(α)-Ϊ(»η) 


α 


Αν  (2)  ί(β)<Γ(ο)  τότε  ψ(α)  =  φ(β)  <  Γ(ο)  <  Ί[>(β)  οπότε  υπάρχει 

χοσ(α,β)  τέτοιο,  ο5στε  ψ(χο)  =  Γ(ο)>  δηλαδή 
/(β)  -  ί(Χο)  =  Γ(ο) 
β-χο 


1 84 


Διαφορικός  Αονιαικκ 

ΘΕΜΑ  46 

Αν  &ΐ  ?  <Χ2  5  Ρΐ  ?  Ρ2^  αποδείξτε  ότι  υπάρχει  Χ()€:  (0 , 2^)  τέ¬ 
τοιο,  ώστε:  α1ημχ0  4-  β^συνχο  4-  α2ημ2χ0  4-  β2συ\2χ0  ~<0 

Λύση 

Θεωρούμε  Η(χ)  =  -α1  συνχ-Η  βι  ημχ-  ~  συν2χ+  —  β2  ημ2χ 
ε ίναι  ίι(0)  =  -  α1  -  ^ 

1 

Η(2π)  =  -  α}  --α2 

Αρα  σύμορωνα  με  το  θ.  Κοίΐε  υπάρχει  χο£(0,2π)  τέτοιο,  ώστε 
Ιι/(χ0)  =  0  <=>  αχη μχ0  +  β^υν^  +  α2η  μ2Χφ  +  β2συν2χ()  =  0 

ΘΕΜΑ  47 

Αν  ακ  ,  Ρκ€  Κ  ,  1  <  |ς<  ν  ,  αποδείξτε  ότι  υπάρχει  ΧφΕ  (0 , 2?ΐ) 

ν 

τιίτοιο,  ιοστε:  Σ  (ακημϊ^ο  +  ΐΜί  συνΚχο)  =  0 

1ί=1 

Λΰαη 

Έστο)  Γ:[ϋ,2π]— με 

ν 

Ι(χ)  =  £  —  (-αΐί  συνάχι-  ]>ΐς  ημίιχ) 

*  ι 


Ακκρορικός  Λογισμός 
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V  V 


Άρα  βάσει  του  θ.  ΚοΙΙε  υπάρχει  χ0ε(ο3  β)  τέτοιο,  ώστε  Γ(χο)=0 

V 

ί'(χ)  “  X  (ακημ!™+δ|<  συν!<χ) 
ι<=  ι 

V 

οπότε  (αι*  η  μ  1ί  χ()  -ι-  συ  ν  -  0 

ι<=  ι 

ΘΕΜΑ  48 

Έστω  ί :  [α,  β]  — »  Κ.  μια  συνάρτηση  V  φορές  παραγωγισιμη,  που 
έχει  V  διακεκριμένες  ρίζες  Χι  =  (X  <Χ2  <  Χ3  <  -··  <Χν  =  β-  Τότε  για 
κάθε  ΧΕ  [α,β]  υπάρχει  ΟΕ  [α,β]  τέτοιο,  ώστε: 

ί(Χ)=(Χ-Χ, ^ 

Λΰση 

Αν  χ  =  χϊ  ,  1  <  ΐ  <  ν,  η  ζητούμενη  σχέση  αληθεύει. 

Έστω  χ0  ε  [α,β]  -  ^  ,  χ2 . . .  χ  ν}  δοσμένο  και 

λ  =  ί(χ0) - - - - -  και 

(χ{)-χι)(χ0-χ2)  ...(χ()-χν) 

φ(χ)  =  ί(χ)  -  λ  |(χ  “ χ,)  ...  (χ  -  χ  ν)] 

Αν  η)  γ ίναι  ν  φορές  παραγωγάιιμη  και,  φ  (χι)-0  για  κάθε.  0  <>  ί  <,  ν. 


Διαφορικά;  Λογισμέ 


Σηνι-πώς  η  φ'  έχει  ν  ρίζες,  φ"  έχει  ν-1  ρίζες  και  έχει  μια  ρίζιχ 
φ{ν)(χ)  =  £^ν^(χ)_χγ (  3  γ^α  κάθε  χξ  [α,β] 

Άρα  0  =  φ(ν)(ο)  =  ί(ν)(ο)-λν!  ο  ^Γί<ν)(ο)  =  λ 


<-·>  -7  ^(Ο  =  Γ(*ο>  7 - — - - 7  « 

ν  (Χ()-Χχ)  ···  (χ0  —  χ ν) 

βν)  (ο) 

*=>  ί(χο)  =  (Χα~χι)  ···  (χ<>  —  X ν)  ν! 


ΘΕΜΑ  49 

Ίεπτω  ί:  [<Χ,  β]  — >  Κ  ,  παραγωγίσιμη  στο  (Λ,β)και  συνεχής  στο 

χ  ί(χ)  1 

| α,β]  και  1ι :  [α,  β]  — >  Κ  ,  με  1ι(χ)  =  β  ί(β)  1 

α  ϊ(α)  1 

Λποίίι -ίξτε  ότι  υπάρχει  0€  (α,β)  τέτοιο,  οίστε  ί(β)-ί(α)  =  Γ (θ)(β-α). 


Λΰση 


Ιίχοιμιε  Η(α)  = 

α  ί(α)  1 

β  ΐ(β)  ι 

=  0  και 

II 

45* 

β  ί(β)  1 
β  ί(β)  1 

α  ί(α)  1 

α  ί(α)  1 

1 1  I)  είναι  συνεχής  στο  [α,β]  και  παραγωγίσιμη  στο  (α,β),  οπότε  βάσει 
του  0.  Κοίΐε  υπάρχει  θ€(α,β)  τε'τοιο,  ώστε  Γ(ο)  =  0 
Ι'(Χ)  =  χΙΓ(β)-ί(α)]-ί(χ)(β-α)  +  βί(α)-αί(β) 

Ι>  (χ)  Ι(β)-ί(α)-(β-α)Γ(χ) 

ΙΓ(υ)  =  0  <=>  Γ(ο)(β-α)  =  ί(β)-ί(α) 


Διαφορικός  Λογισμός 


1X7 


ΘΕΜΑ  50 

"Εστω  ί:  (α,β)  — >  Κ  ,  μια  συνάρτηση  ν  +  1  φορές  παραγωγίσιμη 

στο  ί(Χ,β).  Αν  υπάρχουν  (ν  +  2)  διακεκριμένα  σημεία  της  γραφικής 
(\,0  1 

παράστασης  της  ί  τα  οποία  είναι  και  σημεία  γραφικής  παράστασης 
μιας  πολυωνυμικής  συνάρτησης  βαθμού  V,  αποδείξτε  ότι  τότε  υπάρ¬ 
χει  ΟΕ  (α,β)  τέτοιο,  ώστε  ίίν  +  1)(θ)  =  0. 

Λύση 

Έστω  Χΐ,  ϊε  {1,2, ..., ν  +  2}  οι  τετμημένες  των  (ν  +  2)  σημείων  με  χ;<χμ 
όταν  ΐ<ΐ  και  Ρν(χ)=αοχν  +  (ΐΐχν’ι  +  ...  +  αν  το  πολυοόνυμο  στο  οποίο 
ανήκουν  τα  (ν  +  2)  σημεία. 

Έστω  §:(α,β)— »Κ.  με  §(χ)  =  Γ(χ)-Ρν(χ).  Είναι  £(χί)  =  0  για  κάθε 
ϊε  { 1 ,2 , . ν  +  2 } .  Αρα  βάσει,  του  θ.  Κοίίο  υπάρχουν  ιμε  (χ,,Χη- ι) 
ίσ  {1 ,2,..., ν  +  2)  τέτοια,  ώστε  ί)  =  0,  1ε  {1,2,. ..ν  +  1}. 

Εφαρμόζουμε  ξανά  το  θ.  ΪΙοΠε  στα  διαστήματα  [ιΐί,ιΐϊ+ι],  { 1,2, ...ν} 
για  την  £  "οπότε  υπάρχουν  (ησ  (ιη,υί  +  ι),  ϊε  (1,2, ...,ν}  τέτοια,  ώστε 
£~(ο0  =  0,  ϊε  {1,2,,..,ν}. 

Συνεχίζουμε  κατά  τον  ίδιο  τρόπο  και  στο  τέλος  βρίσκουμε  άτι, 
υπάρχει  οε  (α,β)  τέτοιο,  ώστε  £(ν  +  1)(ς)=0 
ί<ν+1)(£)  =  Ρ<,ν  +  1’  (ς)  =  0 

ΘΕΜΑ  51 

Έστω  (X,  βεΚ,  α<β,  ν€  Ν*-{1}  κοα  οι  αυναρτήοΐ'  ις 
ί,8  :  [α,  β]  -»  Κ.,  ί<=  {1,2,...,ν}  παραγωγίσιμες  στο  (<Χ,β)  και 
μη  μηδενικές  στο  (α,β).  Αν  η  ί  Γ.ίνια  φραγμένη  στα  |α,β|  >>ι 

(Π)νι:χκΙς  στο  |α,β]  γι.α  κά<)ι·  ΐί=  ( και.  υπάρχουν 


Διαφορικός  Λογισμός 


1ΝΚ 


,ΐ,Ιίβ  τέτοιοι,  ώστε  &(α)=§κ(β)=0  τότε  υπάρχει 

&(«) 


(α,β)  χεχοιο,  ίόστε:  ”  -  4- 


ί(€) 


ϊ=  1 


§■(<:) 


0 


Λύση 

(-Ίιι  αποδείξουμε  ότι  η  συνάρτηση  (ί·8Γ82···8ν):[α,β|— >Κ*  πληρεί  τις 
προϋποθέσεις  του  0.  Κ.ο11ο. 

Έστω  1ι  =ί  βι·£ 2·.·£ν  .  Η  1ι  είναι  παραγωγίσιμη  στο  (α,β).  Επειδή  η 
ί  είναι  φραγμε'νη,  υπάρχει  Μ>0  τέτοιο,  ώστε  [ί(χ)|<Μ,  για  κάθε 
χ£  |α,β]. 

Λρα  |])(χ)|<Μ|1ί(χ)|,  όπου  1<:(χ)-£ι(χ)...βν(χ) 

Μ  η)  Ιΐι(χ)Ι  <Μ  ΙΐπΊ  1 1ζ(χ)  |  =Μ  !ΐί(α)| 

χ  — >  χ  — »  α 

"Ομοια  Ιίπι  1 1ι (χ) I  =0 

X  — >  β 

Λρα  Ιι(οι)  —  Ιϊιτι  |ΐι(χ)|  =0  και  Η(β)-ϋπι  |Η(χ)|  =0 

χ  — >  α  χ  — >  β 

οπότε  η  1ι είναι  συνεχής  στο  [α,β] 

Λρα  βάσει  του  0.  ΙΙοΙΙβ  υπάρχει  ε€(α,β)  τέτοιο,  ώστε 

1ι'(ε)  =  0  »  ο 

Η(ς) 

0  _  ·  ■  ■  Βν(ί)  +  £(£)£!«)  ■  · ·  8ν(ο)+  ■  ■  ■  +ί(ο)  ■  ■  ■  8ν-ι(ο)  8ν(ο) 

ί(ε)  8ι(ε)  ...§ν(ο) 

Ι'Μ  +  ΚίΜ  +  +  Κν(ί)  _  0 

Ι'(ο)  βι  (ο)  βν(ε) 

ΘΕΜΑ  52 


Έστω  ί:  ιο,  1 1->  κ  μια.  συνάρτηση  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  στο 


Διαφορ ι κός  Λογισμός 


189 


[0,1]  με  τις  ιδιότητες  ίι(1)=Γ(0)  +1ι,  Γ(1)  =  Γ (0)  =  Κ,  οποί) 
Κε  11  Αποδείξτε  ότι  υπάρχουν  διακεκριμένα  σημεία  Χι,Χ2Ε  (0,1) 
τέτοια,  ώστε  Γ'(χ,)=Γ'(χ2>. 

Λΰσοη 

Από  το  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει  θ€(0,1)  τέτοιο,  ώστε  ΐ(1)-Γ(0)  =  Γ(ο).  Αρα 
Γ(ο)  =  1ε 

Έχουμε  Γ(0)=Γ(ο)  =  Κ,  οπότε  βάσει  του  0.  ΚοΙΐ€  υπάρχει  Χισ(ϋ,ο) 
τέτοιο,  <ύστε  Γ'(χι)  =  0. 

Έχουμε  Γ(ε)  =  Γ(1)  =  1ε,  οπότε  βάσει  του  0.  ΚοΜβ  υπάρχει  Χ2£(ώ,1) 
τέτοιο,  ώστε  Γ'(χ2)  =  0 

Αρα  υπάρχουν  χι,Χ2£(0,1),  χι^Χ2,  με  Γ'(χι)  =  Γ'(χ2). 

ΘΕΜΑ  53 

(α  +  β)χ  +  αγ  +  βω  =  0 
Αν  το  σύστημα:  (Σ)  1  βχ  +  (<χ-Ι~  β)γ  +  —  0 

αχ  +·  βγ  +  (α  +  β)ω  =  ο 

έχει  άπειρες  λύσεις  και  αποδείξετε  ότι  η  εξίσωση:  4(Χ3Χ  +  2β3=:0 
όπου  (X,  βΕΚ  έχει  τουλάχιστον  μια  λύση  στο  διάστημα  (0,1). 

Λΰση 

Επειδή  το  (Σ)  είναι  ομογενές  και  έχει  άπειρες  λύσεις,  άρα  θα  πρέπει 
Ό  =  0 


(1  +  β 

α 

β 

2α+  2β 

« 

β 

2α  +  2β  «  β 

Ε>  = 

Ρ 

α  +  β 

α 

= 

2α  Η-  2β  α 

+  β 

α 

— 

0  β  α  -  |ί 

/Λ  .  / 

ί\ 

■Ν  ι  V  V  1 

β 

α  Η-  β 

V.  >  1 

λ  \  1 

2α -ι  2β 

/  .Λ  1  ι 

β 

1  ι  1 

<1-1-  β 

»  \  .  I 

ι  1  \ 

0  β-α  α 

2. 

(2<η-2|!)|<χ(ΗΙ'-<0(<Η')Ι  -  (2«  ι  ·’|1)|«|1  I  (ΐί-|1>;·|  = 

^  (2«  +  2Ρ)(«|$·κΛ2<*Ρ  I  |ν’|  (,'Μ  I  .'.|<)(«;ΐ-«β  I  β") 


Δκκροριχός  Λογισμός 


I  0(1 

-  2α3-2αζβ+2αβ2+2βα2-  2αβ2+2β3  =  2α3  +  2β3  =  0 
Βπορονμε:  1ι(χ)  =  2α3χ2  +  2β3χ 

Ιι(χ)  συνεχής  στο  [0,1]  Θεοίρημιχ  ΚοΗο  υπάρχει 

Ιι(χ)  παραγωγίσιμη  στο  (0,1)1  ενα  τουλάχιστον  χ0  €  (0,1) 

Ιι(())  =  0  |  έτσι  ώστε 

ΐι(ΐ)  =  ο 

ΘΕΜΑ  54 

Ίίιττί')  η  συνάρτηση  Γ ·  [0,  οο]  — >  Κ.  ,  παραγιογίσιμη  με  1  συνεχής. 
Λν  1(0)  =  1,  |  £(Χ)  |  <  β~  *  ,  για  κάθε  Χ>0  ,  αποδείξτε  ο  τι: 

Γ(χο)  =  -  0"^ 

Λύση 

Ιΐοτ«)  ^(χ)  =  Ι(χ)-6Χ 

8(0)  =  ί(0)-«"  =1-1  =  0 

Ιίιυ  ^(χ)  ~  Ιϊγπ  (£(χ)  -  €~  χ)  =  0  διότι  |  ί(χ)  I  <ο~χ 

X  ·->>■''  X  — )  00 

μ(0)  =  \\τη  β(χ)  =  0  οπότε  βάσει  του  θ.  ΙΙοΙΙο  υπάρχει  χο€  (0,»=) 

X  — ■>  00 

τέτοιο,  (άστε 

μ(χ(ΐ)-0  <=*  ί'(*ο)  +  β~ χ°  -  0  «=*  Γ(χο)  ~-ε_Χη 

ΘΕΜΑ  55 

Κστω  ϊ:  1 0,α]— >Κ  μια  συνάρτηση  παραγιογάημη  με  ί(0)=0 
Αποδείξτε  ι^τ.ι.  για  κάθε  β>0.  υπάρχι  ι  |Γ  |0  ,α  |  τέτοιο,  ώστε: 


Κ  (χ0)  =  0 _ 

Η'  (χυ)  =  4α3  χ0  4-  2β3  =  0 


Αιοκροριν.ος  Λογισμός 
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β  ί(ί)  =  (α  -  ί)  Ρ(ί) 

Λύση 

Έστω  β:[0,α]-»Κ,  με  β(χ)  =  (α-χ)ρ  ί(χ)  ,  β(0)=β(α)  =  0 

οπιΛΑ  βάσει  ταυ  0.  Κοίΐο  υπάρχει  ΐ€  (Ο,α)  τέτοιο,  ώστε  §'(ι)  =  0 

Όμως  §'(χ)  =  -β(α-χ)^’ιί(χ)  +  (α-χ)^Γ(χ) 

οπότε  Γ(ί)β(α-1)^'ι  =  (α-ί)^Γ(Ι)  <=>  βί(ΐ)  =  (α-ί)Γ(Ι) 


ΘΕΜΑ 
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Έστω  ί  I 


π  3η; 

2  ’Τ 


— >  Κ  μια  συνάρτηση  συνεχής  στο 

ί  Λ  3η^ι 


ίϊ  3  3Χ 


παραγιυγισιμη  στο 

( η  3ηΑ 


2  ’  2 


2  ’  2 

με  Γ(χ)^0,  Γ(χ)^0  για  κάθε 


) 


X  £ 


2  ’  2 


V 

Γ(ο) 


.  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  0  £ 


7 


^  κ  3  η 

2 ’Τ 

ν 


\ 


τέτοιο,  ώστε: 


) 


ί(ε) 

Λύση 

Έστω  Ιι : 


4-  εφο=  0 


π  3π 

~  , . .  ουνχ  , 

ί 

Α3π^ 

2  5  2 

-λ  Κ  με  1ι(χ)  -  Κ 

ί(χ) 

2 

Κ  ) 

-  1ί 

2 

ν  ) 

=  0  ί  οπότε 


π  3πΛ  , 


βάσει  του  0.  ΚοΙΙο  υπάρχει  ε£  | ,  τέτοιο,  ο)στε  1ι'(ε)  =  0 


Όμως  !ϊ'(χ)  = 


-  ημχ  ί(χ)  -  συνχΓ(χ) 

~  Το 
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Διαφορικός  Λογισμό; 


ΘΕΜΑ  57 


Εστω  ί:  [Ο,π  ]->Κ  μια  συνάρτηση  συνεχής  στο  [Ο,π]  και  παρα- 
γωγίσιμη  στο  (Ο,ίΐ))  με  {(χ^Ο  και  ΐ' (χ)^0  για  κάθε  ΧΕ  Γ 0. αχ ]  . 


Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  ΟΕ  (Ο,Λ)  τέτοιο,  ώστε: 


ί(€) 


-  σφο . 


Λύση 


ημχ 

Έστω  Η:Γ0,π]^Κ,  με  ,  ]ι(0)  =  ό(π)  =  0,  οπότε  βάσει  του 

ί(χ) 

(I.  Κ,οΐΐβ  υπάρχει  οε(Ο,π)  τέτοιο,  ιοστε  1ι'(υ)  =  0. 

Ομως  Η'(χ)  =  ^-χΓ(χ)-ημχΓ(Χ) 


ί2(χ) 


οπότε  -συνοί(ο)  =  ημοΓ(ο)  «=> 


Μ 

ί(0 


σφο 


ΘΕΜΑ  58 

Αποδείξτε  ότι  αν  το  πολυώνυμο  Ρν(χ)  =  <Ιι>Χν  +  01ιΧν'1  + ...  +  «ο 
(α,ι^Ο,  α(€Κ.,  ΐ=0,1,...  ,ν)  έχει  όλες  του  τις  ρίζες  πραγματικές, 

τότε  και  τα  πολυώνυμα  Ρν(χ)  ,  Ρν(χ)  , ,  Ρίν  -  1)(χ)  ε'χουν  μόνο 
πραγματικές  ρίζες. 

Λύση 

Αρκεί  να  αποδείξουμε  ότι  Ρν(χ)  έχει  μόνο  πραγματικές  ρίζες  και  στη 
συνέχεια  η  διαδικασία  επαναλαμβάνεται. 

Έστυι  Χίε  Π.  (ί=  ί  ,2 . ν)  με  1>ν(χί)  =  0  και  χ,^Χ|  για  ί/-|  . 

Εφαρμόζουμε  το  0.  Ιίοΐΐυ  στα  διαστήματα 


Δακρορικός  Λογισμός 
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|Χχ,Χ2],  [Χ2>Χ3]  ,  ·-·  >  [Χν-),Χν]  για  Ρν(χ) 
οπότε  υπάρχουν  χΓε(χι,Χ2),  Χ2'£(χ2,χ3)  ,  ·-■  ,  χ\--ιε (χν-ι,χν) 
τέτοιο,  ώστε 

Ρν'(χι/)  =  0>  ^=1,2,..Μν-1  με  χν'φχ^'  για 
Αν  το  πολυώνυμο  Ρν(χ)  θα  είχε  μια  πολλαπλή  ρίζα  α  βαθμού  ρ, 
δηλαδή 

Ρν(χ)  =  (χ-α)ρα(χ) 
τότε  Ρν'(χ)  =  (χ-α)ρ']αι(χ) 

δηλαδή  α  είναι  πολλαπλή  ρίζα,  βαθμού  (Ρ-1)  για  την  Ρ/(χ). 


ΘΕΜΑ  59 


Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχουν  ξι,ξϊΕ  (-31, Ζΐ)  με  (Αστε: 

1ιημ(ΙΪ+1)  +  ΐ2ημ(ΐ2+1)  =  0 


Λΰση 


' 2 

Θεωρούμε  1ι(χ)  =  συν(χ  4-1)  ,  χσ  [-π,π] 

η  συνάρτηση  1ι  είναι  συνεχής  στα  |-π.Ο),  [Ο,π]  παραγωγίσιμη  <ττ<χ 
[*π,0],  [Ο,π]  με  1ύ(χ)  —  -2χ  ημ(χ2+1) 

Από  το  Θ.Μ.Τ.  στα  διαστήματα  [-π,Ο],  [Ο,π]  υπάρχουν  ξι,  ξ2  με 
ξι€  (-π,Ο),  ξ2^(0,π)  ώστε: 


1ι/(ξι)  = 


Η(0)  -  1ι(-π) 


π 


-ν  ,ά  λκ  συν1-συν(π  + 1) 

—  2ξι  ημ  (ξι  +  1)  = - ^ Ζ  ( 1 ) 


και 


, .  μ(π)-ύ(0)  .2  συν  (π2  +  1)-  συν  1 

Η  (ξ2)  =  —  **  -2ξ2ημ(ξ2Η-1)- - 1 ^ - — 

Λρα  προσθέτοντας  την  (1)  και  (2)  παίρνουμε 

ξι  ημ  -Η  1)  +  ξ2  ημ  (ξ!  +  1 )  -  0 


I  <Μ 


Λ  ιαφ<  >  ο  γ/λ  )  ς  Α  ί  >γ  ι.  σμο  ς 


ΘΕΜΑ 
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0| 

Ηστοι  (ΧίΕ  Κ.,  ί  =  0,1,...?ν  ,  με  —  =  0  .  Αποδείξτε  ότι  το 


ί  =  0 


πολυιυνυμο  Ρ(χ)  =  ΟίςΧ^  έχει  τουλάχιστον  μια  ρίζα  στο  Κ. 

Κ=  0 

Λΰση 


Ίϊστω  0(χ)  =  Οοχ  + 


Οι  X2 


■+*  .  .  .  4 


Ον  X 


ν  +  1 


ν  +  1 


/^/Π\  Α  Γ\/ °°  ,  °1  +*·όΌν  V  Οϊ  λ 

I  έχουμε  0(0)  =  0  και  0(1)  =  — - =  >  - - =  0 

ι  ζ  ν  +  1  ι  +  1 


=  ο 


Αρα  βάσει  του  0.  ΚοΙΙο  υπάρχει  χο^  (0,1)  τέτοιο,  (όστε  Ο'(χο)  =  0. 

V 

Ο'(χ)  =  0(>  +  Οι  X  4-  . .  -  +  Ον  Χν  =  ^  Οΐί  Χ^ 

Χ  =  0 

Ο'(χο)  =  Ρ(χο)  =  0 


ΘΕΜΑ 
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'Κστω  Ι'!  [0,1]->Κ  μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  με  £(0)=0. 
Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  Χο£  [0,1]  τέτοιο,  ώστε: 


»>0 


£(χο) 
1  -  χο 


Δ ι.αφ< > ρ ικό ς  Λογ ισιιος 
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Λύση 

Έστω  £(χ)  -  (Ι-χ)ί(χ)  ,  χε[0,1] 

8(0)  =  ί(0)  =  0 

8(1)  =  0 

Αρα  βάσει  του  0.  ΚοΙΙβ  υπάρχει  χοε(Ο,Ι)  τέτοιο,  ώστε  Γ(χο)  =  0. 
Όμως  Γ(χ)  =  -£(χ)  +  (1-χ)Γ(χ) 

οπότε  -ί(χο)  +  (1-χο)Γ(χυ)  =  0  <=>  Γ(χα)  =  -^Χ°- 

1  —  χο 


ΘΕΜΑ  62 

Έστω  ί:[α,β]-*Κ  μια  συνάρτηση  συνεχής  στο  [α,β]  και  παρα- 
γωγίσιμη  στο  (α,β).  Αποδείξτε  ότι  μεταξύ  δυο  ριζών  της  ί,  υπάρχει 

τουλάχιστον  μια  ρίζα  της  (λϊ+Ο  για  κάθε  λ€  Κ.. 

Λύση 

λχ 

Έστω  £:[α,β]^Κ  ,  με  £(χ)  =  €  £(χ)  και  χι,  Χ2  δυο  ρίζες  της  Γ. 

Έχουμε  β(χι)  =  £(χ2)  =  0,  οπότε  βάσει  του  θ.  Κο1ΐ6  υπάρχει 

ξε(χΐ,Χ2)  τέτοιο,  ώστε  £'(ξ)  =  0. 

§'(χ)  =  λελκ  ΐ(χ)  +  ελχ  Γ(χ)  =  ολχ  [Γ(χ)+λ£(χ)] 

Β'(ξ)  =  0  λί(ξ)  +  Γ(ξ)  =  0 

Αρα  μεταξύ  δυο  ριζών  της  £  υπάρχει  μια  ρίζα  ξ  της  λί+Γ. 


ΘΕΜΑ  63 

Έστω  Γ:  [α,β]  — >Κ,  α,βε  Κ*  και  ί  συνεχής  στο  [α,β]  καιπαρα- 
γωγίσιμη  στο  (α,β).  Αν  αί(β)  =  βΓ(α),  αποδείξτε  άτι,  υπάρχει 

€€  [α,β]  τύτοιο,  <Γ>οτγ  : 


1% 


Διαφορικός  Λογισμό»: 


ί'(α)-Γ(ο)+ί(β)  =  (α-ο  +  β)Γ(ο) 


ί(α)  -  ί(χ)  +  ί(β) 
α  -χ+  β 


Λύση 

Έστω  §:[α,β]~>Κ.  ,  με  β(χ)  = 

ε<“)  =  Τ  -  ^)  =  ΊΓ 

Αοα  £(α)  =  £>(β) ,  οπότε  βάσει  του  0.  Κοίΐο  υπάρχει  οε  (α,β)  τέτοιο, 
ώστε  §'(<:)  =  0. 

-  ί  '(χ)  [α  -  χ  +  β]  +  ί(α)  -  ί(χ)  +  ϊ(β) 


β#(χ)=· 


(α  -  χ  4-  β)" 


Λρα  ί(α)-ί(ο)+ί(β)  =  (α-ο  +  β)Γ(ο) 


ΘΕΜΑ  64 

Έστω  £:[α,β]^Κ  είναι  V  φορές  παραγωγίσιμη  στο  (α,β)  και 
έχει  (ν  +  1)  διακεκριμένες  ρίζες  στο  [α,β]  ,  αποδείξτε  ότι  Γίν)  εχει 
τουλάχιστον  μια  ρίζα  στο  [α,β]· 

Λύση 

Έστω  χι.  Χ2  δυο  ρίζες  της  ί. 

Τότε  ί(χι )  =  ί(χ2)  =  0 

οπότε  βάσει  του  θ.  Κοίΐε  υπάρχει  γιε(χ],Χ2)  τέτοιο,  ώστε  Γ(γι)“0· 
Συνεπούς  η  Γ  έχει  τουλάχιστον  ν  ρίζες  στο  [α,β], 

Αρα  {"  έχει  τουλάχιστον  (ν-1)  ρίζες  στο  [α,β] 
έχει  τουλάχιστον  2  ρίζες  στο  [α,β]  και 
ί(ν^  έχει  τουλάχιστον  μια  ρίζα  στο  [α,β]. 


Διαιρορικόο  Λογισμός 


1*1 


ΘΕΜΑ 
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Έστω  ϊ:[α,β]— >Κ,  μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  στο  Ι.«,|ϊ 
Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  ΟΕ  [α,β]  τέτοιο,  ο3στε: 


α  +  β  -  2ο 
(ο  -  α)  (ο  -  β) 

Λΰση 


=  Γ(ο) 


Έστω  £:[α,β]-^Κ  με  £(χ)  =  (χ-α)(χ-β)  οί(χ)  ,  ^(α)  =  £(β)  =  0.  οπάτ 
βάσει  του  θ.  ΚοΙΙβ  υπάρχει  ο€(α,β)  τέτοιο,  ώστε  §'(ο)  =  0. 

β'(χ)  =  (χ-β)εΓ(χ)  +  (χ-α)€^χ)  +  (χ-α)(χ-β)Γ(χ)€^χ^ 

Άρα  (ο-β)^Γ(ί:)  +  (ο-α)6Γ(<:)  +  (ο-α)(ο-β)Γ(ο)6Γ(ε)  -  0 

<=ί>  ο-β-ΐ-ο-Σΐ  +  (ο-α)(ο-β)Γ(ο)  =  0 
<=»  (ο-α)(ο-β)Γ(ο)  =  α  +  β-2ο 

α  +  β  -  2ο 


<=>  Γ(ο)  = 


(ο  -  α)  (ο  -  β) 


ΘΕΜΑ 


66 


Έστω  ί,£:[α,β]->!1  είναι  συνεχείς  στο  [α,β]  και  παραγωγίσιμί' 
στο  (α,β)  με  ί(α)=ί(β)=0,  δ(χ)^0,  και  §"(χ)^0  για  κάϋ 
ΧΕ  [α,β]  ,  αποδείξτε  ότι  υπάρχει  ΟνΕ  (α,β)  τέτοιο  ιυστε- 


ε(ον) 

«'(θν)  «(Ον) 


ϊ(θν)  ΧΙ 

V -  για  κάθε  ΥΕ  Ν. 


198 


Διαφορικός  Λογισιιυς 


Λύση 


Έστω  Η:[α,β]— >Κ  με  ]ι(χ)=-^-  6(α)  =  1ι(β) 

8  (χ) 


=  0,  οπότε  βάσει  του 


I).  Κοίΐυ  υπάρχει  ον£(α,β)  τέτοιο,  ώστε  1ι"(ον)  = 
. ,,  ,  8ν(χ)  Γ'(χ)  -  ν  §ν  ~ 1  (χ)  §'(χ)  ί(χ) 

(Χ)  =  β2» 

Λρα  2ν(θν)  ί'(θν)  =  V  §ν  ~  ’(θν)  β'(θν)  ΐ(0ν)  <=* 

Γ(0ν)  _  ν  £ν~]  «*)%*)_..  ΐ(0ν) 

8  (Ον)  βν(θν)  β(^Λ') 

διότι  £'(χ)  και  £(χ)  -ψ-  0  για  κάθε  χε  [α,β]. 


ΘΕΜΑ  67 

'Βκω  η  συνάρτηση  §(χ)  =  ί(χ) + αΓ  (χ)  +  αζΓ  (χ)  + ... + αΦν'  (χ) 

όπου  Γ  είναι  ένα  πολυώνυμο  ν-βαθμοΰ  και  (ΧΕ  Κ..  Αν  η  8  έχει 
πραγματικές  ρίζες,  αποδείξτε  ότι  και  η  Γ  έχει  πραγματικές  ρίζες. 

Λύση 

Έστω  (ι(χ)  =  ε'χ/οι@(χ).  Η  Η  είναι  συνεχής  και  παραγωγίσιμη  στο  Κ. 
'Ρ.στο)  χι,  Χ2  δυο  ρίζες  του  £.  Τότε  Η(χι)  =  Κ(χ2)  =  0,  οπότε  βάσει 
του  0.  Κοίΐε  υπάρχει  οε(χι,Χ2)  τέτοιο,  ώστε  1Τ(ο)  =  0. 

Όμως  ΙΓ(χ)  =  -  ^  β'χ/α  β(χ)  +  ε'χ/η  β'(χ) 

σπότι-  -  ^  ε'£/η  8(ΰ)+ε'ί/“  β'(ο)  =  0  <=>  -  ^  8«)  +  §'(ο)  =  0 

«  β(Υ  =  αβ'(ο) 

<->  Γ(υ)+αΓ(ο)  +  α2Γ'(υ)  +  ...  +  ανί^(ο)  = 

=  αΓ(ϋ)  +  α2Γ'  (ο)  +  ...  +  αν(^(ο)  +  αν  +  ’^ν+  ι^(ο) 

<=>  αν+,Γ(ν+ι)(0  =  Γ(0 

/0|Κι>ς  βαθμ.ί(χ)  ~  ν  ,  οπότε  -  (). 


Άρα  υπάρχει  οε(χι,Χ2)  τέτοιο,  ώστε  ί(ο)  =  0. 

Άρα  μεταξύ  δυο  ριζοον  της  §  βρίσκεται  τουλάχιστον  μια  ρίζα  της  ί. 


ΘΕΜΑ 
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"Εστω  Γ,§:  [α,β]  — >Κ.  δυο  συναρτήσεις  συνεχείς  στο  [α,β]  ,παρα·· 
γωγίσιμες  στο  (α,β)  με  5(χ)ν*0,  για  κάθε  Χ£  [α,β]  και  £'(χ)=£(), 

η  ν-  Γπ  ΚΙ  λ  *(«)  ,  ..  . 

για  κάθε  ΧΕ  [(Ζ,ρ].  Αν  — ς — ~  — ,  αποδείξτε  οτι  υπάρχει 


ξε  (α,β)  τέτοιο  ώστε: 


β(α)  8(β) 

?(ξ)  _  Μ 
8(1)  8'(1) 


Λΰση 


ί(χ) 

"Εστω  &(χ)  - -  ,  χε  [α,β]  .  Η  δ  είναι  συνεχής  στο  [α,β|  και, 

800 

παραγωγίσιμη  στο  (α,β).  Επίσης  Κ(α)  =  δ(β).  Άρα  βάσει  του  0. 
ΙΙοΙίε,  υπάρχει  ξΕ(α,β)  τέτοιο,  ώστε 

1ι'(ξ)  =  0  ο  Γ(ξ)  ~  8  (ξ)-  =  0  « 

82(Ι) 

«  ί'(ξ)  8(1)  =  ί(ξ)  β'(|)  « 

_  ί(ξ)  Γ(ξ) 


6(ξ)  8'(1) 


διότι  β'(ξ)  και  §(ξ)  *  0. 


ΘΕΜΑ  69 

Έστι,ι  1  μια  ουνάμτιμτη  αυνιχής  <ιτα  [<Χ,β|  και  πας,αγιογώημη  ατο 
(α,β)  η  οποία  μηδενίζεται,  στα  σημεία  Λ.  και  (I  και  μόνο  σ“  (ευ τα. 
Αποδείξτε  άτι  για  κάθε  Ιί( !.■  Κ  υπάρχει  ξΓ  |α,β|  τέτοιο,  ώστε: 
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Λΰση 


ΊΕίΐτω  8:[α,β]-*Κ  με  β(χ)  =  «^{(χ) 

^-συνεχής  στο  [α,β]  και  παραγωγίσιμη  στο  (α,β) 

8<α)  =  ε'^“ί(α)  =  0  ,  8(β)  =  «^(β)  =  0 

Αρα  βάσει  του  0.  Κοίΐο  υπάρχει  ξε(α,β)  τέτοιο,  ώστε  §'(ξ) 
-^^ί(ξ)+ε'1ίξΓ(|)  =  0 

<=>  οΛί(Γ(1)-Μ(ξ))  =  0 

ϊ(ξ) 


=  0 


ί(Ι) 


=  !ί  διότι  ί(ξ)  ^  0  για  κάθε  ξε  (α,β) 


ΘΕΜΑ  70 

Υποθέτουμε  ότι  η  πραγματική  συνάρτηση  §  είναι  δυο  φορές  παρα- 
γωγίσιμη  στο  [α,β]  και  στρέφει  τα  κοίλα  κάτω  για  όλα  τα 

Χ€[(Χ,β].  Αν  §(<χ)  =  §(β)  =  1998,  να  αποδείξετε  ότι 
|*(χ)  >  1998  για  κάθε  ΧΕ  ((Χ5β). 

Λύση 

Από  το  θεώρημα  Κοίΐβ  στο  [α,β]  έχουμε  ότι  υπάρχει  χο€  (α,β)  τέτοιο 
ώστ  ε: 
ΰ'(χ»)  =  0 

[•πιο,δή  β~(χ)<()  =>  §'  γνησίως  φθίνουσα. 

Για  χ > χο  =»  β'(χ)<β'(χ«)  =  0 

Αρα  η  £  γνησίως  φθίνουσα. 

άρα  για  χ<β  =>  ^(χ)>μ(β)=  1 ΘΘΚ. 

Αν  χ<χν  =>  μ'(χ)>μΧχο)-0 
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δηλαδή  η  %  γνησίως  αΰξουσα,  οπότε 
για  χ>α  β(χ)>β(α)=  1 998. 

Άρα  £(χ)>1998  για  χσ(α,β). 


ΘΕΜΑ  71 

Δίνονται  οι  συναρτήσεις  ίι^,ί^Σ  [&9β]  -  ->Κ9  συνεχείς  στο  [α,ΡΙ 
και  παραγωγίσιμες  στο  (α,β)  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  ξ€  (α,β) 

6(1)  6(1)  6(1) 

τέτοιο,  ώστε:  ίι(α)  ϊϊ(α)  (3(α)  =0 

ίι(β)  Γ2(Ρ)  β(β) 

Λύση 

(ί(Χ)  ίζ(χ)  Ϊ3(χ) 

'Εατο)  ί:[α,β]-^Κ  ,  με  ϊ(χ)  =  ίι(α)  ίι(α)  ίι(α) 

ίι(β)  ε(β)  ί3(β) 

ί(χ)  =  Αιίι(χ)  +  Α2ί2(χ)  +  Α3ί3(χ),  όπου 

_  ί2(α)  ίι(α)  _  ί3(α)  Ι'ι(α)  _  £)(α)  Ι2(α) 

1  ί2(β)  ί3(β)  ’  2  ίί(β)  ίι(β)  '  3  ί)(β)  ί2(β) 

Έχουμε  ΐ(α)  -  £(β)  =  0  και  ί  συνεχής  στο  [α,β]  και  παραγωγίσιμη 

στο  (α,β).  Αρα  βάσει  του  0.  ΚοΙΙο  υπάρχει  ξ£(α,β)  τέτοιο,  <Γ><ττι 
Γ(ξ)  =  0,  δηλαδή  Α!  /ι(ξ)  +  Α2  έ(ξ)  +  Α3  4(ξ)  =  0 

ά(ξ)  ί'2(ξ)  Ηί) 

Π(α)  ('2(α)  ί3(α)  =0 

Ιι(β)  ίΧβ)  ί3(β) 
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ΘΕΜΑ 


72 


Έστω  η  συνάρτηση  Γ:  [ΟΙ,β] — >Κ,  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  στο 
[α,β]  τέτοια  ώστε:  1)  ί'(χ)^0  για  κάθε  Χ€  [α,β],  2)  Γ (χ)^0 

Γ  0ΐ  ^  Γ(α)  Γ(α) 

για  κάθε  Χ€Ξ  I  01,15  I  ,  3)  —  —  .  Αποδείξτε  ότι  υπάρχουν 

ί(β)  Γ(β) 

Οι?θ2Ε  ((Χ5β)  τέτοιοι,  ώστε:  Ρ(θι)  (€ι)  +  ί(θ2)ί"  (€ι)>0 

Αΰση 

Έστω  §:[α,β]— ,  με  8 (χ)  =  ^Τ  -  δ(«)  =  777  =  ^  =  8(β) 

ι 00  ί (α)  Γ (β) 

οπότε  βάσει  του  θ.  Κοίΐε  υπάρχει  ει€(α,β)  τέτοιο,  ιοστε  §"(ει)  =  0. 

[ί'(χ)]2-ί(χ)ί"(χ) 


Όμως  §'(χ)  = 


[Γ(χ)]' 


οπότε  [Γ(ει)]  =  ί(ει)  ί"(ο ι)  (1) 

Έοτω  Η:[α,ρΗΚ  ,  μβ  !«(*)  = -§7  .  Κ«)  =  7ΓΤ  =  77Γ  =  ^ 

ί(χ)  ί(α)  £(β) 

οπότε  βάσει  του  θ.  Κ.ο11β  υπάρχει  02ε(α,β)  τέτοιο,  ώστε  1ι'(θ2)  =  0. 


Όμως  Η'(χ)  = 


Γ(χ)Γ(χ)-[ί'(χ)Γ 

ί2(χ) 


οπότε  ί"(οι)  ί(θ2)  =  [Γ(θ2)]  (2) 

Προσθέτουμε  τις  (])  και  (2)  και  είναι:  Γ(ει )  ί"(ει)  +  ί(θ2)  Γ'(θ2)>0 


ΘΕΜΑ  73 

Έστω  α,βγ^Κ.  ,  α<β<γ,  και  ί:  [α,γ]— »Κ  μια  συνάρτηση 
παραγωγίσιμη.  Αποδείξτε  ότι  υπάρχουν  ((Χ,β)  ,  1]£  ((Χ,γ)  , 
ξ  < Τ|  τέτοιο,  ώστε:  ί(<Χ)-ί(β)  ==  ((λ-β)  ί  (ξ)  και 


Α  κχφο  (,>  σ«.  κ  Λυγ  ι  ο  ικ  κ 
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1(αΗ(γ)  =  (α-γ)  Γ(η) 


Λΰση 


Βάσει  του  Θ.Μ.Τ.  υπάρχουν  ξΕ(α,β)  και  ζε(β,γ)  τέτοιοι,  ώστε: 
:Γ(α)-ί(β)  -  (α-β)  Γ(ξ)  και 

ΐ(βΜ(γ)  -  (β-γ)  Γ(η) 

Ό  ί(Υ)  ~  ί(β)  _  ί(γ)  -  ί(β)  Υ  "  β  ,  ί(β)  ~  ΐ(α)  β  -  α 


7  -  α 


γ-β  γ  -  α  β  -  α  γ-α 


=  ί'(ζ)  —  +  Γ(ξ)  £— ί - 
γ-α  γ-α 

Θετού  με  λ  =  — — -  και  είναι  Γ(ζ)  λ  +  Γ(ξ)(1-λ)  = 

γ-α  γ - α 

Επειδή  λΓ(ζ)  +  Γ(ξ)(1-λ)  δηλαδή  βρίσκεται  μεταξύ 

γ-α 

Γ(ξ)  και  Γ(ζ)  και  η  Γ  έχει  την  ιδιότητα  ΰΕτδουχ  (των  ενδιάμεικον 

1(Υ)  -  Κα) 


τιμοδν)  υπάρχει  η£  (ξ,ζ)  τέτοιοι,  ώστε  ί'(η)  = 


γ-α 


ΘΕΜΑ  74 

Έστω  Λ  [οι,β]  — Λ,  μια  συνάρτηση  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  στο 

[α,β]  και  Χχ,χ2,χ36  [α,β].  Αν  Χι3  Χ2,  Χ.τ  και  Γ(χ,),  Γ(χ2), 
ι(Χ3)  αντίστοιχα  αποτελούν  αριθμητικές  προόδους,  αποδείξτε  ότι 

υπάρχει  ^ £  [α,β]  τέτοιο,  ιόστε:  Γ'(ο)  =  0. 

Λύση 

Έχουμε  Χ3-Χ5  =  χ2-χι  και  ('(χ.ι)-ί(χτ)  =  ϊ(χ2)-ϊ(χι) 

Βάσει  του  Ο.Μ.Τ.  ιυτάρχει  γιΕ(χι,χ?.)  τέτοιο,  (δοτέ 

I ( χ ) - ί ( χ 1 )  (χ.’-χι )  Γ(γι)  (!) 

και  γ;μ  (χ,*,χέ)  τέτοιο,  ώοιε 
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Γ(Χ3)-£(Χ2)  =  (Χ3'Χ2)  Γ(γ2)  (2) 

Από  τις  (1)  και  (2)  έχουμε 

(χ2-χι)  Γ(γί)  =  (Χ3-Χ2)  ί'(Υ2)  <=>  Γ(γι)  =  ί'(γ2) 

Γ-συνεχής  και  παραγωγίσιμη  στο  [γι,γ2]>  οπότε  βάσει  του  0.  ΚοΙΙο 

υπάρχει  οε(υι,Υ2)  τέτοιο,  ώστε  Γ'(ε)  =  0. 


ΘΕΜΑ  7 5 

Έστω  ί:[0,1]->Κ;  μια  συνάρτηση  μη  σταθερή,  συνεχής  στο 
ΜΜΙ  ,  παραγωγίσιμη  στο  (0,1)  ,  με  ί(0)=0  .  Αποδείξτε  ότι  υπάρ¬ 
χουν  (Χ,βΕ  (0,1)  τέτοιοι,  οοστε:  0<<Χ<β<1  και  βΓ(α)<Γ(β) 

Λύση 

I  ν ττ<.>  β:[ϋ,1]->Κ  ,  με  β(χ)  =  (Ι-χ)ί(χ)  ,  β(0)  =  ί(0)  =  0  και  β(1)=0 
Λρα  βάσει  του  θ.  Κοίΐβ  υπάρχει  οε(0,1)  τέτοιο,  ο;στε 
1·*(ο)  =  0  ο  (1-ε)Γ(ϋ)-ί(ε0  =  0 

Ιίπι.ιδή  0 < ο <  1  είναι  0 <  1  -ο <  1 ,  οπότε  από  την  ισότητα  (ί-ο)Γ(ο)  = 
ϊ(υ)  έχουμε  ί(ο)  <  Γ(ο). 

θέτουμε  β  =  ε,  οπότε  β€(0,1)  και  ί(β)<Γ(β)  (1) 

Κψαρμόζουμε  το  Θ.Μ.Τ.  για  την  ί  στο  διάστημα  (0,β],  οπότε  υπάρχει 
<α  (Ο,β)  τέτοιο,  θ)στε 

,11»)ΐΜ  =  Γ(α)  «  Γ(β)=βΓ'(α)  (2) 

Απέ>  τις  (ί)  και.  (2)  έχουμε  βΓ(α)  <  Γ(β),  όπου  0<α<β<1, 


ΘΕΜΑ  7 6 

Έστω  I  :  [0,Οθ]->Κ  μια  συνάρτηση  συνεχής  στο  |  Ο,0*0]  και.  παρα- 
γωγίσι,μη  στο  (0,°ο)  ,  με  ί  (χ)>  I  για  κέιΠε  ΧΕ  (0,°°)  και  1(0)  < 0. 
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Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  μοναδικός  Χο€  (0,°°)  τέτοιο,  ώστε 

ϊ(χ<>)  =0. 

Λύση 

Εφαρμόζουμε  το  Θ.Μ.Τ.  για  την  ΐ  στο  [Ο,χ],  χ>0,  οπότε  υπάρχει 
οΧε  (Ο,χ)  τέτοιο  ώστε 
£(χ)-ί(0)  -  χ  Γ  (οχ) 

Όμως  Γ(χ)  >  1  για  κάθε  χ>0  ,  οπότε 
£(χ)-ί(0)  >  χ  ΐ(χ)  >  χ  +  £(0) 

Για  χ  αρκετά  μεγάλο  είναι  ί'(χ)  >  χ-Ι-ί(Ο)  >  0 

Όμως  Τ(ϋ)  <  0  ,  οπότε  υπάρχει  χοβ(0,^)  τέτοιο,  ώστε  ί(χο)  =  0. 

Γ(χ)  >  1  >  0  ,  οπότε  η  £  είναι  γνησίως  αύξουσα.  Αρα  το  χο  είναι, 
μοναδικό. 


ΘΕΜΑ  7  7 


Έστω  μια  συνάρτηση  ί:(0,°ο)-*Κ  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  στη 

(Ο,**3)  και  ί~  (χ)>0,  για  κάθε  Χ>0.  Αν  (Χ,β,γ,δΕ  (Ο,^)  και 
α<β<γ<δ  και  α  +  δ  =  β  +  γ,  να  εξεταστεί  ποιος  από  τους 
αριθμούς  ί((ϊ)  +  Γ(δ)  και  Γ(β)  +  Γ(γ)  είναι  μεγαλύτερος. 


Λύση 


Εφαρμόζουμε  το  Θ.Μ.Τ.  για  την  ί  στα  διαστήματα  [α,β]α  ((),«>)  και 
[γ,δ]α  (Ο,ο®)  οπότε  υπάρχουν  ξΐΕ(α,β)  και  ξ2ε(γ,δ)  τέτοιοι,  ώστε 
Γ(β)  -  Γ(α) 


(5-α 
ί(δ)  -  ί(γ) 
δ  -  γ 


=  Γ(ξι)  (1)  και 


=  ϊ'0=,2)  (2) 


Όμως  β<γ.  οπότε  ξι<ξ>.  Επειδή  ί'  (χ)>()  για  κάθε  χ > 0 ,  η  Γ  είναι 
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γνησίως  αύξουσα  στο  οπότε 

Γ(ξ,)’<Γ(ξ2)  (3) 

Εξάλλου  α+δ  =  β+γ  ο  β-α  =  δ-γ 
Λπό  την  (3)  έχουμε  ί'(ξι)(β-α)  <  ί'(ξ2)(δ-γ) 
Συνεπώς  λόγο)  των  (1)  και  (2)  είναι 
ί(β)-ί(«)  <  ί(δ)-ί(γ)  «  ί(β)  +  ί(γ)  <  ί(α)  +  ί(δ) 


ΘΕΜΑ  78 


Έστω  ί:[α,β]— >Κ,  μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  στο  [β,β]. 
Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  ΟΕ  [α,β]  τέτοιο,  ώστε: 

1(α)  -  ί(ε) 

€  - 


Λύση 


'  Εστω 
(Αστε 
Όμως 
οπότε 


β(χ)  —  (χ-β)  ί(χ)  -  Βάσει  του  Θ,Μ.Τ.  υπάρχει  οσ  (α,β)  τέτοιο, 

ΙΜ),^) 

β  -  α 

§'(χ)  =  ί(χ)  +  (χ-β)  Γ(χ) 

ί(ο)  +  (ο-β)  Γ(ο)  -  ~(α~  β)  ί(α>  « 

β  -  α 


Γ(ο)  +  (ο-β)  Γ(ο)  =  ί(α)  <=> 
ί(α)-ϊ(ο)  =  (ο-β)  Γ(ο) 


ΘΕΜΑ  79 

Έστω  Ιΐ[α?  β| — >  Κ-ί-  μια  συνάρτηση  συνεχής  και  παραγιογίσιμη 
στο  |(Χ,β|.  Αποδείξτε  ότι  υπάρχουν  €Ε  (<Χ,β)  τέτοιο,  <ί>οτι:: 


Λισφοη ικός  Λογισμός 
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ΘΕΜΑ  80 

Να  λυθεί  η  εξίσωση:  3Χ-  2χ=1+3(2χ/3+22χ/3)  για  κάθε  X  >  0. 

Λύση 

Έχουμε  3Χ-2Χ  =  1  +  3·2χ/3+3·22χ/3 

3Χ  =  1  +  2χ  +  3·2χ/3  +  3·22χ/3 

3Χ  =  (1  +  2Χ/3)3  φφ  3χ/3  =  1  +  2χ/3 

Θεωρούμε  Η  ^  =3^-2ν3-1  Για  χ=3  έχουμε  Η { 1 )  =  0 

1  /χ'Ν  1  χλ  1  ν. 

Επίσης  ~  Η  |  =  ^  ■  3Λ  Ιη3  -  ^  2νΜη  2 

Επομένως  1>'  ί||=  3ν3  Ιη  3  -  2Λ  Ιη  2  >  0  διότι  3χ/3>2χ/3  και  1ι\3>  Ιη2. 

Άρα  η  1\  γν.  αυξουσα,  δηλαδή  η  εξίσωση  έχει  μοναδική  λύση  την 
χ=Λ 
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ΘΕΜΑ 


81 


Ένα  σημείο  Μ(χ,3^)  κινείται  στην  υπερβολή  4χ2-9γ2:=36  έτσι 
ο')στε  η  συντεταγμένη  του  γ  να  αυξάνεται  με  ρυθμό  4  ΓΠ/δ0Ο.  Ποιος 
είναι  ο  ρυθμός  μεταβολής  της  συντεταγμένης  X  όταν  Χ^δ  ΓΠ;  Ποια 
είναι  η  κλίση  της  καμπύλης  για  Χ  =  5  ΙΏ; 


Λύση 

Έχουμε  -^  =  4,Τ1/,€€ 


Είναι  γ  =  ±  V*2  -  9 


Για  χ  =  5  ε'χουμε 


ύγ 

ςΐχ 


άγ  Η  2  χ 
Πχ  3  λ/χ2_9 

±5?.  Αλλά  £ 
6  αί 


άχόγ  +  12 
άγ  όί  5 


ΓΠ 


γ 

Λ<ϊο 


ΘΕΜΑ 


Να  βρεθούν  οι  ρίζες  της  εξίσωσης:  3*  +  4χ  —  2Χ  +  5Χ  . 

Λύση 

Έστω  ί(γ)  =  γχ  ,  γ^Ε..  Εφαρμόζουμε  για  τη  συνάρτηση  Γτο  Θ.Μ.Τ. 

στα  διαστήματα  [2,3]  και  [4,5],  οπότε  υπάρχουν  λχΕ  (2,3)  και  λ2σ  (4,5) 
τέτοιοι,  ώστε: 

1(3)  -  Γ(2)  £(5)  -  ί(4) 

3-2  =  Γ^  ^  _ 4  =  ι  (λ2) 

Αρα  3Χ-2Χ  =  ί'(λι)  και  5Χ-4Χ  -  Γ(λ2). 

Όμως  3Χ-2Χ  =  5χ-4* 

οπότε  Γ  ( λ  ι )  =  Γ(λ2)  <=>  χ  λχ  ' 1  =  χ  λ^_  1  <=>  χ  =  0 


η  λ*  λ*"'  <=>  Χ“0  ή  χ=Ι 
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ΘΕΜΑ 
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Έστω  Γ:(α,β)  — μια  συνάρτηση  δυο  φορές  παραγωγίσιμη,  Λν 
υπάρχουν  3  σημεία  της  γραφικής  παράστασης  της  ί  τα  οποία  να 

είναι  συνευθειακά,  αποδείξτε  ότι  υπάρχει  ΟΕ  ((λ,β)  τέτοιο,  ώστε 

Γ(ε)=  0. 


Λύση 


Έστω  Α(χι,ί(χχ))  ,  Β(χ2,Χ(χ2))  ,  0(χ3,ί(χ3))  τα  δοσμένα  ση 

μεία.  Διακρίνουμε  τις  περιπτώσεις 
•  Β  είναι  το  μέσο  του  ΑΟ.  Τότε  έχουμε 

Χ3-Χ2  =  Χ2-ΧΙ  καί  ί(χ3)Τ(Χ2)  =  ί(Χ2)Τ(Χΐ)  (1) 

Βάσει  του  Θ.Μ.Τ.  υπάρχουν  γ^(χι,Χ2)  και  γ2£(Χ2>Χ3)3  Υΐ^Υ,» 
τέτοιο,  ώστε 


ί(Χ2)-ί(Χθ  =  Γ(γ|) 
χ2-χ'  (2) 

=  Γ(Υ2) 

Χ3  -  Χ2 

Από  τις  (1)  και  (2)  έχουμε  Γ(γι)  =  Τ(γ2) 

Εφαρμόζουμε  το  0.  ΚοΙΙε  για  την  ί  στο  διάστημα  (γι,γ2). 

Αρα  υπάρχει  οξ  (γι,γ2)  τέτοιο,  ώστε  ί"(ο)-0, 

•  Β  δεν  είναι  μέσο  του  ΑΟ.  Σ’  αυτήν  την  περίπτιοση  το  Β  διαιρεί 


το  ΑΟ  στο  λόγο  1(,  1ο£-1. 


Αρα 


Χ2  = 


Χΐ  +  1ζΧ3 
1  +  1< 


ί(χ2)  = 


ί(χ.ΐ)  +  ^  ^(Χ3) 
X  +  |ς 


Συνεπώς  Χ2-χι  =  Ις(Χ3-Χ2)  και  ί(χ2)-ί(χ])  =  1ζ[ί(χ3)-ί(χ2)]  Ο) 
Βάσει  του  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει  γι€(χι,Χ2)  και  Υ2£  (χ2,*3)  τέτοιο,  ωοτε 
Γ(Χ2)  -  Γ(χι)  =  (χ2  -  χι)  Τ(γι) 

ί(Χ3)  -  Γ(Χ2)  -  (Χ3  -  Χ2)  Τ(Υ2) 

Από  τις  (3)  και  (4)  έχουμε  Ι'(γι)  ·~  Γ'(γ2) 

οπότε  βάσει  του  0.  ΙΙοΙΙι1  υπάρχει  ι·<  (γι.γ?.)  τέτοιο,  ώστε  Γ'(ε)  0. 
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Έστω  ίί  [α,β]  — μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  με  ί  φραγμένη. 
Αποδείξτε  ότι  τότε  η  ί  είναι  φραγμένη. 

Λύση 

ϊίπειδή  η  Γ  είναι  φραγμένη,  υπάρχει  Μ>0  τέτοιο,  ώστε  |Γ(χ)[<Μ, 
για  κάθε  χ<=  [α,β]. 

Έστω  χ,χοσ  [οι, β]  με  χο  δοσμένο. 

Βάσει  του  Θ,Μ.Τ.  υπάρχει  υ<~  (χ,χο)  τέτοιο,  ώστε 
{(χ)-ί(χο)  =  (χ-χο)  Γ(ϋ) 

Λρα  |£(χ)-ί(χο)|  =  |χ-χο|  |Γ(ο)|  < 

Συνεπώς  |ί(χ)|  -  |(ί(χ)-ί(χ<)))  +  ί(χ^)|^Ί7(χ)-1(χο)|  +  |ί(χ())|  < 

<  |χ-χ(>|  Μ  +  |ΐ(χο)|  <  |  β  -  α  |  Μ  +  |ί(χ())| 

Λρα  η  ί  είναι  φραγμένη  στο  [α,β]. 

ΘΕΜΑ  85 

'  Βστω  ίί  [05οο]  — >Κ  μια  συνάρτηση  συνεχής  στο  [0,°°]  και  παρα* 
γο>γίσιμη  στο  (0?°°),  με  ϊ(0)  — 0  και  ί  αΰξουσα.  Αποδείξτε  ότι  η 

συνάρτηση  §(χ)  =  —  ϊ(χ)  ,  X  >  0  είναι  αυξουσα. 

X 

Λύση 

βόο = -  4  + ν  ^χ) = ν  ιτμ  -  ν  ί(χ)ΐ  νια  χ>0 

X  Α  Λ  Λ 

Ίάττο)  χ<ξ  ((),<*>).  Βάσει  του  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει  οσ  (Ο,χ)  τέτοιο,  ώστε 
Κχ)-ί(Ο)  =  (χ-Ο)Ί  (ο) 

Όμίης  ί)  Γ  είναι  αυξουοα,  οπότε  είναι. 
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ί(χ)-0  =  X  ί'(ο)  <=>  —  =  ί'(ο)  <  ί'(χ)  <=>  ί'(χ)  -  -  Γ(χ)  >  0 

X  X 

Άρα  §'(χ)  >  0,  οπότε  η  §  είναι  αΰςουσα  στο  (0,°°). 


ΘΕΜΑ  86 

Έστω  β:Κ.+  — μία  παραγιυγίσιμη  συνάρτηση  για  την  οποία 
ισχύει:  §  (χ)  >€*  για  κάθε  Χ>0.  Να  υπολογίσετε  το  ΙΪΠ1  §(χ)  · 

X  — >  Η~  °° 


Λύση 

Έχουμε  μ'(χ)>υΧ  <=}  §'(χ)-οχ>0  <=>  (§(χ)-εχ)>0 
δηλαδή  η  ΐ(χ)  =  μ(χ)-ολ  είναι  γνησίως  αύξουσα 
Επειδή  χ>0  =>  1(χ)>ί(0)  =>  §(χ)-€ν>ί(0)  =>  §(χ)>οχ  +  ΐ(0) 
Αρα  Ητα  μ(χ)  =  -|-  οο 

X  — >  Έ  οο 


ΘΕΜΑ  87 


Έστω  §  μία  πραγματική  συνάρτηση  δύο  φορές  παραγωγίσιμη  «η<> 
[Χι,Χζ]  για  την  οποία  ισχύει: 


2  (8(χύ  +  β(»))  =  8 


^Χ1  +  Χ2  λ 


V 


) 


Να  αποδείξετε  ότι.  υπάρχει  τουλάχιστον  ίνα  Χ»(Ε  (Χι,Χ^)  τέτοιο 

ο'ιστε  Γ(Χ„)  =  0 
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Λΰση 


χ, 


Χι+Χ2 

2 

—4 - 


χΊ 


ξ2 


Για  την  £  στα  διαστήματα: 


Χ|+Χ2 

X]  +  Χ2 

χ]  >  2 

> 

[  2  ’*2] 

ισχύει  το  Θ.Μ.Τ.,  αρα 


β'(ξι)  = 


(χ\  +Χ2Λ 

-£(*])  2ε 

ίχΐ  +  Χ2^| 

8 

2 

2 

1  ) 

1  _ 1 

(χι) 


(I) 


Χ1  +  Χ2 


-XI 


Χ2-ΧΙ 


£(Χ2)~£(χι) 

Χ2  “  Χ;ι 


β'(ξ2)  = 


8(»)  -  6 

^Χΐ  +Χ2^ 
2 

2ε  Οΰ)  -  2ε 

^ΧΙ  +Χ2Ν 
2 

^ _ 1 _ ί 

V  ) 

(0 


Χ2 


ΧΑ+Χ2 


Χ2-ΧΙ 


£(Χ2)-β(Χΐ) 

Χ2-Χ1 


Γ,πομενως  £'(ξι)  =  β'(ξ2). 

Σύμφωνα  με  το  θ.  Κοίΐο  υπάρχει  χπε  (ξι,ξ2)0(χι,Χ2) 
(0<ΤΤΙ·  '(χο)  =  0 


ΘΕΜΑ 


88 


Ί·:«ηο)  α,β,γ€  Κ,  α<ο<β,  με  μ  ,  η  ,  ρ  β  Κ+  και  ί:  [α,β]— >Κ, 
με  1(χ)  =  Γηημ(χ-α)  +  ηημ(χ-β) +ρημ(χ-ο)  τέτοια,  ώστε 
Γ(α)1(β)*0.  Αποδείξτε  ότι  υπάρχουν  Χ\,Χϊ&  (ΟΙ,β)  με  Χι^Χι 

ί(α)  „  ί'(β) 


ί'(χι) 


1'(Χ2) 


τέτοιοι,  ο'ιστε:  (X 
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Λύση 


1)  Αν  Γ(ο)-ί),  εφαρμόζοντας  το  Θ. Μ. Τ.  για  την  ί  στα  διαστήματα  [α,ο 
και  [ο,β]  προκύπτει  ότι  υπάρχουν  χχΕ(α,ο)  και  Χ2^(τ,β)  τέτοιοι,  ώστε 
Γ(ε)-ί(α)  =  Γ(χι)(ο-α)  και  ί(β)-ί(ο)  =  (β-ο)Γ(χ2) 
δηλαδή  ί(α)  =  (α-ο)Γ(χι)  και  ί(β)  =  (β-ο)Γ(χ2)  (1) 

ί(α)ί(β)^0  οπότε  Γ(χι)^0  ,  Γ(χ2)^() 


Από  χην  (1)  έχουμε 


«α)_ 

ϊ'(χι) 


=  α  -  ο  και 


Γ(Ρ) 

ί'(Χ2) 


=  β-ο 


,  ί(α)  β  ί(Ρ) 

οποτε  α- — —  =  ρ— — 

1  ί7 


Γ(χι) 


(Χ2) 


2)  Έστω  ί(ο)*0  .  Επειδή  ί(α)ί(β)*0  <=>  ί(α)*0  ,  ί(β)*0 
Υποθέτουμε  ότι  ΐ(α)>0  ,  ί'(β)>0  ,  ί(ο)>0 

Αρα  ηημ(α-β)  +  ρημ(α-ο)>0  ,  ηα>0 
ητημ(β-α)  +  ρημ(β-ο)>0  ,  π>0 

Είναι  ητηημ(α~β)4-[ηρημ(α-ο)>0  λ 

ιπηημ(β-α)  +  πρημ(β-ς)>0  ί  τι^  πΡοαθ  έχουμε 

άρα  ηΊρημ(α-ο)  +  υρημ(β-ο)>0  <=> 

γπ  ημ(α-ε)  +  π  ημ(β-ο)>0  <=> 

πτ  ημ(ο-α)  +  η  ημ(οβ)<0  άτοπο  διότι  £(ο)>() 

Όμοια  αποδεικνύεται  ότι  δεν  μπορούν  να  είναι  ί(α)<0,  ί(β)<0,  ί(ο)  <0. 
Αρα  σε  δυο  από  τα  σημεία  α,β,γ  η  ί  αλλάζει  πρόσημο,  οπότε  υπάρχει 
χο€  (α,β)  με  ί(0)  =  0.  Αν  επαναλάβουμε  το  συλλογισμό  της  περίπτωσης 
(1)  βρίσκουμε  το  ζητούμενο. 


ΘΕΜΑ  89 

χ2  +  |  χ2  +  χ  -  2 1 

Δίνεται  η  συνάρτηση  ΓίΧ)  = - : - ; - .  ϊ)  Να  βρεθεί  το 

X Η"  |χ+ 

πεδίο  ορισμού  της  ί.  (Μ)  Να  διαπιστώσετε  αν  εφαρμόζεται  το 
θεώρημα  μέσης  τιμής  στο  |  1 ,2  | .  Σε  περίπτωση  που  εφαρμόζεται,  να 
βρεθούν  τα  ξ. 


υση 


χ2  +  χ  -  2 
|χ  +  1 1  =] 


{χ  -ι-χ-2  ,  αν  χε  (-οο  5  -  2]^  [1 ,  οο) 
-  χ2  -  χ  4-  2  ,  αν  χ  <ξ  (-2,1.) 

χ  +  1  ,  αν  χ  >  -  1 
—  χ  —  1  ,  αν  χ  <  -  1 


Γ(*)  = 


Γχ2  +  χ2  +  χ-2 
χ-χ-  1 
χ2  -  χ2  -  χ  +  2 
χ-χ  -  1 
χ  -  χ  —  χ  +  2 
χ  +  χ  Η- 1 
χ2  +  χ2  +  χ  -  2 


,  αν  χ  <  -  2 


,  αν  χε  [-2,-  ϊ) 


>  αν  χ  ε  (- 1 , 1)  -  \ 


,  αν  χ  >  1 


2 


ΐ'(χ)  = 


χ  +  χ  +  1 

-(2χ2  +  χ-2)  ,  αν  χ€  (-οο,  —  2) 


χ-  2 

-  χ  +  2 
2χ+  1 
2Χ2  η-χ-  2 
2χ  +  1 
1 


αν  χ  ε  [-  2  ,  -  1) 


αν  χ  6  [1 ,  ο®) 


1>α 

ί)  Ι-.ίναι  προερανές  ότι  η  ί  είναι  συνεχής  στο  [1,2]  και  παραγωγί- 
|ΐη  στο  (1,2).  Άρα  μπορούμε  να  εοραρμόσουμε  το  Θ.Μ.ΊΓ.  στο  [1,2]. 

Γ(2)  -  Γ(1) 


ηνί'πίός  υπάρχει  ξε(1,2)  τέτοιος  ώστε: 

4ξ2Η-4ξ  +  5  4ξ2  +  4ξ  +  5  _  1 9  . 

4ξ2  +  4ξ  -ι-  I  4ξ2  +  4ξ+Ι  15 


=  ί'(ξ) 

2-1 

=>  2ξ2  +  2ξ  -  7  =  Ο  => 
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ξΐ>2  = 


-1  ±νΤ5 


Άρα  1  =  “^ — -€(1,2) 


ΘΕΜΑ 
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Έστω  Γ:[<Χ,  β]  — >  Κ.+-  μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  στο  [α,β] 

Αποδείξτε  ότι  στο  διάστημα  (α,β)  υπάρχουν  τουλάχιστον  (ν  +  1) 
σημεία  Χο,Χι,Χ2ν..,Χν  τέτοια,  ώστε: 


π 

ϊ  =  1 


Γ  (χ;)  Γ  (χο) 

Ι'(χί)  ί(χο) 


Λΰση 

Διαιρούμε  τα  διαστήματα  σε  ν  ίσα  διαστήματα  με  τα  σημεία 
α  =  αο<αι<«2<  <αν  =  β.  Εφαρμόζουμε  το  Θ.Μ.Τ.  για  τη  συνάρτηση 
§:(α,β]— με  §(χ)  =  1η  ί(χ)  σε  καθένα  από  τα  διαστήματα  [α;,αί+ι], 
{0, ί . ,ν-1 }. 

Άρα  8(α0-β(αΐ-ι)  =  β"(Χί) (οΐί-«ί- 1)  όπου  Χί<=(αΜ,αΟ  ϊε  {1,2,...,ν} 

£ΥχΛ 

Άρα  1ηί(α0-1ηί(αϊ_ι)  =  — - -(α\-α[~\)  ,  ϊε  {1,2,..,,ν>  <=> 

ί(Χί) 

,  ϊ(αι)  Γ(χί)  ,  , 

1η — —  ■— = - (αΐ-αί-ι) 

ί(αΐ-ι)  ί(χί) 


1(αι)  ί(χϊ) 
Γ(«ί-ι)~β 


(«ί  —  αϊ  _  ι) 


(3  -α  Γ(χ,) 

V  ί(χ,) 


216 


Διαφορικός  Λογισμός 


ν  β  ~  **  π  ^  (χί) 

^_Γ(α[)_  =  εν  ΠίΜ  ^ 


1=  I 


ί(αι-ι) 


β-α  ^  **) 

««ν)  =  β  ν  Μ Γ(χι)  « 


ί(«ι)  ί(α2) 

Γ(α0)  ί(αι)  ’  ί(αν  - 1) 

β-α  Δτ  ΓΟΟ 

Μ  =  β  ν  (1) 

Η») 

Εφαρμόζουμε  το  Θ.Μ.Τ.  για  τη  συνάρτηση  £  στο  διάστημα  [α,β], 
οπότε  υπάρχει  χο£  (α,β)  τέτοιο,  ώστε 

Ι·ιΓ(β)-1ηί(α)  =  ^(β-α)  « 

ί(χο) 

1ΠΜ=ίΜ(β_α)  0 

Γ(.ϊ)  ί(χο) 

«Ρ)  ®->«»  Γ2; 

«<0 

Από  τις  (1)  και  (2)  είναι 


-  η 


Ο 


ΓΙ 

ί=.  1 


Γ(χΟ 

Κχ;) 


,Λ  ν  Π*ώ 
(β  -  «) 

Κχο) 


ττίΜ=νίΜ 

1 1  ί(χΟ  £(χο) 

ί  =  1 
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Αποδείξτε  ότι,  το  σημείο  0  που  προκύπτει  από  την  εφαρμογή  του 
Ο.Μ.Τ.  για  τη  συνάρτηση  ί(χ)  =  Ιηχ,  χ>0,  στο  διάστημα  [<Χ,β] 

Γ-7Γ  α  +  β 

πληρεί  τη  σχέση:  γ(Χ |»  <  0  <  _  — 
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Λύση 


Βάσει  του  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει  (α,β)  τέτοιο,  ώστε 

ί(β)-ί(α)  —  Γ(ο)(β-α)  <=>  1η  β  -  Ιπα  =  —  (β  -  α)  <=> 

0 


I  I 

.  β  1  /Λ  Χ  Ι  α 

1η  —  (β-α)  <=>  -  =  - -  4=>  ο  = 

α  ο  1  ο  β-α 


β-α 

1η  — 
α 


Πρέπει  να  δείξουμε  ότι 


ητ  β-α  α  +  β 
■ναβ<-! — β"<_2_  ^ 

I  η  -1- 


[1Γ  α  1  1  (Λ  β^  /Μ 

Λ/-  < - 7Γ<  ο  1  +  -  (0 

V  α  ,  β  2  α 

1η—  ^  ) 

α 


Άρα  πρέπει  να  δείξουμε  ότι  VI  <-^γ<^(1  +  1)  για  κάθε  1>1. 
Θα  αποδείξουμε  ότι  ΙηΚ^=ϊ·  και  — ^<^·1η(;  για  κάθε  ί>  I 


1η  1  < 


1-1 


Έστω  φ(1)  =  ίη£ 


I  —  1 


2  λ/Γ-  £  - 1  (νΓ- 1)2 
φ(ι)“  2ί νΓ  ""  2ρΙΓ 

Αρα  η  ί  γν.  φθίνουσα,  οπότε 

φ(0<φ(1)  =  0 

1-1  η  .  1-1 

Αρα  1η£-^ρ<0  «=>  1πΙ<^=- 

Έστω  £(1)  1π  1  -  ~ — - 

2  ι+ 1 
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Λρα  μ  -  γνησίως  αυξουσα  και  μ(ΐ)>μ(1)  =  0  <=>  - — -<^1η1 

ι  -ε  ί  ^ 

Συνεπώς  η  (1)  αληθεύει. 


(">ΕΜΑ  92 

!·:-*-  £:ία,β]->Κ,  μια  συνάρτηση  πιχραγωγίσιμη  με  Γ  γνησίως 
μονότονη  και  €€:  (α,Ρ)  με  Γ(ο)=0.  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει 
Χο€  |β,β]  τέτοιο,  ώστε  Χο Φα  και  £(χ<>)  =  £(α)  ή  χ,,^β  και 

Γ(χβ)  =  ϊ(β). 

Λύση 

Ήσιω  ότι  η  Γ  είναι  γνησίως  αυξουσα.  Επειδή  Γ(ο)  =  0  έχουμε 
(<  0  ,  χ  ε  [α ,  ο) 

'(χ)=  Λ  ,  β1 

>  0  ,  χ  £  (ο  ,  β] 

Λρα  το  ο  είναι  τοπικό  ελάχιστο  της  £,  οπότε 

!’((.:) < ί(χ)  για  κάθε  Χ€[α,β]  =  {ο}. 

Λν  I)  Γ(α)<ί(β), 

θεωρούμε  τη  συνάρτηση  £(χ)  =  ί(χ)-£(α).  Η  μ  είναι  συνεχής  στο  (υ,β) 
και 

β(«)β(Ρ)  =  Κ(ο)-ί(α)Ι[ί(Ρ)-ί(α)]<0 
Λρα  υπάρχει  χο^(ο,β)  τέτοιο,  ώστε 

>',(χ«)“0  <^>  £(χο)  =  £(α) 

Λν  2)  ί(α)>ί(β), 

θεωρούμε  μ(χ)  =  ΐ(χ)-|(β)  οπότε 
μ(α)μ(ο)  =  [((.0-ί(β).|[/(ο)-Γ(β)]<0 
Λρα  υπάρχει  Χη£(α,ο)  τέτοιο,  ώστε 
μ(χο)  =  ()  <=>  ί(χο)  =  Γ(β) 
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ΘΕΜΑ  93 

Έστω  ί:Κ— μια  συνάρτηση  άρτια,  με  ί(0)  =  0.  Αν  η  Γ  είναι 
δυο  φορές  παραγο)γίσιμη  και  δε  μηδενίζεται  στο  Κ,  αποδείξτε  ότι 

ί(χ)Γ'(χ)>0,  για  κάθε  ΧΕ  Κ  και  £(χ)Γ'(χ)=0  <=>  Χ  =  0 

Αΰση 

Το  σύνολο  τιον  συναρτήσεων  που  πληρούν  τις  παραπάνω  σχέσεις 
είναι  μη  κενό  διότι  περιέχει  τη  συνάρτηση  ίο(χ)=χ2 
£(χ)  =  ί(-χ)  οπότε  Γ(χ)  =  -Γ(-χ) 
και  άρα  η  Γ  είναι  περιττή  και  Γ(0)  =  0 

Επειδή  η  {"  έχει  την  ιδιότητα  ΌαιΊ>ουχ  και  δε  μηδενίζεται  στο  Κ., 
προκύπτει  ότι  διατηρεί  σταθερό  πρόσημο. 

«  Έστω  Γ"(χ)>()  για  κάθε  χε  Κ.  Τότε  η  Γ  είναι  γνησίως  αύξουσα, 
οπότε  Γ(χ)>Γ(0)  =  0  για  κάθε  χεΚ  +  ,  Συνεπούς  η  ί  είναι  γνησίως 
αύξουσα  στο  Κ-4  και  ί(χ)>ί(0)  =  0  για  κάθε  χ>0.  Όμως  ί(χ)  =  ί(-χ), 
οπότε  ί(χ)>0  για  κάθε  χεΚ*.  Αρα  Γ(χ)Γ'(χ)>0,  για  κάθε  χε  Κ  και 
ί(χ)Γ'(χ)  =0  <=>  χ  =  0. 

•  Όταν  Γ'(χ)<0  εργαζόμαστε  όμοια. 


ΘΕΜΑ  94 

Έστω  Γ:Κ->Κ,  μια  συνάρτηση  με  Γ  συνεχής  στο  Κ..  Αν 
|ί  (χ) +ί(χ) |<1,  για  κάθε  ΧΕ  Κ.,  αποδείξτε  ότι: 

ί'(χ)-6',ίΓ(0)<|1-ε'’Ί>  για  κάθε  Χ€  Κ. 

Λύση 

Έστω  >Κ.  με  ^(χ)  =  οχΓ(χ)  +  οχ-ί(0)- 1 


,,(<>)  =  ί(0)  +  1-ί(0)-1  -  ο 

}>'(χ)  =  <ϊχί(χ)  +  €χΓ(χ)  +  εχ  =  εχ(ί(χ)  +  Γ(χ)  +  1)  >  0  για  κάθε  χε(-<~,0] 
\ρα  η  £  είναι  αΰξουσα  στο  (-°°,0]3  οπότε  §(χ)  <  §(0)  =  0 
Ομοιοι  ορίζουμε  και  βρίσκουμε 

Ιι(χ)<0,  για  κάθε  χε  [0,-<*>) 

\(>α  Λ(χ) +  οχ-ί(0)- 1  <0  <=> 
ί(χ)  +  1-ε  χί(0)-€  χ  <  0  <=> 

ί(χ)-6*χί(0)  <  ε'χ-] 

(")ΕΜΑ  95 

Εστω  ί:  [0,1] — >Κ.,  μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  στο  [0,1]  ,  με 
:(0)=0.  Αν  υπάρχει  Μ>0  τέτοιο,  ώστε  |1^ (χ)|<Μ|Γ(χ)|  για 
ιάΟε  ΧΕ  [0,1]  ,  αποδείξτε  ότι  ί(χ)  =  0  για  κάθε  ΧΕ  [0,1]  . 

\υση 

Ιίοτ<ι>  £:[0,1]^Ε.  με  §(χ)  =  ί2(χ) 

(ΓΟΟ  =  2ί(χ)ί'(χ)  ,  8(0)  =  ί2(0)  =  0 
Ιβ'(χ)Ι  =  2|ί(χ)||Γ(χ)|  <  2ΜΓ2(χ)  =  2Μ|8(χ)| 

Ινιιτω  Ιι:[0,1]-»Κ  με  1ι(χ)  =  β~2Μι<8(χ) 

1>'(χ)  =  -2Μβ·2Μϊ8(χ)  +  ε'2Μν(χ)  =  6'2Μ,:[δ'(χ)-2Μδ(χ)]  <  0 
\ρα  Μ  είναι  φθίνουσα  στο  [0,1]  και  1ι(χ)  <  1ι(0)  =  0. 

Ομως  1ι(χ)>0  για  κάθε  χε  [0,1]· 

Συνεπώς  1ι(χ)  —  0  για  κάθε  χε  [0,1] 

\(»α  ί*(χ)  =  0  <ί=>  ί2(χ)  =  0  <=>  ί(χ)=0  για  κάθε  χε  [0,1]. 


ΘΕΜΑ  96 


Εστω  Γ:  [α,Ρ]— >Κ,  μι·α  συνάρτηση  συνεχής  στο  |  <Χ,|1 1  και  παρα- 
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γωγίσιμη  στο  (<Χ,β)>  με  ί((λ)<ϊ(β).  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει 
Ο  €  [α,β]  τέτοιο,  ώστε  Γ(ο)>0. 

Λύση 

Έστω  ότι  δεν  υπάρχει  οΕ(α,β)  τέτοιο,  ώστε  Γ(ο)>0. 

Τότε  για  κάθε  χ&(α,β)  ,  Γ(χ)  <  0. 

Συνεπούς  η  ί  είναι  φθίνουσα  στο  (α,β). 

Άρα  για  α<β  είναι  ί(α)  >  Γ(β)  άτοπο,  διότι  Γ(α)<ί(β). 


ΘΕΜΑ  97 

Έστω  Ε^Κ  και  ί:Ε— μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  δυο  φορές 
στο  Ε.  Αν  υπάρχουν  §?1κΕ — >Κ.  τέτοιες,  ο>στε  Γ  ο£=ΓοΗ  => 
2  =  11,  αποδείξτε  ότι  η  ίδεν  έχει  σημεία  ν.αμπής. 

Λύση 

Θα  αποδείξουμε  ότι  η  Γ:Ε— είνα^  "1-Γ.  Υποθέτουμε  ότι  η  Γ  δεν 
είναι  "1-Γ.  Τότε  υπάρχουν  γι,γ2ΞΕ,  γι^γ2  με  ϊ '(γι)  =  ί \γι) 
Έστω  Ρ-{χ)  ,  με  την  ιδιότητα  ότι  £:Ρ—»Ε  β(χ)  =  γι,  Η:Ρ— >Ε,  με 
1ι(χ)  -  γ2.  Έχουμε  Γθ£  =  Γο1ι  και  (άτοπο). 

Αρα  η  Γ  είναι  "1-Γ1  και  επειδή  η  ί  είναι  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  η 
Γ  είναι  συνεχής.  Αρα  η  Γ  είναι  συνεχής  και  'Ί-Ι"  οπότε  είναι  γν. 

μονότονη  στο  Ε.  Επειδή  η  Γ  είναι  γν.  μονότονη  έχουμε  Γ'(χ)^0  για 
κάθε  χεΕ,  οπότε  η  ί  δεν  έχει  σημεία  καμπής. 


ΘΕΜΑ  98 

Ε(Π;ο>  ί:Κ— >Κ  μια  συνάρτηση  ποραγωγίσιμη  και.  φραγμένη  τέτοια, 
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ώστε  ί(χ)Γ (χ)>ημχ  ,  για  κάθε  Χ6  Κ.  Αποδείξτε  ότι  δεν  υπάρ¬ 
χουν:  Ιίητ  Γ(χ)  κιχι  Ηιη  Γ(χ) 

X  — >  \  -  οο 

Αΰση 

Έστω  §(χ)  =  ί2(χ)  +  2συνχ  ,  χξ  Κ. 

^'(χ)  =  2ί(χ)Γ(χ)-2ημχ  =  2[Γ(χ)Γ(χ)-ημχ]  >  0 
Λρα  η  £  είναι  αΰξουσα. 

βπειδή  η  1’  είναι  φραγμένη,  υπάρχει  Μ>0  τέτοιο,  οοστε  |ί(χ)|<Μ,  για 
κάθε  χ€  Κ. 

Λρα  |β(χ)|  -  |{2(χ)  +  2συνχ|  <  ί2(χ)  +  |2συνχ|  <  Μ2  +  2  για  κάθε  χεΚ 
Συνεπώς  η  £  είναι  φραγμένη. 

Επειδή  η  §  είναι  αΰξουσα  και  φραγμένη  υπάρχουν 
Ιϊ  ηι  £(χ)  και  Ιΐιτι  £(χ) 

\  )  υΟ  X  — >  —  ώΟ 

Υποθέτουμε  ότι  υπάρχει  Ιΐιυ  ί(χ)  .  Τότε  αφού 

X  — »  ·=ο 

<τυνχ  =  ^  [8(χ)-ί2(χ)1 

προκύπτει  ότι  υπάρχει  Ιππ  συνχ  (άτοπο). 

X  — >  « 

Άρα  δεν  υπάρχει  1  ϊιπ  ί(χ)  . 

X  -4  Οβ 

Ομοια  αποδεικνύεται  ότι  1  ΐιη  ί(χ)  . 

X  ->  -«ο 


ΘΕΜΑ  99 


Δίνεται  η  συνάρτηση  ίΐΚ. — >Κ.  με 
Γ(χ)  =  λά2  +  2χ  +  2  +  λά2-  2χ  +  2 


Διαφορικό;  Λογισμός 


222 


(ί)  Να  δείξετε  ότι  η  ί  είναι  αόξουσα  στο  [0,°°)  και  φθίνουσα  στο 

0]. 

(ΐί)  Να  βρεθεί  Γ( [-1,1] ). 

(ϋί)  Να  βρεθεί  το  όριο  της  συνάρτησης 

§(χ)  =  λ/χ2  +  2χ+2  -  'Δ2  -  2χ+  2  όταν  X  — ^  ±  ©Ο 
(ΐν)  Να  μελετηθεί  ως  προς  τη  μονοτονία  η  §. 

Λύση 

(ΐ)  χ2  +  2χ  +  2>0  για  κάθε  χ£ Κ  και  χ2  - 2χ+  2  >  0  για  κάθε  Χ6  Κ, 
οπότε  ΐ(χ)  >  0  για  κάθε  Χ€Κ. 

[Γ(χ)]"  —  χ2  +  2χ  +  2  +  χ2-2χ  +  24·  2^(χ^  +  2)2  —  4Χ2  = 

=  2χ2  +  4  +  2νχ4  +  4χ2  +  4-4χ2  =  2χ2  +  4  +  2>/χ4  +  4 

,  4χ4  Γ  χ2  ϊ 

[(ΦΟ) Γ  =  4χ  +  27Τ^=Τ"4χ  ΐ+  η — γ 

2  νχ  +  4  I  Λίχ  +4 

Αρα  [(ί(χ))2Γ  >  0  αν  χ>0  και  [(ί(χ))2]'  <0  αν  χ<0 
Συνεπώς  [Γ(χ) ]2  είναι  αΰξουσα  όταν  χ>0  και  ψθίνουσα  όταν  χ<(). 
Έστω  0  <  χι  <  Χ2. 

Τότε  [ί(χ,)]2  <  [ί(χ2)]2  =>  [ί(χι)]2  -  [ί(χ2)]2  <  0 
[1:(χι)-ί(χ2)][ί(χι)+ί(χ2)]  <0  =>  ί(χΐ)  <  ί(Χ2) 

>0 

Συνεπώς  η  ί  είναι  αυξουσα  στο  [0,^). 

Έστω  χι  <  χ2  ^  0. 

Τότε  [{(χ,)]2  >  Ιί(χ2)]2  =>  [Γ(χι)Ι2-[ί(Χ2)12>  0 

Ιί(Χΐ)-ΐ(Χ2)][ί(Χΐ)  +  ί(Χ2)]  >  θ  ί(χΐ)  >  ί(Χ2) 

>0 

Συνεπώς  η  ί  είναι  φθίνουσα  στο  (-«°,0|. 

(ϋ)  Η  Γ  είναι  αυξουσα  στο  1 0 . ■  ^ )  και,  φθίνουσα  στο  (-«>,01,  ενώ  η 
γραφική  της  παράσταση  είναι  συμμιιρική  ως  προς  τον  άξονα  γ'γ, 
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διότι  ί(~χ)  =  ί(χ)  για  κάθε  χξ  Κ. 

Ππίσης  ί(χ)>0  για  κάθε  χ£  Κ. 

Αρα  η  ί  παίρνει  τη  μικρότερη  τιμή  όταν  χ~0,  δηλαδή 
ίηι  ίπ  =  ί(0)  =  2\Ϊ2  και  ϋιη  Γ(χ)  =  +  <*> 

X  — >  +  οβ 

1(1)  =  Γ(-1)  =  Ίδ+1 

Λοα  ί([-1,Ι])  =  ί([-ΐ,0])υΓ([0,1]>  =  Γ([0,1])  =  [2^2  ,-ΐ5  +  1\ 
(ίϋ)  Πιη  §(χ)  =  Ιϊτη  (^χ2  +  2χ  +  2  - λ/χ2 - 2χ+  2 )  = 

X  — >  ±  ΟΟ  X  “>  ±  Ού 


=  Πιη 

\  )  ±  οο 


χ2  +  2χ  +  2  -  χ2  +  2χ  -  2 
^χ2  +  2χ  +Τ+  ^χ2  -  2χ  +  2 


-  Πιη 


4χ 


=  -  2 


->  ±  ολ  λ/χ2  +  2χ  +  2  -ι-  "^χ  —  2χ  +  2 
(ίν)  β(χ)  =  νχ2  +  2χ+  2  -  λ^χ2  -2x4-2 

=>  ^χ2  +  2x4-2  >  νχ2  -  2χ+  2 


Αν  χ>0 


Αν  χ < ϋ  =>  ^χ2  +  2χ+2  <^χ2- 2χ+2 


=>  δ(*)>0 
=>  β(χ)<0 


[ΰ(χ)]2  -  χ2  +  2χ+2+χ2-2χ+2-2ν?Τ4"  =  2χ2  +  4-2ν/ +  4 

4Χ3 


Ι(β(χ))2]  =  4χ-2 


2^7+7 


,  >/χ4  +  4  -  χ2  16χ 

—  4χ  — -  - — ■ —  —  — —  — — — ■ - 

νχ4  +  4  \χ4  +  4  (νχ4  +  4  +Χ2) 

Αρα  όταν  χ>θ  =>  [(β(χ))  ]'  >  0  =»  (£(χ))  είναι  αυξουσα. 

Ί Μίτο)  ()  <  χι  <  Χ2. 

'Γ'ίτΐϊ  Ιϋ(χι)]2  ^  Ιβ(Χ2>]2  =>  (8(χι)-8(Χ2)][β(χι)  +  8(χ2)]  <  ο  => 

>0 


&(χ0  <  8(χ2)-  Η  β  είναι  αύξουσα  στο  [0,^). 

Οταν  χ<0  [(δ(χ))2|  ^  0  ==»  (β(χ))2  είναι  φθίνουσα. 

Πστο>  χι  <  Χ2  <  0. 

Ιοτι:  |μ(χι)|2  >  [^(χ2)|2  =>  [δ(χ  ι  Η(*2)11δ(χ  0 +  β(χ2)  |  ^  0  => 

<0 


Κ(χι)··μ(χ?.)  >  ()  >  μ(χι)  ^  η(χ;.). 
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Η  β  είναι  αΰξονσα  ατο  (-<*>, 0]. 


ΘΕΜΑ 
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Αν  αι  ,  <Χ2ε 


ο  - 

’4 


,  αποδείξτε  ότι: 


( 


εφ2  «ι  ·  εφ2  α2  ^ 


Λύση 


ημ?αΐ  +  ημ2<Χ2 
συν^αι  +  συν2α2 


\ 


V 


) 


Έστω  ΐ(χ)  =  1η 


1  -χ 


ί'(χ)  - 


ί 


2χ-1 


,  ί'Χχ)^--^11 — ^<0  για  κάθε  χξ 

χ  (1  -  χ)  χ2(1-χ)2 


0  ’  2 


V 


Συνεπώς  η  1'  είναι  κοίλη,  οπότε  ί(χι)  +  ί(χ2)  <  2ί 


λ  Χΐ  +  Χ2  ^ 


'χι  +Χ2λ 
2 

ν  ) 


<=> 


1η 


^  Χ[  ^ 

+ 1  ιι 

ί Χ2  1 

1  —  χι 

ι  -χ2 

V  ) 

λ  ) 

<  2 1η 


1- 


XI  +Χ2 


V 


<=> 


Ιη 


Χΐ  Χ2 


1η 


(ί  -  χι)  (1  -  χ2) 
Χΐ  Χ2 

(1-Χ])(1-~χ2) 


<1η 


2  V 


2  -  χι  -  χ2 

ί  χ·ί+χ2  λ 
2  -  χι  -  χ2 


Δ 


Θέτουμε  χι  =  ημ  α]  ,  χ2  =  ημ  α2  οπότε  έχουμε 


ημ2αι  ■  ημ2α2 
συΆΐι  ·  συ\^α2 


< 


/  2  2  \ 

ημ  αι  +  ημ  α2 

2  -  ημ2Π!  -  ημ2α2 


V 


) 
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ί  2 

Γψ'  (χι  ■  εφ  αι< 


/  2  1  λ 

ημ  αι  +ημ  α2  ' 

συΛχι  +  συν2  αι 
ν  ν 


ΘΕΜΑ 


101 


^τιοόείξτε  ότι  για  0<α<β  ιοχΰει η  σχέση 

2  ι  ,  β  ι 

< - 1η  —  <-τ=  (ΐ) 


\  1 II  Ν  / - 

α  -ι-  β  β  -  α  β  "ναβ 


νύση 


/)  «,  ^α)<1π1<β^α  ^ 

α  +  β  α  ναβ 


->  βϊ 


(( 


( 


ι.. 


(4 


I-  I 


^-ι 

<  Ια  -  <  α 

« 

α 


)α  δείξουμε  ότι  (2)  — — —  <1πχ<Χ 


χ+1 

X  — .  I 

Ηστω  Ρ(χ)-1ηχ-2 - 7  >  χ>1 


>/χ 


I7 


X  4-  1 

_  (χ-ΐ)2 
*  (χ+1)2  (χ  +  1)2 


>0 


υιότε  η  Η  είναι  γνησίως  αΰξουσα  στο  (!,«»). 

< ,  2(χ  -  I) 

υιοΐε  — — - — <1ηχ 
χ  +  I 

χ  —  1 

1  ίπτ<ι>  φ(χ) - — ,  -  I η  χ  ,  χ>1 

νχ 

(//(χ)  \  (ν/χ  -  I  )2  >  1  για  χ>  I 

2χ  νχ 


χ  >  1 


Άρα  Ρ(χ)>Ρ(1) “0 
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οπότε  η  φ  είναι  γνησίως  αυ ξου σα  στο  οπότε  φ(χ) >φ(1)  — 0  και 

χ-  1 


συνεπώς  1η  χ< 


β 


Αν  στη  (2)  θέσουμε  χ  =  —  βρίσκουμε  τη  ζητούμενη  σχέση. 

οι 
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Δίνεται  πραγματική  συνάρτηση  δυο  φορείς  παραγωγίσιμη  στο  Κ, 
τέτοια  ώστε  §(χ)>ο  και  8"(χ)8(χ)-(8'(χ))  2>0  για  κάθε 
ΧΕ  Κ..  Να  αποδείξετε  ότι: 


8 

(ί)  η  συνάρτηση  _  είναι  γν.  αυξουσα. 


8 


(ϋ)8 


λΧΐ  ,  Χ2Λ 

Τ +  Τ 

V  ) 


^  ν§(χΐ)  8(Χ2)  για  κάθε  Χι,Χ2Ε  Κ. 


Λύση 


(ί)  Έχουμε 
10ζ  τρόποζ 


Λ 


£"(*)  8(χ)  ~  (£'(*)) 


62(χ) 


>0 


(ϋ)  Θεωρούμε  1ι(χ)  —  1π£(χ) 


1ι'(χ)  =  ^  =>  ή"(χ)>0 

6(χ) 


αρα  η  Η  στρέιρει  τα  κοίλα  άνω,  οπότε  για  κάθε  χι,χιεΚ  ισχύει 


Η  (χι)  +  1ι  (Χ2)  >21ι 


'χΐ  +Χ2λ 


<=> 

<=>  Ιιι  ^(χι )  +  1η  μ(χ2)  £  2 + 


<=> 
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1η  β(χι)  +  1η  β(χ2)  >  2 1η  β 


^Χΐ  Χ2λ 
2  +  2 


ν 


/ 


<^>  Ιηβ(χι)£(χ2)>1η 


^  /χΐ  Χ2^ 

τ+τ 


<^>  β(Χΐ)β(Χ2)>β 

ίχι  χιλ 


2  2 


^=> 


ν 


)) 

<=$ 


<=>  8 


2  2 


^  ^Ε(χι  )  8(χ2) 


\  χ 

τρόπος 


(π)  Θεωρούμε  β(χ)=1ηβ(χ)  που  είναι,  γν.  αύξουσα  από  το  πρώτο 
ι  ρώτημα.  Εφαρμόζεται  το  Θ.Μ/Γ. 


Στα  διαστήματα 
1η  « 

Ιϊ'(ξι>  =  — 


*1 

Χ,  +  Χ2 

2 

1, 

XI  +  Χ2 

XI  +Χ9 

X,,  2 

και 

2  >Χ2 

^χχ  +  Χ2  ^ 


2 

V 

/ 

—  Ιη  β(χι)  21η  β 


^Χΐ  +  Χ2^ 


εχουμε 
-21ηβ(χι) 


Χΐ  +Χ2 


-X) 


Χ2-Χ1 


Ιη  £(χ2)-1ηβ 


^Χΐ  +Χ2Λ 


^(ζΐ)  = 


2 

V 

/ 

21ηβ(χ2)-21ηβ 


'Χΐ  +  Χ2^ 


Χ2- 


Χ.1  +  Χ2 


Χ2-ΧΙ 


Επειδή  ξι<ξ2  και  1ύ  γν.  αύξουσα  προκύπτει 


ΙΓ(ξι)<1ύ(ξ2)  <=>  21η£ 


^χί  +χ2λ 


<-> 


Ιιι^ 


λΧ|  +Χ2λ 


<  1ηβ(χι)  +  1η§(Χ2) 


<-->  8 


/  \ 

XI  +  Χ2 


) 


< 


^  1η8(χι)8(χ2)  <=>  β 

^8(χ  I )  8(χ2) 


XI  -Ι'Χ2 


λ 


<δ(Χ])8(*2) 


Η  Για  χ ι  *- χ 2  ισχύει  το  ίσο. 
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ΘΕΜΑ 
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Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  Χο€Ε  (0,1)  τέτοιο,  ώστε: 


Χ0  <  (  V 


χΧ(1  +  V 


V 


ν  + 1 


V 


για  κάθε  ν>1  ,  Υ€Ε  Ν  . 


/ 


Λύση 


Έστω  ί:(0,°°)— ,  με  Γ(χ)  = 


χ  1η  χ 


Γ(χ)  = 


X  4-  1 

(χ  Ιηχ)'  (χ  +  1)  -  χ  Ιπχ  (χ Η- 1)' 


Λ  ^ 

1ΐ1Χ+Χ- 

X 


(X  + 1) 

(χ+  1)-χ  Ιηχ  (χ+1)1ηχ  +  (χ+1)_χ1ηχ 


(X  + 1)2 

1ιιχ  +  χ  +  1  ^(χ) 


(χ  +  1) 

2  όπου  β(χ)  =  1ηχ  +  χ+ 1  ,  χ>0 


(χ  +  1Γ  (χ  +  1) 

£'(χ)  =  (1ηχΗ-χ+1)'  =  1  +  —  =  Χ— —  >  0  για  χ>0 

X  X 

1ΪΠ1  £(χ)=-οο  ,  β(1)=2>0 

χ  ->  0+ 

Αρα  υπάρχει  χοε  (0,1)  τέτοιο,  ιοστε  §(χο)  =  0.  Όμως  η  £  είναι  γνησάος 
αυξουσα,  οπότε  §(χ)  <  β(χο)  =  0,  για  κάθε  χε(0>χη). 

Αρα  Γ(χ)  <0  ,  για  χε  (Ο,χο)  και  η  ί'  είναι  γνησίως  φθίνουσα  στο  (Ο,χο'). 

Όμως 


χο  χο 

- < —  οποτε 

ν  +  1  ν 


( 


χο 


Λ 


ν  -ι-  I 


>  ( 


ΔίΐΛ 

V 

V  ) 


χο  .  Χ() 

- 1  η 


χο  ,  χο 
,  ,  — 1η  — 

ν  +  I  ν+1  ν  ν 

<=>  - >  - - <=> 

Χο  ,  χο 


•ι-  1  —  +  1 

ν 
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χ<)  Ιη 


.  ΧΟ 

ν  + 1  χ,)1ην 


1η 


χο  -I-  ν  +  1  χο  +  ν 
1 


<=> 


χο  .  χο 

ν  +  I  η  ν 
> 


Ιη 


(  ΧΟ  Υο  +  V  +  1 


ν  + 1 


>  Ιη 


/ 


(  Χ()  Υο+ν+1 


> 


ν 

V  ^ 


|Χο  +  ν 


χΧο  +  ν  /  λΧ()  +  ν  +  1 

\  (  \'η  \ 


> 


*() 


< 


ί  ΧΟ  ^ 

ν  ·+ 1 
χο 

V 


Χϋ 
V 

\  ; 
χ0  +  ν 


χο  +  ν  -ΚΙ  χο  +  ν 


I 


ΧΟ  >α  +  ν 
V 


<=> 


<Κ> 


Χο  (  V  >ί 


χο  +  ν 


V  Η-  I 


V 


) 


<=> 
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Λν  0<Χ<5'<Ζ,  αποδείξτε  ότι  Χ*  ιγ  χτχ  ,>1.  Πότε  έχουμε  ισότητα; 

Λύση 

V  Ζ 

Ίίστπι  ^ ^  ιι  ,  -  =  ν  οπότε  ν  =  υχ  ,  ζ  =  νχ 

χ  χ  * 

Λπά  την  υπόθεση  έχουμε  1  <  υ  <  ν 

*»·'·  /·'  ζ*-*  >  1  «  χ(ϋ·ν),<(υχ)(ν-1)χ(νχ)(1·“>Χ  >  1  ο 

χ(ιι-ν)Ιπχ  +  (ν-1)χ(Ιηυ  +  1ηχ)+(1-α)χ(Ιην  +  1ηχ)  >0  <=$> 

(ν-Ι)Ιπυ  >  (υ-Ι)Ιην  (1) 

Λν  ιι=  1  (χ  =  γ)  ή  υ-ν  η  (1)  είναι  ισότητα 
Ι’(Η(ι>  άτι  1<υ<ν.  Η  (1)  γράφεται: 

Ιη  υ  ^  1  ιι  ν 
π  I  ν  -  1 


Διαφορικός  Λογισμός 


231 


Θεωρούμε  τη  συνάρτηση:  ί:(1,®°)  — >Κ.  με 

|([-1)-ΙπΙ 

Είναι  Γ(£)  = - 5 - 

(ί-1)2 

1-1 

Έστω  £(1)  =  — — -ΙηΙ  ,  1>1 


1η  1 
1-1  ' 


έ'(ί)=4_“=·^Λ<ο  >νια  ι>ι 

Γ  I  Γ 


Άρα  η  £  είναι  γνησίως  φθίνουσα  στο  (!,<*>) 


ι 

1  οο 

■Η8· 

0 

8(0 

0  .  . . . ► 

Έχουμε  £(1)<0  ,  για  κάθε  ί>1,  οπότε  Γ(1)<0,  για  κάθε  ι>1.  Άρα 
η  ί  είναι  γνησίως  φθίνουσα  στο 

ν  ,  ι  ^  ^  >  1η  α  1η  ν 

Συνεπώς  αφού  1<ιι<ν,  είναι  - - > 


υ “ 1  ν- 1 
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Αποδείξτε  ότι  για  κάθε  Χ>2  ισχύει  η  ανισότητα: 

/■  ·*  \  Λ  ΙΓ  ^ 

(χ  + 1)  συν - χ  συν—  >  1 

χ  + 1  χ 

Λύση 

Έστω  ί:[2,«>]— ; με  Γ(()  =  (  αννγ 

Η  I  είναι  συνεχής  ιττο  |  χ ,  χ  -ί- 1  |(ζ[2^[  και  παραγοιγίσιμη  στο  (χ,χΗ- 1). 
Άρα  (ίάσει  του  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει  ιΧ(ΐ:  (χ,χ+  I)  π^γοι,ο,  ώστε 


Διαορορικός  Λογισμό; 


2X1 


Γ(χ  -ι-  I )  -  ί(χ)  =  ί'^χ)  <=4  ί(χ  Η'  1)  —  Γ(χ)  =  συν—  +  —  η  μ  —  <=> 

Οχ  Οχ  Οχ 

.  π  π  π  π  π 

(χ  -κ  I )  συν - -  χ  συν  — =  συν — η  —  ημ  — 

χ  4-  1  X  Οχ  Οχ  Οχ 

Λ |_Η4  πρέπει  να  αποδείξουμε  ότι  συνγ  + γ  ημγ  >  1  ,  όταν  ί>2,  δηλαδή 

2π 


^  9  %  -  Ζΐΐ  ΊΤ  γ 

2συν'“— 1+  — ημ  — συνγ^>  1  « 


π  π 


2ιγ  ιι  ιχ  9  τχ  υ  *  ν 

τ'ΐμ 2ίσυν2ί>2ι>μ  2ϊ  ~  β«**2ϊ<τ 


π  π 


1-στω  &:[2, <*>]->£  με  β(1)  =  εφ  — -γ 


μ'(0  = 


π 

2Ι2 


π  π 

+  2  “  ,2 


ί 


ουν2^  1  1 


1  - 


λ 


ν 


2  ^Υι 


) 


π 

συν  — 
π  ί 

?2σιη?§ 

21 


>0  όταν  1>2 


Για  ΐ<ν^Ν+  είναι  £(ί)<£(ν)  και  επειδή 
I  ί  ηι  β(1·)  <  Ιϊτη  §(ν)  =  0  είναι  §(ί)<0  =!>  εφ^<γ 


π  π 


V  -> 


V  — >  <*> 
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Αποδείξτε  όχι  1  —  —  —  <  1η  (α  +  2)  <  α  + 1  όταν  α>-1. 

<χ  ·+■  2 


Λύση 


I ί< ττ<υ  ί(χ)  =  Ιη(χ  +  2)  ,  χε[-1,α]  ,  α>-1  δοσμένο. 

II  ί  κ(!ναι  συνεχής  στο  [Ί,α]  και  παραγωγίσιμη  στο  (-Ι,α),  οπότε 
|1άσπ  του  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει  ΟΕ(-Ι,α)  τέτοιο  ώστε 


Ι(α)  ί(  I) 
α*ι-  I 


-<ν(ο)  <=> 


I  η  ( οχ  Η-  2)  —  1  η  1  1 


α  Ί-  ί 


υ  +  2 


I ιι  (α  -ι-  2) 
- 

«  ι  I 


Ο  Η-  2 
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Επειδή  -1<ο<α,  είναι  — —  < — — — τ=1 


Άρα 


ο+2  -1+2 

1  1η(α  +  2) 

<  — - - 1  <  ]  ,  α  +  I  >  Ο 


α  +  2 
α  + 1 
α  +  2 

Ι¬ 


οί  + 1 

<  1π  (α  +  2)  <  α  +  I  <ί=> 


1 


οι  +  2 


<  1η  (α +  2)  <  α  +  1  ,α>-1 
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Να  βρεθεί  η  μεγαλύτερη  τιμή  του  α  και  η  μικρότερη  τιμή  του  β  έτσι, 


/ 


ώστε: 


1  + 


ν  +  α 


/ 


V 


<0  < 


) 


1  + 

V 

V  2 


1λν  +  β 


Λύση 


για  κάθε  ν€  Ν  . 


Έστω  ψ:Κ-+Κ  ,  τέτοια  ιοστε 

ν  ·|·  φ(ν) 


Λ  1' 

1  + 

ν 

V 


Ο  <+>  φ(ν)  = 


I 


φ'(ν)  = 


1 


<1+ϊ\ 

V 


—  V 


1π 


(ν2  +  ν)  1η 


λ  η 
1  +  — 
ν 

V  7 


-1 


Θα  αποδείξουμε  ότι  1η(1+α)< 


α 


V  α  + 1 


(!)  α>0 


Θέτουμε  γα  +  1  -  ζ  >  1  ,  οπότε  η  (!)  γράφεται 


2  -ι  ,2 

,  >  2  “  I  Λ  ,  / 

I  ιι  ζ  < -  <=>  21ηζ< 


ζ 


/. 


Έστω  Ιι(ζ)  -ζ2  -  \  -  2ζ  Ιη  ζ 
\\'(ζ)  2ζ  '  2  Ιηζ  2 
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Ιί"(ζ)  =  2  -  -  =  2  (Ζ  — -  >  0  για  ζ>1 
ζ  ζ 

Συνεπώς  η  Ιι'  είναι  γνησίως  αΰξουσα,  οπότε  Η'(ζ)>1ι'(1)=0.  Άρα  η 
Ιι  είναι  γνησίως  αΰξουσα,  οπότε  1ι(ζ)  >1ι(1)  =0. 

Συνεπώς  β(ζ)>0,  για  κάθε  ζ>1,  οπότε  η  (])  αληθεύει. 

Από  την  (1)  ε'χουμε 

/■ί  \  /  Λ  \  -ί 

2 1  1  +  77 1  ^  . 

V 


(α-ι- 1)  1η2  (α  + 1)  <  α2  <=> 


-  +  1 
ν 


1π 


ν  I-  I 


V 


Ιη 


λ 


'ι+± 

V 

ν  ; 


<  2 


<=>  ν(ν  +  1)  \η 


ν 


φ»  = 


1  -  (ν2  -η  ν)  Ιη2 


ν 


V  / 

ί  1Λ 

1+- 

ν 

V  ^ 


<  ι 


2  !  *  13 


ν  (ν  +  1)  Ιη*  ίΐ  + 

λ 


>0 


ν 


Λ 


οπότε  η  φ  είναι  γνησίως  αΰξουσα  στο  Ν.  Αρα 

......  ί  „  1  -  1ιι2 

φ(ν)>φ(1)=  —  -1=-^ 

Λρα  α  -  φ(1)  =  — — γ—  και  β  =  Πιτι  φ(ν)  =  γ 

V  —4  00 


Πω  φ(ν)-1ΐιη 

V  — >  θ’  V  -4 


1 


/ 


1η 


λ 


-  V 


1+- 

V 

V  // 


1  -  ν  1π 


=  1  ϊπο 

V  — >  οο 


1 


1η 


'ϊ+& 

ν 

^ _ 

(ι  η  ”2 

1  Η — 

V 

V 
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Ήοτ<υ  ί  συνεχής  στο  [α,β]  και  παραγωγίσιμη  στο  (α,β)  με 

ί(α)  =  Γ(β)  =  α.  Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ΧοΕ  (<Χ,β)  τέτοιο, 
υ'χττε  η  εφαπτομένη  στο  σημείο  Α(χ«,ί (Χιι))  να  είναι  παράλληλη 
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στην  ευθεία  ^ — X. 

Λύση 

Αρκεί  να  αποδείξουμε  ότι  υπάρχει  χοε(α,β)  τέτοιο,  ώστε  Γ(χο)--Ι 

Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  ί(χ)  =  ί(χ)  +  χ 

Ισχύει: 

Ιι(α)  =  Γ(α)  +  α  =  α  +■  β| 

!ι(β)  =  £(β)  +  β  =  α  +  β}  ° 

1ι(α)  =  Η(β)  Σύμφωνα  με  το  θ.  Κοίΐβ  υπάρχει  χο<=(α,β)  τέτοιο,  ώστε 
ίό(χο)“0  =>  Γ(χο)  +  1  =  0  =>  Γ(χη)  =  -1 
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Να  αποδείξετε  ότι  η  εξίσαχτη:  2ν·Χν  +  *— 2·2νΧ  +  Χ+2ν— 1  =  0 
ν€  Ν  ,  0  <  X  <  Ιε'χει  μοναδική  λύση  στο  (0,1). 

Απόδειξη 

Θεωρούμε  βοηθητική  συνάρτηση  δ(χ)  =  2ν  ·  χν  + 1  -  2  -  2ν  χ  +  χ  +  2ν 
Έχουμε  κφ  =  2ν·-ίγ-2ν+Ι|  +  2' 

Ζ/ 

Σχήμα  Ηογπ6γ: 


-  I 


1+|=0 


2ν 

0 

0 

Β 

2ν-1 

1/2 

2ν-1 

2ν·’ 

■  *  * 

1 

1-2ν 

2ν 

2ν-1 

2ν-2 

■  ·  ■ 

2-2ν+1 

0 

Τ ο  πηλίκο  είναι·  ^(χ)  =  2ν  ■  χν  +  2ν  1  χν  1  -1- ...  +  2  —  2 


»ν+  I 


Άρα  Ιι(χ)  = 


/ 


η 
Χ  2 


V 


βΟΟ 


επίσης  μ/(χ)  =  ν  2ν  ■  χν  1  ι  (ν  1 )  2ν  1  *  χν  2  ·Κ . .  -I*  2  >  0  ,  0  <  χ  < 
άρα  η  μ  γνησ(ως  αυξουσα  δηλαδή  μ(0)  <  μ(χ)  <  μ(ί)  0. 
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Ηπομένως  η  Η(χ)  έχει  μοναδική  λύση  στο  (0,1). 
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^2  ^3  ^2 

(ΐ)  Αποδείξτε  ότι  ^2  ~~  <  χ  I η  (1  +  χ)  -  χ+  Ιη(1  +  χ)  < 


ι,α  κ<Η)ε  χ>0 


γι  .  ΓΠ  η 

(η)  Να  υπολογιστεί  το  όριο  ΙΐΙΤΧ  /  1  Η - ~ — - 

■  ■  ηΚ  4"  1 


V  — >  ΟΟ 


ΓΠ  =  X 


ΓΠ 

Κ  Λ  +  + ι 


όταν 


Κ^-1. 


Λύση 

χ2 

Ιίιίτίι)  με  1(χ)  =  χ  1η  (χ  +  1)  -χ-γ  +  (χ+1) .  () 

Γ(χ)  =  Ιιι  (1  +  χ)  +  — ^--χ  +  ^  +  — !— -1 

χ+1  2  χ+ι 

Γ"(χ)  =  — - — -1+χ  =  — - — +  (χ-1)  =  — -- — -  =  -  - > 0  για  χ>0, 
χ+1  χ  +  1  χ+1  χ+1 

|Γ  (())  -0 


I  (χ) 

Γ(χ) 


Λρα  ί(χ)^0  ,  για  κάθε  χσ  [0,°°)  και  ί(χ)>0  για  χ>0. 
Ομοια  αποδεικνύεται  η  δεύτερη  ανισότητα  παίρνοντας 


μ(χ)  =.  χ  Ιιι  (I  +  χ)  -  χ  +  Ιη  ( I  -I-  χ) 
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2  3  2 

(ϋ)  Η  (ΐ)  γράφεται  χ  +  <ίη(1  +  χ)1  +  χ<χ*μ 


Θέτουμε  χ  = 


1ΤΊ 


η 


»;  + 1 


και εχουμε 


Σ 

τη  =  1 


ΓΠ 


3^  \ 


η'  +  ι  2ηΆ+ 1  6η^  +  ί 


V 


) 


<Σ  Ιη 

π)  =  I 


/ 


1  +  ■ 


ιη 


ηι 

Λ*  λ  ^  +  ! 


1<  +  1 


V 


π 


η 


) 


< 


<  Σ 

ηι  =  1 


ην  +  '  +  2ηη+1 
\  ^ 


Είναι  Ιίιη  ^ 


ιη 


■ν  — ϊ  <*>  Π 

ΓΠ  = 


Κ  + 


Λ  [ 

Γ  ΐι+ιΊ 

ΐΐΐχ  — 

X 

0 

λ-Ηΐ 

0 


^  +  Ί 


οπότε  Ιίιη  ^  I η 


/ 


V  -4  οο 


ιτ>  =  I 


1  + 


ΓΠ 


ι  ™ 

I;  Υ+  *η 


1οι- 1 


V 


η 


Ιε  +  1 


<=> 


) 


ϋΐΏ  ]Γ 


ί 


1  + 


οι 


V  ->  οο 


ηι  =  1  V 


1  + 


ΓΠ 


Ιι  V  ι·*·  ι 


ι 


,1ί  +  1 


η 


η  Ιί  +  ι 

·=  ο 


7 
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(ί)  Να  μελετηθεί  0)ς  προς  τη  μονοτονία  η  συνάρτηση 

ία:  [0,°°)— >  [Ο,οο)  με  ία  (χ)  =  (1  +  α)  Χ-(Ι*,  όπου  α>0. 
(ϋ)  Να  λυθεί  η  εξίσωση 

1988 χ  -  1987χ  =1  +  3  (1987Χ/:ι  +  19872%) 
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Λύση 


(ϊ)  Για  α€(0,1)  η  συνάρτηση  β(χ)  =  (1  +  α)χ  είναι  γνησίως  αύξουσα 
στο  [0,°°)  και  η  συνάρτηση  1ι(χ)  =  -αχ  είναι  επίσης  γνησίως  αυξουσα 
στο  [0,°°). 

Αρα  η  συνάρτηση  1α(χ)  =  1ι(χ) +§(χ)  είναι  γνησίως  αυξουσα  στο  [Ο,^ο), 
όταν  αε  (0,1)  (1) 


ϊ 'ια  α€  [I,60),  είναι  ία(χ)  =  (1-ΐ-α)χ-αχ  =  α 


Γ'.πειόή  1  +  —  >  ί  η  συνάρτηση  £ι  (χ)  = 

Οί 


ίι  +  -Ι  -1 

α 

ν 


/ 


1  4- 


π 


α 


Όμως  και  η  συνάρτηση 


Λ  1  Ν 


ν 


είναι,  γν.  αυξουσα. 


) 


1  =  β2(χ)  είναι  γν,  αυξουσα  στο 


I  +· 

α 

|0,<*>)  και  £2(χ)>0  στο  [0,<*>). 

Άρα  Γ(ι(χ)  =  αχ  §2(χ)  είναι  γν.  αυξουσα  για  α>1.  (2) 

Από  τις  (1)  και  (2)  προκύπτει  ότι  η  ία  είναι  γνησίως  αυξουσα  και 
θετική  στο  [Ο,ο*). 

(μ)  Μ  εξίσωση  γράφεται 

Ι9Η8χ=  1987ν^  +  3  ·  1987^  +  3-  1987^  +  1  <=> 


!<)88χ  =  (1987^  +  1 )'  <=>  1988/3  =  1987/3  + 1  ο 

^  —  ί  Ο&Ρ ^  <  π  ο  η*Λ 

3 


Ή 


ί|0Χ7 


=  1988  Λ  -  1987/3  =  1 


V  2 


'χ' 


=  1 


Αρα  πρεπει  να  λυσουμε  την  εξίσωση  ίχρβ7 

Ό,κ  υς  η  ίιυχ7  είναι  γν.  αυξουσα  και  για  χ=3  έχουμε 
ίι·*χ7(1)  =  1988- 1987=1 

Άρα  η  χ  =  3  είναι  μοναδική  λΰση  της  εξίσωσης. 
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Λποόείξτι;  ότι:  (ημ^2*  +  (συν^2  >2*  2 
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Λύση 


Έστω  ί(χ)  =  (ημχ)2  +  (στινχ)2 


Γ(  π'ι  (  π\  (π 

ί  χ  +  ^  -  ημχ  χ  +  —  -η  συν  χ  +  ^ 


=  [συνχμ  Η-  [-  ημχ] ζ  =  (συνχή 1  +  (ημχ)  =  ί(χ) 


1  _  2 

Άρα  αρκεί  να  αποδείξουμε  ότι  ί(χ)  =  2 
Γ(χ)  =  2ν  συνχ(ημχ)  2  ~~  1  -  2ν  ημχ (συνχ)2  “ 1 


για  κάθε  χ  6  0 , 


2ν-2 


,2ν  -  2ι 


=  2  ημχ  συνχ  [(ημχ)  -(συνχ)  ] 
ί'(Χ)  =  0  <=>  Χ=0  ,  Χ2=^  ,  Χ3  =  γ 


Άρα  ί(χ)>ί|^  =2ι  2 


ν  ν  ν  - 1 

<=>  (ημχ)2  +  (συν^2  >21_χ  ,  Ισότητα 


,  π  1<:π  . 

εχουμε  για  χ  =  ”  +  -^-  ,  κεζ 
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τγ\ 

Αν  X  €  0  ,  αποδείξτε  ότι:  2ημχ  +  2ίφχ  >  2Χ+Ι  . 

) 

Λύση 
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,  0  „  ηιιχ-Ηεφχ  _  . 

Λρα  αρκεί  να  δείξουμε  οτι  — — - - -χ  ^  ημχ+εφχ— 2χ>0 

'  I  ;,στω  φ(χ)  =  ημχΗ-  εφχ-  2χ 

φ'(χ)  =  συνχΗ-  — γ-  -  2 
συν  χ 

φ"(χ)  =  -  ημχ+  ΑϋΜ.  =  (2  -  συν1  χ)  >  0 

συν  χ  συν  χ 

Λρα  φ'  αύξουσα,  οπότε  φ'(χ)  >  φ'(0)  =  0 

Συνεπούς  η  φ  είναι  αύξουσα,  οπότε  φ(χ)>φ(0)  =  0  ο  ημχ+ εφχ-2χ>0. 
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Υποθέτουμε  ότι  υπάρχει  πραγματική  συνάρτηση  ί,  ορισμένη  στο  Κ., 
δυο  φορές  παραγωγίσιμη  τέτοια,  ώστε  υπάρχουν  πραγματικοί  αριθ¬ 
μοί  (X  και  β  ώστε:  (β·2χ-1)Γ'(χ)  +  (αβημ',-βχ4)Γ  (χ)  =  X  για  κάθε 

χε  II  Έστω  ότι  υπάρχει  πραγματικός  αριθμός  ρ^Ο  ώστε 
Γ(0)=  0.  Να  εξετάσετε  αν  το  ί(ρ)  είναι  τοπικό  μέγιστο  της 
συνάρτησης  ί. 

Λύση 

Για  κάθε  χ«Κ  ισχύει: 

(υ  2χ- 1  )Γ'(χ)  +  (α€η[ΐα-βχ4)Γ(χ)  =  χ 
Για  χ  =  ρ  έχουμε 

(ο  2,,-  Ι)Γ'(ρ)  +  (α6ηι"Ι-βρ4)Γ(ρ)  =  ρ  <=> 

<^>  (<Λ'-.Ι)Γ(ρ)=ρ  Ο  Γ(ρ)  =  — - 

<Γ2ρ-1 

οΧ-  I 

διότι  - >0  για  χ^Ο. 

X 

Λρα  το  Γ(ρ)  ι·(ναι  τοπικό  μίγιοχο. 


1  -2ρ 


26-2ο 


<0 


-1 
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Να  δειχθεί  ότι  αν  Χ€Ξ  Κ*  τότε: 

'Ιχ+Ι  +  +  2  >  $χ+  ^χ  +  3 

\  \ _  ο _ _  τ _ 

(χ  +  1)  α/χ+  1  +  (χ  +  2)  Λ  +  2  >  χ  ^χ  +  (χ  +  3)  ^χ  +  3 


Λύση 


Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  Γ;  (0,^)  — > Κ,  με 
ί(χ)  =  (χ  +  1)η-χη  ,  ιτιεΚ.Η 
Γ(χ)  =  ιη(χ+  1)ιηΙ-Γηχ"’’1  =  ^[(χ  +  Ι)"11^"”1] 

Αν  πι-1>0  δηλαδή  ιη>1  (χ+Ι)"11^™-1  =>  Γ(χ)>0  =>  η  Γ 

είναι  γν.  αΰξαυσα. 

ΑνΟ<ιτι<ί  ^=>  (χ+ ])ΙΥι  Α<χηνΙ  =>  Γ(χ)<0  ==>  η  ί  είναι  γν.  φ()ί- 


νουσα. 

Αν  0<ιπ<1  έχουμε  ί(χ)>ί(χ  +  2)  =>  (χ+ 1),η-χπι>(χ+3)ΠΊ-(χΗ-2)1" 


Αν 


(χ  +  ί)ιη  +  (χ  +  2)π,>χιη  +  (χ+3) 


Π) 


.111 


,  ΓΠ 


1  . 

γπ  =  εχουμε 


4+Γ+  7χ  +  2  >  \^Γ+  ^ 


χ+  3 


Όταν  γπ>1  =ί>  ί(χ)<£(χ+2)  =>  (χ+1)ΓΏ-χίη<(χ+3),η-(χ  +  2),η  .> 

(χ+  1)™-ΐ-(χ  +  2),71<χΓη  +  (χ  +  3)Γ" 

Αν  πι  =  ·^  έχουμε  (χ+ ί)4/3  +  (χ+2)4/3>χ4/3  +  (χ  +  3)4/Λ  => 

(χ  +  1)  ^χ  +  1  +(χ  +  2)  Ίχ  +  2  >χ  νχ  +  (χ  +  3)  λ/χ  +  3 
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Ν ί ε  δειχθεί  ότι.  αν  (Χ^Ο,  Ι>>0,  Χ>ΙΙ>ν>γ>0  και  Λ/χ+ΛΙ}'  = 


242 
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λ/ΪΓ  +  λίν  τότε  ^αχ-ΓΕ"  +  Λίαγ  + 1)  >  ν<χα  + 1>  +  4α  ν  +  Η  ( 1 ) 


Λύση 

Αν  α-0  και  ό  =  0  η  (1)  είναι  ισότητα. 

Λν  α,5^0  θεωρούμε  τη  συνάρτηση  ί:[0,ο]— με 
Γ(κ)  =  ^χ2  4-  β  4-  ^0(0  -  χ)2  4- 1)  ,  με  οΟ 
αχ  α(ο  -  χ) 


Γ'(χ)  = 


^αχ2  +  ό  V α(ο  -  χ)2  +  β 

α(ο  -  χ) 


αχ 


<=> 


α2^ 


α2(ο  -  χ)2 


Γ(χ)  =  0  <=>  ’  Γ - = - » - * -  ^  2  _  2 

ναχ2  +  β  ν α(ο  -  χ)2  4-  ό  αχ^  4- δ  α(ο  -  χ)  4-  δ 

χ2  α(ο  -  χ)2  +  χ2  β  =  αχ2(ο  -  χ)2  +  1>(ο  -  χ)2  <=> 

χ2  =  (ο  -  χ)2  ο  χ2  =  ο2  -  2οχ4-  χ2  <=>  χ  =  ~ 
είναι  μοναδική  λύση  της  εξίσωσης  Γ(χ)  =  0. 


<=> 


Όμως  ί'(0)  =  - 


αο 


V  αο2  +  β 


-<0  , συνεπώς  Γ(χ)<Οότανχε 


°·! 


και  η 


ί  είναι  γνησίως  φθίνουσα  στο 
αο 


°·! 


Ι'(ο)  =  + 


>0  ,  Γ(χ)>0  για  κάθε  χε 


2·° 


γνησίως  αΰξουσα  στο 
Θέτουμε  ο  =  Ίχ  ή-'ίγ -'Ιιι -\-4ν  ,  4χ>Ίγ  ,  νϋ” >  λίν'  <=> 


και  η  ί  είναι 


2  ’  ° 


λ/χ”  - 


ο 

2  ’  ° 


Όμως 


και 


νϋ"  ι 


ο 

2>° 


λ/ΪΓ  <=>  {(λίχ)  >  ί(νϋ~)  « 


\/αχ  +  ΐ>  4-  να  (ο  -  >/χ)2  +  ό  >  ναϊΓΤΊϊ"  +  να(ο  ~  νϋ)2  Η-  ό  <=> 
ν<ιχ  -ι-  ό  η-  ναγΐΊΓ >  ^αα  +  δ  +  λίαν  +  ϊΓ 
Λρα  >/αχ  +  β  4-  ν«γ  4-  5  >  ^αυ  + β  +  ^αν  -ι-  Η 
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Να  συγκριθούν  οι  αριθμοί 


Λύση 


:  Α  =^5"+  ^5~  και  Β  — 


)/  (/ 

Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  με  Γ(χ)  =  5  χ  -  5  χ+ 


Γ(χ)  =  -  ~  5/χ  1η  5  +  — —  5Ι/"'  1η  5  = 


=  1η  5 

Έχουμε 

1 


1 


(X  4-  IV 

ι 


(X  +  IV 

_ι_ 

X2 


·5'4*'-Λ·5'λ 


(χ+1)2  χ2 


*Λ  + 1  ^  _Α_  <:  ιΛ 


1  Γ^/\-  I  /-  '/χ 

<  —γ  και  5  <  5  => 


-·5  <^·5  ν  =>  Γ(χ)<0  ,  για  κάθε  χε(Ο^)  ,  η  ί'  είναι 

(χ+ί)ζ  χ 

γνησίως  φθίνουσα  στο  (0,<*>). 

Άρα  ί(2)>ί(4)  ο  5Α  -  5*  >  5'/4  -5*  => 

'/Γ -  λι5~ >  λ/5*  -  'ίΐ  =>  λ/5~  +  λ/5"  >  λ/5" -  χ/5"  =>  Α>Β. 
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Να  δείξετε  ότι  για  Χ>0  ισχύει  η  ανισότητα: 


2x4- 1 


<  1η 


1  + 


1^ 


V 


< 


Λύση 


Εστο>  η  συνάρτηση  ί(χ) 


2χ  -ι-  I 


+ 1 

X 

\  / 


.  Χ>0 


.>.44 
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Γ(χ)  =  - 


/χ+_1 

X 

V  ^ 


(2χ+1  Υ 


1 

+  — ίΓ  ■ 


Χ+ 1  (2x4-1) 

χ 

1  4 


χ  -χ  - 1 


χ  +  1 


I  '(χ)  = 


(2x4- 1)2  ’  χ2  χ+  1  χ(χ  4*  ί)  (2x4- 1)2 

1 


4x^4- 4x4- 1,  -  4χ2-4χ 
χ(χ  + 1)  (2χ  + I)2 


χ(χ+  1)(2χ+  1) 

Για  χ>0  έχουμε  Γ(χ)>0  και  η  Γ  είναι  γνησίοκ  αύξουσα  στο  (0,°°). 
Όμ<  ΐ)ς  Πιώ  Γ(χ)  =  0  οπότε  ε'χουμε  Χ(χ) <0 ,  για  κάθε  χ>0 


και, 


X  — )  εο 
2 


<Ιπ 


/ 


2χ  + 1 
Ιάττίο  £(χ)  =  1π 

2x4-1 


ν 


χ 

',-Λ 

X 

V  ) 


για  κάθε  χ>0 
1 


V-2 


για  κάθε  χ>0 


χ  +·χ 


β'(χ)  - 


1 


>  0  για  χ>0 


2(χ24-χ)/2  χ(1+χ) 

Άρα  η  £  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο  (0,<*>). 

Ιίιυ  £(χ)  =  0  οπότε  £(χ)<0  ,  για  κάθε  χ>0  και 


X  >  ■■·'■ 

/ 

Ιη 


η 


1  4- 

X 


1 


) 


X 
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/ 


Να  όείξετε  ότι  αν  ΧΕ 


ο, 


Λ 


\ 


V 


τότε  (ί) 


7 


X 

ημχ 


ημχ+  εφχ 
2  ’ 


>  χ  (ίϊί) 


3  συνχ 

- < 

1  Η-  2συνχ 


ημχ< 

χ 


3 

4 -αυνχ 
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Λύση 


ί 


(Ί)  Έστω  η  συνάρτηση  ί: 
Γ(χ)  -  ημχ(2-Ηεφ2χ)-2χ  ν 


π 


0  - 
’  4 


Κ  με  ί(χ)  =  εφχ  ημχ-χ" 


/ 


Γ'(χ)  =  συνχ(2  +  εφ2χ) +2ημχεφχ(1  +  εφ2χ)-2 


Γ"(χ)  =  ημχ(2+ εφ2χ)(1  +  2εφζχ)  +  4ημχ 


Γ"(χ)>0,  για  κάθε  χ& 


ί 


π 


\ 


ί  εφχχ 

συνχ 
ν  / 


0  — 

’  4 


οπότε  η  ί"  είναι  γνησίως  αΰξουσα 


Γ(0)=0,  οπότε  Γ(χ)>Γ(0)  =  0 

Αφού  Γ'(χ)>0,  η  Γ  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο  ((),<*>). 

Όμως  Γ(0)  =  0  οπότε  Γ(χ)>0,  για  κάθε  χ€  (0,<*>). 

Όμως  1(0)  —  0  οπότε  ί(χ)>0,  για  κάθε  χε  (0,°°)  και 

χ  η  |ΐχ 

(ϋ)  Είναι  --  >  ^ημχεφχ  >  λ^χ2" ~ χ 


(ΐϋ)  Αφοΰ 


χ 


> 

χ  ημχ 


ΛημΌ' 

χ 

V  ) 


>  συνχ  =>  νσυνχ 

χ 


λ  γ\  '  ι -  ,  ,  3συνχ  ημχ 

Αν  θ  εσού  με  νσυνχ  =  ΐ  ,  η  ανισότητα  - <-ί£1-  <=ϊ 

1  + 2συνχ  χ 

<=>  3συνχ<(1 +2συνχ)νσΰνχ  <=>  9συν2χ<(1  +  2συνχ)2συνχ  <=* 

<=>  9συνχ<(1 +2συνχ)  <=>  4συν  χ-5συνχ  +  1>0  <=> 

^  (2συνχ-1)2-{-συνχ>0  που  ισχύει. 


Έστω  ί : 


ί 


0, 


π 


\ 


1 


-4  11  με  ί(χ)  =  4η  μχ-^  ημ2χ~  3χ 

Γ(χ)  =  ν4συνχ-συν2χ-3 
Γ'  (χ)  =  -4ημχ  +  2ημ2χ  =  ημχ  (συνχ-1)  <  0 
Άρα  η  Γ  είναι  γνησίως  φθίνουσα  και  Γ(χ)  <Γ(ϋ)=0 
Συνεπώς  η  Γ  είναι  γνησίως  φθίνουσα  και  ί(χ)<Γ(0)-0 


οπότε  4ημχ“-2·ημ2χ-3χ<  0 


3ΙΗ 


< 


3 


4  -  συνχ 
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X 

Να  δείξετε  ότι  αν  ΧΕ  (0  ,  1)  τότε:  +  1  <  1  +  X  <  €χ 


Αύση 


Η  πρώτη  ανισότητα  γράφεται 

X 

ιΛ  Μ<1+χ  =>  —  -  <  1η  (χ  +  1)  <  Ιη  (χ  +  1) 

χ  η-  1  χ  +  1 

χ 

Ίίστο)  η  συνάρτηση  ΐ(χ)  =  - — --  Ιο  (χ  +  1) 

χ  -I- 1 


I  '(χ)  = 


(χ  +  1)  -  χ  I 


(χ  +  1)  χ+1  (χ+1) 


—  <0  για  κάθε  χε(0,1) 


Λρα.  η  ί  είναι  γνησίως  φθίνουσα  στο  (0,1)  και  ί(0)  =  0 


X 

οπότε  ί(χ)<0  και  οχ  +  1  <  1  +  χ  για  κάθε  χε  (0,1) 
Π  Λεύτερη  ανισότητα  γράφεται  1η(1+χ)<χ 
Ήοτω  &(χ)  =  )η  (χ-Ι-Ι)-χ 


ι·'(χ)  =  — - - 1  =  *····*·  ^  -  Χ  <  θ  για  κάθε  χε  (0,1) 

χ+1  χ+1  χ+1 

Λρ<(  η  £  είναι  φθίνουσα  στο  (0,1)  και  β(0)  =  0 

οπότε  &(χ)<0,  για  κάθε  χε(0,1)  και  1+χ<οχ,  για  κάθε  χε(0,1) 


ΘΕΜΑ 


Να  όιίξετε  ότι  αν:  (ί)  ΧΕ 


ί  πλ 


0, 


(μ)  Χ€ 


/"  ΤΤ  ^ 

ο  - 
’  2 


2 

\  ^ 

ΕΓρχ  >  X  +  -τ- 


ημχ+  εφχ>  2χ 
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(ϋί)  Χ€Ξ  0  , 


1  +  σφχ<  σφχ 


(ίν)  α,Ι )£  [0,<*>)  =>  3α3  +  Ί\?  >  9α& 

Λύση 

ΤΓ  Λ 

(ΐ)  Έστω  ί;  0, — »  Κ  με  ί(χ)  =  ημχ  +  εφχ-2χ 

_ .  ,  συ ν*χ  -  2συ\?χ  +  1  (συνχ-  ΐχσυΆ  -  συνχ-  1) 

*(*)  = - 2 - = - 2 - 

συνχ  συλτχ 

Όμοος  συνχ-1<0  και  συν'χ-συνχ-1  <0  (συνχ-1  =  0,  αν  χ=0) 

(  71  'Ν 

Αρα  Γ(χ)>0,  για  κάθε  χε  0,^  ,  η  ί  είναι  γνησίως  αυξουσα  στο 

^  πΑ  ί 

0,-^  >  ί(χ)>ί(0)  =  0,  για  κάθε  χ&  0,—  =>  ημχ+εφχ>2χ 

(Η)  Έστω  ί  :  0,^  ΤΙ  με  ί(χ)  =  εφχ- χ-^- 

„  ν  1  -  συν^χ -  χ2  συ\?χ  ημ2χ-χ2συν2χ 

ί  (X)  = - 7— —  =  - 9 - 

συν  χ  συνχ 

τι  ^ 

Όμως  για  χ£  0 ,  ^  έχουμε  χ<εφχ  =>  χσυνχ  <  ημχ  => 

=>  ημ2χ-χ2συν2χ  >0  =>  Γ(χ)>0  (Γ(χ)  =  0,  όταν  χ=0) 

(  3τΛ 

Αρα  η  ί  είναι  γνησίως  αυξουσα  στο  Ο,-^·  οπότε  ί(χ)>ί(0)3  για 

Α  χ3 

χ€  0,^"  ■  Αρα  εφχ>χ  +  γ 

(ϊϋ)  Έστω  ί :  ίο ,  —1  Κ  με  ί(χ)  =  1  +  σφχ-  σφ^ 


Γ(χ)  = 


,  -  ί  4-  2συν2  — 

ί  2  συνχ 


^ιχ  2η  μ2  - 


ημ2χ 


ημ2χ 


Αρα  Γ(χ)ί>0  για  χ£  (),-  ,  Γ(χ)-0,  όταν  χ  ^ 

ν 
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Ευνεπώς  η  ί  είναι  αΰξουσα  και  ί(χ)  <  ί 

^πΝ 

2 

-  0  ,  για  κάθε  χε 

ίο  ϊΐ 
’  2 

ν  ) 

ν  3 

χ 

Λ  (μ  *  )4-αφχ>σφ^ 


'ΐν)  Έστω  Γ(α)  =  3α3  +  7ό3-9αβ2 
Γ(α)  =  9(α-ά)(α  +  ό) 

Γ(1>)  =  0  και  Γ(α)<0  όταν  α<5  και  Γ(α)>0  αν  α>ό 
>πότε  η  [  παρουσιάζει,  τοπικό  ελάχιστο  στο  (ό,1>~) 
ΐιινεπώς  ί(α)  >  ί(ό)  =  β3  >  0  και  3α3  +  7β3  >  9αβ2 
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Λ  Λ  -*ι - - - 

ΛποΛκίξτε  ότι  αν  0  <  X  <  ιτ  ισχύει  η  σχέση:  ημχ>  X  Υσυνχ 


\ύση 


Ησχο)  Γ: 


/ 


ο  ί 
’  2 


— >  (0  ,  ο«)  με 


γ(χ)  =  εφχ  η  μ  χ-χ 
Γ(χ)  =  εφ2χ  +  2ημ2χ-3χ2 

Γ'(χ)  =  +  2ημ2χ-  6χ 

συν  χ 

ν  .  συν1χ  +  3ημ2χσυν2χ  .  _  .  _  δ  „  . 

I  (χ)  -  2 - τ - +  4συν2χ*-  6  =  2εφχ  (3  +  4συ\σ\) 

συν  χ 

"  (χ)>0  για  χ>0,  οπότε  η  ί"  είναι  γνησίθ3ς  αΰξουσα, 

\ρα  Γ(χ)>Γ(0)  =  0  Γ  γν.  αΰξουσα,  οπότε  Γ(χ)>Γ(0)  =  0 


\ρα  η  ί  είναι  γνησίως  αΰξουσα  στο 


/ 


π 


\ 


0  - 
'2 


οπότε  ί(χ)>ί(0)  =  0 


V  )  Λ 

2  ^  13  '  '  >  γ»··  - - 

Γψχ  ημ  χ>χ  ημ  χ>χ  συνχ  <=>  ημχ>χ  νσυνχ 
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Να  δείξετε  ότι  αν  Ο, >1) > 0,  τότε  για  ν>  1  είναι  ν!>ν'1(θΙ-1>)  < <Χν- 
1>ν<να'"Ι(α-1))  και  για  ν<  1  είναι  νβν,(α-1>)  >αν-1)ν>ναν'ι 

(α-1)). 


Αΐίση 


Έστω  ί:[α,β]  — με  ί(χ)  =  χν 

Η  ί  ικανοποιεί  τις  προϋποθέσεις  του  Θ.Μ.Τ.  στο  (α,β),  οπότε  υπάρχει 
ξ€(α,β)  τέτοιο,  ίόστε  ανΈν  =  Γ(ξ)(α-β). 

Όμιος  Γ(χ)  =  νχν'ι  οπότε  — — —  =  νξν_1 

α  -  5 


Αν  ν>  1 


ν-ί  >0 


Επίσης  β <ξ<α  ^ν-ι  ^ν-ι  _.ν-ι 


<α 

V  τ  V 


ι  ν-  I  ^ ν-ν*1  .  νΊ 

νο  <ξ  ν<να 


-  ν - 1  ΕΙ  V- 1  Γ  Λ  ο  ' 

νβ  < - — <να  ,  δηλαοη 


Αρα  όταν  ν>  1 

α  -  5 

νόν1(α-β)  <αν-1)ν<ναν1(α-β) 

Αν  ν <  1  =>  ν-1  <0 

Όμως  β<ξ<α  Ϊ5ν_1  >ξν’1>αν’1  νί)γ'1>ξν1ν>ναν^1 


Συνεπώς  νΐ> 


V  I  V 

'-Ι  ^  ~  ^  ^ _ ν-1 


α  -  5 


>να 


ν(α-ό)1>ν*1>αν-όν>ν(α-Η)α 


ν*  I 
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Αν  0  <  α  <  &  < 


ΊΤ 

^τότε  ισχύει  η  σχέση: 


Ιη(συνα)  -  1η((ηηΙ>) 
εφα  <  <  εφΙ> 

Ι>  —  α 
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Λύση 


Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  ί: [α.ΐο]  — με  Γ(χ)  =  1ησυνχ 

Είναι  προφανές  ότι  η  ί  είναι  συνεχής  στο  [α,ό]  και  παραγωγίσιμη 

στο  (α,ό).  Άρα  για  την  ΐ  ισχύουν  οι  προϋποθέσεις  του  Θ.Μ,ΊΓ.  στο 

|α,ό]  οπότε  3  ξΕ  (α,δ)  τέτοιο,  οίστε 

Μ^Μ=Γ(ξ) 

1>-  α 


Όμως  ί'(χ)  = 
Αρα  έχουμε 


ημχ 


=  -  εφχ 


συνχ 
1η  συνό-  Ιησυνα 


5  -  α 


1η  συνα-  1η  συν  5 
1}  —  α 


Όμοις  η  συνάρτηση  β(χ)  =  εφ(χ)  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο 
και  αφού  0<α<ξ<β<“  =>  εφα<  εφξ<  εφδ 


Λ 


V  1 


,  ,  1η  συνα-  1η  συ\ί)  , 

Ιυνεπως  εφα< - <  εφυ 

ό-α 
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Έστω  η  συνάρτηση  ίίΚ. — με  ί(χ)  =  αχ3  +  βχ2  +  γχ  +  δ,  με 

α^Ο.  Αποδείξτε  ότι  αν  τα  ακρότατα  της  ί  βρίσκονται  σε  μια  ευθεία 
που  διέρχεται  από  την  αρχή  των  αξόνων  τότε  ισχύει,  η  σχέση 

βγ=9αδ. 

Λύση 

Γ(χ)  =  3αχ2+2βχ+γ 
Γ(χ)  =  0  Χ|,Χ2 

Έστω  Ρι(χ],ί(χ])),  Ρ2(χ2,1'(χ2))  τα  ακρότατα  της  £, 

,  Ρ  2β  γ 

Εχουμε  Χι+Χ2  =  -^,  Χ]Χ2  =  Ζα 
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Τα  σημεία  Ρι  και  ?2  βρίσκονται  σε  μια  ευθεία  που  διέρχεται  απ< 
την  αρχή  των  αξόνεον*  δηλαδή  σε  μια  ευθεία  με  εξίσωση  γ-ιηχ 
Άρα  Γ(χ,)  =  ωχχ  ,  ί(χ2)  =  ηιχ2  (1) 

-  /τ  \  ω  ~  ~  ί(Χΐ)  ί(Χ2)  .  ιν*.  \  _  „ 


Από  τις  (1)  βρίσκουμε 


<=>  Χ2ί(Χΐ)  =  Χΐΐ(*2)  <=> 


4=>  Χ2(αχ?  +  βχϊ  +·  γκ)  +  δ)  =  χι(αχ2  +  βχ2  4-  γχ2  +  δ)  <=> 
Ο  αχί  Χ2  (χ?  -  Χ2)  +  βχϊ  Χ2  (XI  -  Χ2)  -  δ  (χι  -  Χ2)  =  0  <=ί> 

«=*  (Χι  -  Χ2)  [<ΧΧΙ  Χ2  (XI  +  Χ2)  +  βΧ|Χ2  ~  δ]  =  0  <=> 

£=ί>  αχί  Χ2  (Χ2  +  Χ2)  Η-  βχϊ  Χ2  ”  δ  =  0  Ο 

7  (  2βΛ  βγ  Κ  η  .  Λ 

φ=>  α-τ1--^—  Η-Ίτ^-δ  <=>  9αδ  =  βγ  . 

3α  3α  3α  11 


ΘΕΜΑ 


Έστω  η  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  ί(χ)>0  και  ισχύει; 

Γ (χ)-ί(χ)1ηί·(χ)  =  0  για  κάθε  Χ€  Κ  με  Γ(1)  =1998. 

Να  βρεθεί  ο  τύπος  της  ι(χ). 

Λύση 


Έχουμε  Γ(χ)  -  ί(χ)1ηί(χ) 

<=>  ^77  =  1η  £(χ)  ^ 
ί(χ) 

<=*  (Ίηί(χ))'=  1ηί(χ) 

Θέτουμε  1ηί(χ)  =  Η(χ) 

επειδή  Η'(χ)  =  Ιτ  (χ)  <=>  Ιι(χ)  =  εοχ 

άρα  Ιηί(χ)  =  οοχ  ο  ί(χ)-ο0ϋ 
Για  χ=1  έχουμε  Ι99Χ  <=> 

<=>  οο  =  I η  Ι9·)Χ  Ο  ο  — ο'1  Ιι>  ΐυ<>κ 

IV  \  <1  ■■  I  «1‘ΙΙί  “  ' 

αρα  Ι(χ)  — υ 
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Να  δειχθεί  ότι: 


ημ50Γ  < 


^2"  _  π 

Ύ  +  36 


Λΰση 


Θικοροΰμε  τη  συνάρτηση  Γ:[45°,50°]  — > με  ί(χ)=ημχ> 

11  Γ  είναι  συνεχής  στο  [45\50°]  και  παραγιογίσιμη  στο  (45°, 50°), 
οπότε  μπορούμε  να  ειραρμόσουμε  το  Θ.Μ.Τ,  στο  (45\50°). 

ημ50“  -ημ45 α  Γ/,^  ν  /Λ^0  ^ηοχ 
^Χ»υμε  - — — — —  =  ί  (ξ)  ,  (45  .50  ) 


~(χ) 


50“  -  45° 
συνχ 


Λρα 


λ[2  λ/2" 

η μ5 0°  —  ~2~  χ\μ50° -ψ 

- ^ - =  συν  ξ  =>  - -  συν : 


π 

36 


Ό|ΐ(υς  συνξ<1  ,  για  κάθε  ξς  (45,50°)  οπότε  έχουμε 
λ/2" 


ημ50° 

π 

36 


<1 


ώ  λ/2~  π  π  λ/2" 

ημ$0  --^<36  =»  ημ50  <36  +  ^ 
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Να  όειχθεί  ότι  ισχύει  η  σχέση: 


Τί  <  3^3"  1η 


/ 


λ 


1  + 


λ/3 


V 


<  λ  λ/3"  <  6λ/3~  11^/3"  <  2λ 


(ΐ) 
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Αΰση 


Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  ί  : 


π  5π’ 
3  ’  12 


Κ.  με  ί(χ)-1ηεψχ,  ΙΥ  αυτή  τ 


συνάρτηση  ισχύουν  οι  προϋποθέσεις  του  Θ.Μ.Τ.  στο 
(π  5πό 


π  5π' 
3  ’  12 


,  οπάτ 


υπάρχει  ς<Ξ 


3  *  12 


ν 


τέτοιο,  ώστε 


π 


1ηεφ§-1ηεφ  (κ  5π 

—  =  ί(ξ)  ,  ξε 


ί'Μ  = 


5  π  π 
Τ2“3 
1 

συ  Λ 


3  *  12 


V 


) 


1  συνχ 


1 


εφχ  συλ?χ  ημ*  ημχσυνχ  ημ2χ 

π 


.  5  |  ίϊ  2 

1η  εφ Ϊ2  - 1η  εΦ  3  " Ϊ2  ημ2| "  6ημ2| 


Όμως  2ξ€ 


ί^2π  5  ττΛ 

Τ’Τ 


ν 


2 


ημ2§£ 

λ/3 


2  ’  2 
V 


02  Λ 


ημ2ξ 


>/3 


— -  2 


7 


5  π  1  -  συν150°  1+  2  2  +  ^1  (2  +  νΤ)2 


2  οπ 
ι  ο  — 


εφ 


12  1+συν150 

5  π 


1  - 


<3  2  — λ/3"  4-3 


=  (2  +  ν3)2 


12 


^2  +  λΐΤ 
5π 


π 


12  π 

—  <^2  =>  — ρ= 

π  6  3ν3 


<  1η 


.  2λ 


1  + 


& 


V 


π 


Τώρα  αν  εφαρμόσουμε  το  Θ.Μ.Τ.  στο 


π 


π 


Ιη  εφ  ^  1 II  εφ  ^ 


π  ιτΛ 
λ  '  3 


π  π 
4  ’  3 


εχουμε 


π 


ημ2χ  6ημ2χ 
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Δίνεται  μια  συνάρτηση  ί:Κ— >Κ.  συνεχής  και  παραγωγίσιμη  στο  Κ. 
Δν  η  \  είναι  αυξουσα  να  δειχθεί  ότι: 

Γ  (χ)<ί(χ+1)-ί(χ)<Γ  (χ  +  1) 

Λύση 

II  I  είναι  συνεχής  στο  [χ,χ+1]  και  παραγωγίσιμη  στο  (χ,χ+Ι),  οπότε 
(ίάσι.ι  του  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει  ξ<Ξ(χ,χ  +  1)  τέτοιο,  οκττε 

Ι(χ+Ι)-ί(χ)=  ^  ί  (χ  +  1 )  -  ί(χ)  =  Γ(ξ) 

χ  +  1  -  χ 

Ό|ΐ<  ος  η  Γ  είναι  αυξουσα  και  χ<ξ<χ  +  1,  οπότε 
Γ(χ)  <  Γ(ξ)  <  Γ(χ+1) 

Συνι-.ποχ  Γ(χ)  <  ί(χ+1)-ί(χ0  <  Γ(χ+1) 
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Τ'.ιμιιι  η  συνάρτηση  ί:  [100,104]  ->Κ  με  1(χ)  =  .  Εοραρμόζο- 

ντας  το  Θ.Μ.Τ,  να  όειχθεί  ότι:  λ/ΪΟΪ-  10  <  0,2. 

Λύση 

Π  ί  είναι  συνεχής  στο  |  100,104)  και  παραγωγίσιμη  σιο  (ΙΙΙ0.Ι04), 


Διαφορικός  Λογισμός 


255 


οπότε  βάσει  του  Θ,Μ.ΊΓ.  υπάρχει  ξ£  (100,104)  τέτοιο,  ώστε 
ί(104)-ί(100)  -  4Γ(ξ) 

Γ(Χ)=ά 

Άρα  '/ϊδϊ-Λ/ΤθΟ  =  4^=  =  ^= 

2\|  \ξ 


Όμως  ξ  >  100 


^>10  ^  4'<10 


2  2 

·ν/3_<ΪΟ_0>2 


Συνεπώς  V) 04  -  10=  -1=<  0,2  οπότε  ν/ΐ 04  ~  10<  -  0,2 

νξ 


ΘΕΜΑ 
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( Λ  λ  .  .  χ  .  π 

Να  δειχΟεί  ότι  για  κάθε  ΧΕ  II ,  ςτ  ισχύει:  1  $ - —  £  ςτ 

Ζ  ΐ|(ΧΧ  2 

V  -1 

Λΰση 

X  ί  1Ζ 

(1)  Θα  αποδείξουμε  πρώτα  ότι  1  <  .  για  κάθε  χε  0  ,  ^ 

χ  /  π  /  π 

]<■ -  <=>  ημχ<χ  ,  για  κάθε  χε  0,^-  (ημχ>0  για  κάθε  χε  0,^-  ). 

η  [ΛΧ  ζ  ζ 

Γ  πΓ  ϋ  1  ϋ 

Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  £ :  0  ,  ^  με  £(χ)  =  χ-ημχ,  ί  (χ)  =  1-συνχ>(). 

Άρα  η  ί  είναι  αύξουσα,  οπότε  £(χ)  >  ί(0)  για  χ>0,  Συνεπώς  έχουμε 

π  π 

χ-ημχ  >  0,  για  κάθε  χε  0  ,  -ζ  ,  οπότε  χ  >  ημχ  για  κάθε  χε  0  ,  ~ 

Ζ  Ζ 


I  Ή 

Όμως  ημχ>0,  για  κάθε  χε  0,—  ,  οπότε 

V  - 


— >  1  ,  για  κάθε  χε  [()  , 
ημχ  2 
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π 


(2)  Αποδεικνύουμε  τώρα  ότι - <τγ  ,  για  κάθε  χε 

η  μχ  ζ 


0  ^ 
’  2 


0  ^ 
’  2 


V 


ν 


με  β(χ)  = 


ημχ 


Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  §; 

,  ημχ-χσυνχ 

μ  (χ)  —  2 

ημ^χ 

Ίκττο)  η  συνάρτηση  Η:  0, — 

V 

Ιίίναι  Δ'(χ)  =  συνχ-(συνχ-χημχ)  =  χημχ>0,  για  κάθε  χε 


— »Κ  με  1ι(χ)  =  ημχ-χσυνχ 


/ 


ΙΓ(χ)>0  ,  για  κάθε  χε 


ί 


π 


0  - 
υ’  2 


π 


0  - 
5  2 


V 


Λρα  η  6  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο 


ί 


71 


ΧΕ 


0, 


π 


0  - 
9  2 

V 


,  οπότε  1ι(χ)>0,  για  κάθε 


Συνεπώς  μ'(χ)>0,  για  κάθε  χε 


ί 


0  ^ 
’  2 


(γ\  π' 

αυξουσα  στο  0  ,  τγ 


Λ(»ιχ  ί·(χ)  <  β 


V 


,  οποτε  η  μ  είναι  γνησίως 


Δ 

(  π 

χ  π 

2 

ν  ) 

,  για  κάθε  χε 

0  " 

>  2 

V 

=> 

ημχ ~  2 

(2) 


π 


/ 


Από  τις  (1)  και  (2)  προκύπτει  ότι  1<  —  <—για  κάθε  χε 

ΊΓ]  |ΧΧ  Ζ 


π 


ο  - 
’  2 


V 
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Να  δειχθεί  ότι  όταν  χεΚ.+  τότε  ισχύουν  οι  ανισότητες: 

(>)  Ιι·π?<  χ2- 1  (ί)  (ϊΐ)  1η(1  +  χ)  <χ<  6Χ-  1  (2) 

Λύση 
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Αν  χ>1  έχουμε  (1ιιχ2)'<(χ2-1)'  >  οπότε  1ηχ2<χ2-Ι 
Αν  0<χ<1,  θέτουμε  £  =  —  οπότε  1  <(:<«> 

(  IV  Π  V 

Αρα  ιαχΰει  η  ανισότητα  Ιη-^·  <  “τ-1  οπότε 

Γ  Γ 

1  (I  \  2  ο  ^  ^ 

1ιι^γ<  -^  —  Ι  και  ίηχ  <χ  -1 
γ  Γ 

Συνεπώς  Ιηχ  <χ  Ο,  για  κάθε  χ€  Κ+ 

(ϋ)  Αν  χ>0  έχουμε  (1η(1 -ι-χ)),<χ''  οπότε  1η(1+χ)<χ,  για  κάθε  χ>0. 

Αν  χ>0  =>  χ  < (εχ-  ( )'  =>  χ<ελ-1 

Αρα  για  χ>0  ισχύει,  1η  (1  +  χ)<χ<6Χ-1 


ΘΕΜΑ 
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Να  υπολογιστεί  το  όριο:  Ηπί  £ίρ 


χ  -4  00 


πχ 

2χ+ 1 


Λΰση 


_  Λ  2χ  ,  χ  1  πχ  π 

2χ+ 1  2χ+ 1  2  2χ+1  2 

πχ 

Αρα  εφ - >  0,  για  κάθε  χ>0 

2χ+  1 


οπότε  Ιϊιώ  εφ — 1 —  =  +  «> 

2χ  -ι- 1 

V  ) 

Εχουμε 


Ιίιη  εφ 

X  — >  03 


πχ  V  Γφ2χισ 

-  =  1ιηι  ε  ν  )  —  ε 


2χ+  1 


,,  Γί  .  (  ΛΧ 

Ιιηι  -1η  εφ - - 

*  2χ-Μ 


X  — )  οσ 
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Ιπ 


/ 


εφ 


πχ  ^ 


2x4-1 


I  ΐ  ιη 

X  ->  '»·> 


V 


(ϋ.  ϋ6ΐ’Ηθ5ρϊΐ2ΐΙ  —  ) 


-  1  ϊ  ΓΠ 

X  — >  οο 


ί 

ίη 

>-  ν 


εφ 


πχ 


V 


2χ+  1 


/ 


εφ 


πχ 


\ 


2x4-1 


-  Ιΐιη 

X  ->  ^ 


V 


εφ 


πχ 


2x4-  1 


=  1  ΐ  ΓΠ 
X  — >  οο 


π  (2χ+  1)  -  2πχ 


(2x4- 1)2  συν2 


πχ 


2x4-1 


συν 


πχ 


π 


2x4-1 


;  Ιΐιη 

Π\+  IV1  2  πχ  πχ 

χ_>0<3  ΐ.;  συν  - ■  η  μ 


π 


2x4- 1 
1 


2x4-1 


- 1  ϊ  ιη 

(2χ+\Ϋ  πχ  πχ 

χ  ->  °°  συντ~ .  η  μ 


2x4- 1 


2x4-1 


εφ 


πχ 


2x4-1 


-  I Ϊ  ΓΠ 


X  “> 


π 


ημ 


πχ 


Ιίγπ 


(2χη-  1)Λ 


(Θ.ΠβΓΗοίϊρίΐΛΐ^) 


2x4-1 


χ  συν 


πχ 


2x4-1 


-4 


π  1  ί  γπ 


(2x4-  ί): 


χ  — >  υο  — 


π 


πχ 


-=π  Ππί  — 


1 


1 


- 7  ·  η  μ - 

(2χ+1  Ϋ  2χ+1 


ν  π  2x4- 1  πχ 

ημ - 

1  2x4-1 


-  4  I ϊηι 


1 


X  — } 


(2x4  1)  ημ 


πχ 


=  4*0  =  0 


λυνι.πώς  1  ΐ  ησ 

X  <*> 


ί 


εφ 


2x4-1 
πχ 

1 

) 


4 


2χ  + 1 


0  ί 

=  6  =  1 
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Να  υπολογιστεί  το  όριο:  1 1ΓΚ1 

χ  — °° 

α>1,  β>1. 


\  ία14  +  β 


*/Λ 

) 


,  όπου  (X,  βΕΚ, 


Λύση 


1ΪΓΪ1 

ίΐί«ν'^Ί 

X 

—  Πτη 

ί“' 

'+β'7Λ 

0 

X  -4  οο 

X  — >  ΟΟ 

V 

Δ 

) 

“  1ΪΙΤ1 

X— )  θ’ 


ί  α'7'  +  β'7*  ,'1* 

1  +  — -I 


=  1ΪΠΊ 
χ  — >  <» 


V 

/ 

1 

ν 


/ 


-  Πγπ 

X  — >  ΡΟ 


α'/χ  +  β'/χ  -  2^1 χ 

I  + 


1  + 


α/χ  +  β1/χ  -  2^  '4  ■  Λ 


αΑ  +  β'Λ  -  2 


α  +(Γ  -2 


..  α'Λι>β,/χ-2 

ΙΐΓΠ  - - - X 


X  — V  ΟΙ 


1  ,.  α'^  +  ^-Ζ 

2  - 2 - 

X  — > 


-  £ 


1 

2 


«Λ-1  β'*-1^ 

I ΪΓΪ1  — ; - +1ιηι 


1/  *  1/ 

/χ  *  _  /χ 


X  — )  ΟΟ  'Χ  X  — ♦ 


=  ο 


) 


1 


(θετουμε  —  =  γ— »  0  ) 

X 


Ηιη 

χ— >  ΟΛ 
1 


\  Κ' + ρ 


ι 

2 


=  0 


,.  </-1  ,.  |3ν-1^ 

Ιιγπ  - +  Ιισχ  - 

γ->0  ^  >>-*()  ^ 


'  =  0 


“{1ηα  +  Ιαβ) 


2Ιη(α[3)  .  ΓΤ 

=  «  =6Ι”'/^=νίφ 

|  ^α'7,  +  β74 


Συνεπιος  Πητι 

X  — >  <*> 


=  νϋφ 


.><>() 
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Δίνεται  η  συνάρτηση:  ί(χ)  =  εφχημ?χ  —  χ3  για  κάθε 


/ 


Χ£ 


π 


\ 


0  - 

’  2 


V 

Λύση 


.  Να  μελετηθεί  ως  προς  τη  μονοτονία. 


Ήχου  με  Γ(χ)  =  εφ2χ  +  2ημ2χ-3χ2 

Γ"(χ)  =  Αΐ2ί  +  2ημ2χ-6χ 

συν  χ 


Γ'(χ)  =  2  αυλ'4χ  +  3  \μ2χ  +  4  συν  2χ  -  6  =  2  είΡ<χ  (3  +  4συ  Α)  >  0 


συν^χ 


Λρα  η  Γ  (χ)>0  για  χ>0  ,  οπότε  η  ΐ"  είναι  γνησίως  αύξουσα. 

Άρα  Γ'(χ)>Γ'(0)  =  0  =>  η  Γ  γνησίως  αυξουσα,  οπότε  Γ(χ)>Γ(0)=0. 


Επομένως  η  Γ  είναι  γνησίως  αυξουσα  στο  διάστημα 


ί 


π 


λ 


°’ϊ 

V 


) 
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ΊΉτω  ΐ|  συνάρτηση  ί:(0 

5  °°  )->Κ  με  ί(χ)  =  (1  +  χ)ι/χ 
(ί)  Να  όειχθεί  ότι  η  ϊ  είναι  γνησίως  φθίνουσα. 

(π)  Να  [ίρεθουν  τα  όρια  ΗΐΠ  ϊ(χ)  και  ΙΐΓΠ  ί(χ)  . 

χ  — >  χ  00 


Λύση 


Διαφορικός  Λογισμός 
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=  — (1  +χ) 1/5-1  -4(1  +  χ)'41η(1  +  χ)  = 

X  χ" 

=  \  (1  +  χ) /χ  “  1  [χ  -  (1  +  χ)  1η  (1  +  χ)] 
χ 

Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  £:[(),χ]— >Κ  με  £(χ)  =  1η(1+χ). 

Η  §  είναι  συνεχής  στο  [Ο,χ]  και  παραγωγίσιμη  στο  (Ο,χ),  οπότε  λόγο) 

λ  χ  'Τ’  ^  ν*  /  (λ  \  '  '  Ιη(χ+1)~1η1  1 

του  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει  ξε(ϋ,χ)  τέτοιο,  ώστε  - - 


Όμως 


1  1 

< 


1  1η(χ+1) 


4-1 


χ  -  (χ  +  1)  1η  (χ  +  1)  <  0 


4-χξ+Ι  χ  +  1  χ 

Γ(χ)<0  ,  για  κάθε  χ>0  ,  η  ί  είναι  γνησίως  φθίνουσα  στο  (0,<*>). 

1/ 

(ϋ)  Έχουμε  Ιϊιη  (1  +χ)  χ-ο 
χ  (Γ 


α  Ιϊιη  —  1η  (1  +χ) 

Ιίηι  (I  +  χ)'Λ  =  Ιίηη  ε|η(1  +  χ)*  =  β  * 


Μ 


X  — )  βο 


X  — > 


1 


Όμως  Μιη  ~  1η  (1  -ι-χ)  =  Μγπ  +-Χ"  -  Πιη  ~  —  Ιϊιη  0 

χ  χ  1  χ  + 1 

Λρα  Ιϊιη  (Ί  +  χ)Α  =  βη  =  1 

X  — >  °ο 
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Έστω  μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  στο  Κ.  και  φραγμένη 

άνω.  Αποδείξτε  ότι  αν  η  ΐ'  είναι  αύξουσα  στο  Βξ  τότε  η  ί  είναι 
σταθερή. 

Λΰ<τη 

Επειδή  η  Γ  είναι  φραγμένη  άνω,  υπάρχει  αε  Κ  τέτοιο,  ώστε  1  (χ ) *ί< 
για  κάθε  χε  Κ. 


)<γ? 


Διαφορικός  Λογισμός 


Τ.οτω  β,1ι:Κ—»ΐΙ  με  £(χ)  =  ί(χ)-α,  1τ(χ)  =  χ,  β'(χ)  =  Γ(χ)  για  κάθε  χε  Κ, 

οπότε  η  %'  είναι  αΰξουσα.  1 

Λρα  υπάρχουν  Ιίπι  β'(χ)  και  1ϊιή  £'(χ)  . 


χ— >  οο 


X  — V  —  ε>ο 


Όμίος  Ιίιη  I  Ιτ(χ)  I  =  +  <*>  και  Ιίπι  |ΐι(χ)|=  + 


X— ^  Δώ 


X  — >  -  ί» 


Αρα  Ιϊγπ  =  Ππί  β'(χ)  και  Ιίπι  ^^-=1ίιη  &'(χ) 
χ->~  Η(χ)  χ->_~  1ι(χ) 


&00 


'Κ  0^  'Γ  ο  }  (  (λ,  ά) 


Για  χ > Π  είναι  — — -<0  ,  οπότε  1ϊγπ^/(χ)<0 

Κχ)  Χ->οο 


και  επειδή  η  β'  είναι  αυξουσα  έχουμε  β'(χ)<0  για  κάθε  χεΚ. 
Για  χ<0  είναι  -^^->0  ,  οπότε  Ιίιη  β'(χ)>0 

Κχ)  χ->-Γ 

Αρα  β'(χ)>0  για  κάθε  χεΚ. 

Αρα  β'(χ)  =  0  και  β(χ)=ο  «=*  ί(χ)  =  α  +  ο=  σταθερή 
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Αποδείξτε  ότι  αν  ί:Κ^Κ  είναι  μια  συνάρτηση  4  φορές  παραγο)- 
γί(ΐιμη,  με  ί(χ)^0  για  κάθε  ΧΕ  Κ.  και  Γ^(χ)<0,  τότε  υπάρχουν 
α,Ι^γΕΚ  τέτοιοι,  ώστε  ί(χ)  =  <ΧΧ2  +  βχ  +  γ. 


Λύση 


Γάιειδη  Ρ^(χ)<0  ,  η  είναι  φθίνουσα,  οπότε  υπάρχουν  τα  όρια 


Γ(χ)  Γ(χ) 

Ιυη  — "  και  πγπ  — — 

X  }  X  X  — >  οο  X 

,.  Ι(χ)  ,.  ί'(χ)  ,.  Γ(χ)  ,. 

Ιιιη  — 1 1  ιη  — ~Τ~  ~ 6χ~ "  ΙΓΠ 

X  )  ...  X  X — >  —  ϊϊο  »'Λ  χ  — >  —  ολ  χ  — >  —  ο 


^(χ> 


X  — >  —  <*' 


>  Ιίπι 


Ι0,(χ) 


X  >  - 


χ  >  ■»· 


Δ ιαφορικός  Λογισμός 
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Επειδή  ί(χ)>0  ,  έχουμε 


0  >  Πιή 

Χ  _  οα 


«X) 


>  1ΪΓΠ 


Γ(χ) 


>0 


Αρα  =  0  ί ^  =  σταθ.,  οπότε  υπάρχουν  α,β,γβΚ  τέτοιοι, 

2 

ώστε  ί(χ)  =  αχ  +  βχ+γ. 
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Αποδείξτε  ότι  αν  ί^Κ. — με  Ιϊιη  ί(χ)  =  00  και  Ηιη  Γ(χ)  =  0  , 

X  — >  οο  X  — >  οο 

τότε  η  ί  δεν  μπορεί  να  είναι  ρητή  συνάρτηση. 

Λύση 


Έστω  ότι  ί(χ)  - 


αοχν  +  αχχν  1  +  . . .  +  αν 


βοχ^  4-  β  ιχ  4-  , . .  +  β 


ιη 


Γ(χ)  = 


(«ηχν  +  αιχν  1  +  . .  +  αν)'  (βηχΠι  + . .  +  βΜ)  -  (αοχν  +  . .  +  Ον)  (βοχ™  +  -  ■  +  βηό' 


(βοχηι  +  ■ .  +  Μ' 


_  «ο  βο  (ν  -  ιυ)  χν  1  ™  1  + . . . 

(βοΧ™  +  .  .  .  +  βπι)2 

Όμως  Πγπ  ί(χ)  =  +  οο  οπότε  ν>πΐ4-1  <=>  νΉη-1>2πι. 

X  -Α 


,  V  =  ΓΠ  +  1 


Αρα  Ιϊγώ  ί'(χ)  =  «| 

X  -»«► 


αο  (ν  -  ηο) 

βο 

.  «ο  ,  , 

+  οο  ,  V  >  ΓΠ  +  1 

βο 


δηλαδή  1  ιπί  Γ(χ)^0  (άτοπο) 


X  — )  ΟΟ 


264 
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Έστω  ί:Κ-»Κ  μια  συνάρτηση  με  ί  συνεχής  στο  Κ.  Αν 
Γ(χ+^)Γ(χ-^)<ί2(χ)  ,  για  κάθε  Χ,γ£  Κ,  αποδείξτε  υτι 
Γ(χ)Γ(χ)<Γί(χ),  για  κάθε  Χ€  Κ. 

Λύση 

Θεωρούμε  χ-σταθερό  και  ορίζουμε  τη  συνάρτηση 

Β(υ)  =  ί(χ  +  ν)Γ(χ->')-ί2(χ)  . 

Β'(Υ)  =  ί'(χ+γ)ί(χ-γ)-ί(χ+γ)Γ(χ-γ) 

8"(Υ)=  Γ(χ  +  ν)ί'(χ-γ)-Γ(χ  +  ν)Γ(χ-γ)-Γ(χ+γ)ί'(χ-γ)  +  ΐ(χ  +  γ)ί"(χ-ν)  = 
=  Γ'(χ  +  γ)ί(χ-γ)“2Γ(χ  +  γ)Γ(χ-γ)  +  Γ(χ+γ)Γ'(χ-ν) 
β(1))  =  β'(0)=0  και  8"(0)  =  2[ί(χ)Γ'(χ)-Γ2(χ)] 

Άρα  £(γ)<§(0)  =  0,  για  κάθε  γ£  Κ. 
ϊυνεποίς  η  £  έχει  τοπικό  μέγιστο  στο  γ  =  0. 

ϊυνεπώς  £"(0)<0  ο  ί(χ)ί"(χ)  <  ί'2(χ) 
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Έστω  Ρ(χ)=ο  με  ρίζες  Χΐ^Ο  (ΐ  — 1,2, ...,ν)  όπου  Ρ(χ)  είναι 
ένα  πολυοδνυμο.  Αποδείξτε  ότι: 


Γ(0) 

Ρ(0) 


V 

1 

Σ  3  = 


ί  =  ι 


’Ρ(0) 

Ρ(0) 


ρηο) 

Ρ(0) 


X  _  1  Ρ"(0) 
» χ.ί  2  Ρ(0) 


Διαφορικός  Λογισμός 


2<>· 


Λύση 


(ΐ)  Ρ(χ)  =  α(χ-χ[)(χ-χ2)...(χ-χν) 

ΡΧχ)  =  α[(χ-Χ2)..(Χ-Χν)  +  (Χ-Χΐ)(Χ“Χ3)..(Χ-Χν)  +  ..  +  (χ-Χι)(χ-Χ2)..(χ-Χν.|)| 


Ρ»  _ 

Ρ(χ)  Χ-Χ|  Χ-Χ2 


1  ί  1 

Η*  +  ...·+ 


Σ  7 


1 


X  -  Χν  —  X  -  X 
ί=  1 


Άρα 


Ρ'(0) 

Ρ(0) 


-Σ  ί-ΤΐΉ-Σ  77 


ί=  I 


.  =  1 


οποτε 


ν 

Σ  7Γ  =  - 


ί  =  I 


Ρ'(0) 

χ ι  Ρ(0) 


(") 


Αρα 


£>) 

Ρ(χ) 

Ρ"(0) 
Ρ(0) 


Ρ'(χ) 

Ρ(χ) 


=  Σ 


1 


*) 


(χ-χι)(χ-χ]) 


£70) 

Ρ(0) 


=Σ  — 

^  Χί  X] 


1 


Σ 


ί=  ι 


Σ 

ί=  1 
2 


X  -  Χί 


-  Χί 


=Σϊν 

(ϋο’^-Σ 


1  (ί  I 

Ί-  V  .  .  .  4- 
Χ{  Χ2  Χν 

V  / 


2  ν 

ι  γ  ι  ι  ^  ι 


XI 


V  Χί 

ί-1 


1 


=2  Σ 


1 


Ρ(χ)  ^  (χ-χ,)(χ-Χ])  ^  (χ ~~  Χί)(χ  X]) 

'*ΐ  »<] 


Ρ"(0)  „  ν'  ι 
Αρα  - =  2  >  -  <=> 

^  /  Γ\\ 


Ρ(0) 


Χί  Χί 


ν  1  „  1  ρ  (0) 

^  Χί  χ;  ”  2 


><] 


ι<3 


Ρ(0) 
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I 

Έστω  μια  συνάρτηση  παραγιόν ΐσι μη  στο  Κ,  με  ί  συνι  χή 

στο  1  και  Γ  (1)^0.  Απο^είξτι;  ότι  το  όριο 


Διαφορικός  Λογισμός 


?Μ(\ 


ί(χ)  ημγ  -  Γ(1) 

ί,  =  ΙΐΓΠ - - - -  είναι  ανεξάρτητο  της  ί. 

χ  ^  ι  ί(χ)  συν  λχ+  ί(1) 


Λύση 


πχ 


πχ  , 

ημ-^Γ-ι 


[ί(χ)-ί(1)]ημ^  +  Γ(1) 

I,  =  Ιίιη  - - - - 

χ->  ι  (ί(χ)-ί(Ι)]  συνπχ  +  ί(1)  [συνπχ  +  I] 

πχ 

Γ(χ) - ί(1)  πχ  ±/1,  ημΤ“ 

-  -- Γ  ημ^-  +  ία) - — 

χ- 1  ζ  χ- 1 


=  1 1 171  - 

χ  — >  ι  ί(χ)  -  ί(1) 

χ  -  1 


συνπχ+  ί(1) 


συνπχ+  ί 


Ι,ΐίναι  Ιίιη 
χ  — >  ι 


2η  μ 


πχ  , 

χ-  1 

(πχ  πΛ 


ημ 


πχ 


ημ 


π 


=  Ιιγπ 

χ  *->  1 


-  1  ΐ  ηι 

χ  — >  I 


συν 


χ-  1 

(πχ  πΛ 
4  +4 


ν 


π 


χ-1 
π 


7  = 


)ϊιη 

χ  — >  1 


ί 


—  1  ϊ  γτι  συν 
π  .  „ .  ί  . 

^(χ-1)  χ->ι 


π 


π 


τχ  +  τ 
4  4 

ν 


=  0 


) 


..  συνπχ+1  ,.  συνπχ-συνπ  _ 
1 1111  =  ΙΐΓΠ  - -0 


χ  >  I 


1 1 ΓΠ 

χ  ->  I 


χ  -  I 

Λ  -  Γ  λ. 

„  π  (χ-1) 
-2ημ - - - ημ 

π  /  (X 

ο  ) 


χ-1 
π(χ+1)  π 


•ί-ο 


Λ,"ΐ  ι.  =  -ίίϋ-  =  -1 

-Γ(Ι) 
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Μια  ευθεία  γραμμή  τέμνει  τις  ασύμπτωτες  της  υπερβολής  ^  =  ~  στα 

ίί 

σημεία  Α  και  Β  και  την  καμπύλη  στα  σημεία  Ρ  και  0.  Να  αποδείξετε 
ότι:  ΑΡ  =  Β(^. 

Αΰση 

Έχουμε: 

σ:  χγ  =  I  (1) 
και 

«Η-1  η 

Οι  ασύμπτοττες  της 
υπερβολής  είναι  οι 
άξονες  χ  και  γ, 

Έστω  (χι,γι)  και  (χ2>Υ2)  είναι  οι  συντεταγμένες  των  Ρ  και  0 
αντίστοιχα. 

I  2  α 

Αντικαθιστούμε  την  γ  =  —  στην  (2)  και  έχουμε  χ  -αχ-Η-τ·  =  0  . 

χ  Ρ 

Αφού  X]  και  Χ2  είναι  οι  ρίζες  της  εξίσωσης,  έχουμε  Χι+Χ2  =  α. 

1  2  3 

Αντικαθιστούμε  την  χ  =  —  στην  (2)  και  έχουμε  γ  “βγ-Η^-  =  0  και, 

από  αυτήν  προκύπτει  ότι  γι +γ2  =  β. 

Συνεπώς 

ΑΡ2  =  (χι  -  α)2  +  γι  =  (α  -  Χ2  -  α)2  +  (β  -  γ2)2  =  χ2  +  (β  -  >'2)2  =  Β  Ο2 


ΘΕΜΑ 
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Υποθέτουμε  ότι  υπάρχει  πραγματική  συνάρτηση  ί,  ορισμένη  στο  Κ. 
δύο  φορές  παραγωγίσιμη  τέτοια,  ώστε  υπάρχουν  πραγματικοί  αρι() 


268 
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μοί.  (X  και  β,  ώστε  Γ'(χ)  +  (αβν-β2χ'ί)ί’  (χ)  +ί2(χ)  =  -εί0'Μ,·': 

για  κάθε  Χ€  Κ.  Έστω  ότι  υπάρχει  πραγματικός  αριθμός  ρ^Ο  ώστε 
Γ(ρ) — 0.  Να  εξετάσετε  αν  το  Κο)  είναι  τοπικό  μέγιστο  της 
συνάρτησης  I. 

Λύση 

Για  κάθε  χεΚ  ισχύει  Γ'(χ)  +  (αε'Χ-β2χ,’)Γ(χ)  +  ί2(χ)  =  -υ2000χ 
Για  χ  =  ρ  ε'χουμε  ί"(ρ)  +  («βι’-Ρ2ρή)ί'(ε?)  +  ί2(ϋ)  =  -ε2ΓΙ,Η)ί>  « 
ο  Γ'(ρ)  +  ί2(ρ)  =  -ε2ΙΙΙ1ΙΙρ  αφού  Γ(ρ)  =  0 
οπότε  ϊ"(ρ)  =  -ε2ΙΗ)"ι'-ί2(ρ)  <0  με  Γ(ρ)  =  0 
Αρα  το  ί(ρ)  είναι  τοπικό  μέγιστο  τη;  Γ. 
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Δίνεται  η  πραγματική  συνάρτηση  §(χ)  =  1ηχ+6χ2~  20001 999 
για  κάθε  Χ>0.  Εκλέγουμε  από  το  σύνολο  Ω  —  { 1,2,. ..,9}  ένα 
αριθμό  Κ  και  μετά  ένα  αριθμό  λ  με  επανατοποθέτηση.  Να  βρεθεί  η 

χ2  λ, 

πιθανότητα  ώστε  να  ισχύει:  €  —  £  =  ΙΠ"ρ 


Λύση 

1  2 

Ιίπι  ι.όή  ^(χ)  =  -  +  2β  >0  για  κάθε  χ>0  η  £  είναι  γν.  αυξουσα,  άρα 

X 

"ένα  προς  ένα". 

.2  . 2  χ  ,2  2 

Από  την  ισότητα  εΚ  -ολ  =1η-^  ε*  -  € =  1η  λ  -  ΙηΙ<  <=> 

ο  β  2 

Ο  -ΐΊηΙ<=6λ  4- 1  η  λ  <=>  §(1ί)  =  β(λ)  =>  1<  =  λ 

Διότι  η  μ  είναι  "ένα  προς  ένα". 


Διαφορικός  Λογισμός 


9  1 


Άρα  η  πιθανότητα  που  ζητείται  είναι  Ρ  =  — 2  =  ^ 


ΘΕΜΑ 
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η  ν  ,  ημχ 

Δίνεται  η  πραγματική  συνάρτηση  Γ(Χ;  —  ΙΠ -  για  κά()ι 

X 

χ£  (Ο,λ) ■  Να  αποδείξετε  ότι: 

(ί)  Η  ί  στρεφει  τα  κοίλα  κάτω. 

χι  +  Χ2  .  1  ,  .  I  ημχι  ημχ2 

<“>  ιμ-2-6ϊ(»+«)ν“  ^ 


Λύση 


(ί)  Έχουμε  ί'(χ)  = 


συνχ  I 
ημχ  χ 


Γ'(χ)  =  (σφχ)'  +  \~-  — ^ +  =  ^  \  <  0 

χ  ημχ  χτ  ^ημχ 

(διότι  ημχ<χ  για  κάθε  χ£(0,π)). 


(χ,  + 

(α)  Επειδή  Γ'(χ)<0  ισχύει  ί  — - 

ν 


Ρ|Χ1+Χ2  |  Γ(χΐ)  +  ί(χ2) 
2  2 


XI  +Χ2 


,  2  ^  1  (Λ  ημχι  ,  ,  ημχ 2 

αρα  1η - 1η— — -Μη-11 — 

ΧΙ+Χ2  2  XI  Χ2 


Χι  +  χ2 

η  μ  2 

Χ|_+Χ2 

2 


> ημχι  ημχ 2  ^ 

ίλ  V— V 
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ποΟέτηυμε  ότι  οι  πραγματικές  συναρτήσεις  Γ(χ),  §(χ),  χ<=Κ 
ναι  παραγωγίσιμες  και  ικανοποιούν  τις  σχέσεις: 

»'(* +ν) = ϊόΟδΟΟ + 800*00 

Κ(χ+5')  =  8(γ)8(χ)·ί(γ)ϊ(χ) 

α  κάθε  Χ,γΕ  Κ.  Αν  ί(χ)*0  για  κάθε  ΧΕ  Κ,  να  αποδείξετε  ότι: 

)  Γ(0)=0καιδ(0)  =  1 

ί)  Αν  ί  (0)  —  1  και  {* (0)  =0  τότε  ΐ' (χ)  =  §(χ) 

και,  (χ)  =  -ί(χ)  για  κάθε  ΧΕ  Κ. 

ΰση 

}  II  σχέσγη  1(χ  +  γ)  =  ί(γ)£(χ) +β(γ)ί(χ)  για  χ  =  0  και  γ  =  0  δίνει 

1(0) ·  2Ι(0)ΰ(0)  (1) 

σχέση  μ(χ  +  γ)  =  β(γ)β(χ)-ί(γ)£(χ)  για  χ  =  0  και  γ  =  0  δίνει 

«(<>)  ^(0)-Γ2(0)  (2) 

*π>  την  (!)  προκύπτει  ότι  ί(0)  ==  0  ή  £(0)  =  ^ 

|  2  1 

ι  μίΟ)™^  1  (2)  δίνει  £(0)  =  -^-<0  που  είναι  αδύνατο  αφού  ί(χ) 
■αγματική. 


Διαφορικές  Λογισμός 


ο 

Ώστε  πρέπει  ί(0)  =  0,  οπότε  η  (2)  δίνει  £(())  =  £  (0) 
δηλαδή  £(0)  =  0  ή  β(0)  =  1 

Αν  §(0)  =0  επειδή  ί(χ)  =  ί(0)β(χ)  +  £(0)ί(χ)  =>  ί(χ)  =  0  για  κάθε  χε  Κ 

άτοπο  από  την  υπόθεση. 

Άρα  Γ(0)=0  και  §(0)  =  1 

(Π)  Παραγωγίζοντας  ως  προς  χ  τις  σχέσεις  που  δόθηκαν  (θεωρώντας 
το  γ  σταθερό)  παίρνουμε: 

Γ(χ+γ)  =  ϊ(γ)β'(χ)  +  β(ν)ί/(χ) 

β'(Χ+Υ)  =  8(γ)8'(*Μ(γ)α*) 

Οπότε  για  χ  =  0  παίρνουμε: 

ί'(ν)  =  ί(γ)£'(0)  +  Β(γ)ί”(0)  =  8(υ) 

8'(Υ)  =  8(Υ)8'(0)-ί(γ)Γ(0)  =  -%) 

Άρα  Γ(χ)  =  β(χ)  και  β'(χ)=-ί(χ)  για  κάθε  χεΚ. 
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Έστω  Γ  μία  συνάρτηση  με  σύνολο  ορισμού  το  σύνολο  Κ  και 
πεπερασμένη  δεύτερη  παραγωγό  με  την  ιδιότητα 


ί(χ)  -  %) 


=  Γ 


Λ  +  ^  λ 


V 


για  κάθε  Χ,^Ε  Κ.  με 


Να  προσδιορίσετε  τον  τύπο  της  ΐ. 


Λύση 

Από  το  θ.  Μ.Τ.  για  τη  συνάρτηση  ί  στο  διάστημα  [χ,γ],  χ,γε  Κ 
προκύπτει  ότι  υπάρχει  τουλάχιστο  ένα  χοε(χ,υ)  τέτοιο,  ώστε 

Γ(Χ0)  =  ΜζΜ 

Χ-Υ 


οπότε  έχουμε  Γ 


^χ  + 


=  Γ(χ») 


Για  χ— >γ  έχουμε  Γ(χ)  =  Γ(χο)  ή 


Λι ι <(|·ηπΐκ< >  ,  Λογισμοί; 


>7  > 

Ι.ι  /  Α  ι 


Γ(χ)  =  (αχ  +  β)  ή 
χ2 

ϊ(χ)  =  α  γ  +  βχ  +  γ  ή 
£(χ)  =  Αχ2  +  βχ+γ  ,  Α^Ο 
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Αν  οι  συναρτήσεις  :[α,β]— >[α,β]  είναι  συνεχείς  στο  [α,β] 

ν.αι  Λαραγιογίσιμες  στο  (α,β)  με  §  (χ)ΐέ0  τότε  υπάρχουν 
(α>β)  τέτοιοι,  ώστε: 

(ξ.-ί(|1))8'(|3)=(8(|ΐ)-|2»Γ(|3) 


α<£(χ)<β 
άρα  α<1(α)<β 

α<£(β)<β 


0<ί(α)~α 

Γ(β)-β<0 


Λΰση 

Έστω  Ιι(χ)  =  ΐ(χ)-χ 
0.  ΒοΙζηιιο 
}ι  συνεχής  στο  [α,β] 

Ιι(α)  =  ί(α)  -  α  <0 

Ιι(β)  =  ί(β)-β>0 

Ιι(α)1ι(β)<0  άρα  υπάρχει  ένα  τουλάχιστο  ξισ  (α,β)  έτσι  ώστε  Η(ξ^)  =0 

Αρα  ^(ξι)'ξι  =  0  =>  =  ξ  ι 

Θεωρώ  Ρ(χ)~£(χ)-χ  /  α<β(χ)<β 

0.  ΒοΙζαοο  |  άρα  α<£(α)<β  0<&(α)-α 

Ρ  συνεχής  στο  [α,β]  \  α<§(β)<β  =>  £(β)-β<ϋ 

Ρ(α)  =  δ(α)  -  α  <  0] 

Ι,(Ρ)  =  β(β)-β>0 

Ρ(α)Ρ(β)<0  άρα  υπάρχει  ένατουλάχιστο  ξ2£  (α,β)  έτσι  ώστε  Ρ(ξ2)  =  0 
Αρα  ^(ξ2)-ξ2  =  0  =>  £(ξ2)  =  ξ2 

Οι.  συνεχείς  στο  (ξι,ξ2)<ζ(α,β)  παραγωγίσιμες  στο  (ξ),ξ2) 
^ύμφυινα  με  το  0.  Μ.Τ.  του  διαφορικού  λογισμού  0α  υπάρχει  έν<χ 

τουλάχιστο  ξ.ιε(ξι,ξ2)  τέτοιο,  ιοστε 


Λμ  (.((ιοί ΜΗοί,  Λογιομι  >ς 


,'/ϊ  \  _  Κ(ξ')~Κ(ξ2) 


«Χξϊ)  = 


Ο  V-  V- 

ξΐ~ξ2 

Γ7ν-  X  ί(ξ])-ί(ξ2) 
Επειδή  ί(ξι)=ξι 


/„  χ  ν  ,  .  χ  β(ξι)-|2  Γ//ν-  χ  ί(ξ*) 

&(ζ2)=ΐ2  εχουμε  =>  μ  &)  =  ^~~^  και  ^  ^ 


Επειδή  £'(χ)^0  ε'χουμε: 


Αρα 


Γ(ξ3)  _ξι-ί(ξ2) 
β'(ξ})  β(ξΐ)”ξ2 


ΙΐζϋΜ 

(ξΐ~ξ2)  _  Πξ3) 

£(ξΐ)“ξ2  £'(|3) 

(ξι  -  ξ2> 

=>  (2(ξΐ)  -  ξ2)  Γ  (ξ3)  =  β'(ξ:0  (ξι  -  ί(ξ2» 
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Έστω  §  μία  πραγματική  συνάρτηση  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  στο 
[0,  +  οο)  με  §(χ)  >0  για  κάθε  Χ>0.  Αν  §  (χ)  >0  και 

(8'(χ))2-£(χ)8~(χ)^0  για  κάθε  χ>0  με  8(0)  =  1  ,να  (ίποδι  ίϊ*Γ 
τε  ότι:  1η£(χ)<£'(0)χ  ,  χ>0 

Αΰση 

Θεωρούμε  την  πραγματική  συνάρτηση  Η:[0,  +  ^)— >!1  με  τύπο 
Η(χ)  =  1ηβ(χ)-§'(0)χ 


Έχουμε  Η'(χ)  =  -  §'((>) 

8  Μ 


Η>)  =  δ>Μί)Έ(8^))·ί,0 

82(χ) 


λόγω  της  υπόθεσης. 

Δηλαδή  η  δ'(χ)  φθίνουσα  στο  1 0,  -|~  ©ο  ^ , 

Αρα  για  χ>0  =>  Ι\  (χ)^ίι'(θ)-0,  αφού  μ(0)=1 

επομένως  η  Κ>ί[(),+«ο)  δηλαδή  χ>0  >  Ιι(χ)<1ι(0)  0.  αφού  μ(  1 )  0 


ΜΑ 


Λμκ|'«)(ΜΚ(κ;  Λογισμός 


Αρει  για  κάθε  χε  |  (),  +  <*>)  ισχύει 
Η(χ)£0  =>  1ημ(χ)<μ'(0)χ 
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Ιίστω  η  πραγματική  συνάρτηση  £  συνεχής  και  ορισμένη  στο 
(Ο,  +  οο)  για  την  οποία  ισχύει:  §(χ>0  =Χ£(γ)  +^§(χ)  για  κάθε 
Χ,^Ε  (0,4*  ©ο).  Να  αποδείξετε  ότι: 

(Ί)  Λν  η  £  είναι  παραγωγίσιμη  στο  Χο”1  με  £  (1)=:2000  τότε 
η  είναι  παραγωγίσιμη  στο  (0,  +  οο). 

(ίί)  Να  βρεθεί  ο  τύπος  της 

Λύση 

(ί)  Για  χ=γ  =  1  έχουμε  £(ί)  =  0,  οπότε  αφού  η  £  είναι  παραγωγίσιμη 
στο  Χ(ΐ~  I ,  ισχύει 

(,(Ι)  =  Ιί„Μ^  =  ίπι_|(Ξΐ  (Ι) 


χ  — >  I 


χ-  X 


ι  χ- 1 


έστω  χ  =  χο  τυχαίο  σημείο  του  Κ.  και  γ  =  1ι,  τέτοια  ο ίιστε  χ=χοή,  τότε 
επειδή  χ— >χο  έπεται  ότι  Κ=1  οπότε 

=  Ιί,η  8Μ-6(^  =  ιΙηΊ  6ΝΙ·)-£(χο)  = 

χ^ν„  χ-χο  χο(Ι-Ι) 

Νη1  Χιι κ(Ιι)  +  1ι 8(χ») - 6(χο)  _  χο  ^  &(Η)  [  [.  δ(χο)  (3ι -  1) 


ι,  ,1  Χο(Η-  Ι) 

ε  (χο) 


ΧΟ  Ιι  -  1 


1,-Αΐ  Χο  (Η  - 1) 


Ρ'(Ι)  -ι- 


χο 


ά»α  ι>'(χ«)  =  (;'( 1)  +  =  2000+ 

(ίί)  Από  το  ερώτημα  (ϊ)  προκύπτει 
χμ'(χ)  =  2000χ  +  μ(χ)  για  κάθε  \'>0 


Λ  ι  αψ< >ρικος  Λ< >γ ι Π| ι< > ς 


27δ 


ΛηλαΛή  ΜΜΖ1.Μ  =  20()()  ή 


X 


X 


2000  , 

- η 

χ 


/κ(χ) Ν 


=  (20001ηχ)'  ή  ^=20ϋ()Ιηχ+ο 


Για  χ=1:  ο  =  0,  οπότε 
§(χ)  =  2000  Ιπχ*  για  χ>0. 
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Θεωρούμε  την  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  ίΐΚπ-  Κ  για  την  οποία 

ισχύει:  £(χγ)  =γΓ(χ)  +χί(γ)  για  κάθε  X  ,  γ  Ε  Κΐ  με  Γ(1)  =  1. 
Να  αποδείξετε  ότι: 

(ί)  τ(χ)  =  ι+^ 

(Η)  ί(χ)=χ!ηχ 


Λύση 

(ί)  Έχουμε  χΓ(χγ)=Γ(χ)+χΓ(γ) 

Για  γ=1  προκύπτει  χΓ(χ)  =  £(χ)+χί'(1) 

δηλαδή  Γ(χ)  =  4- 1 


(ϋ)  Είναι  Γ(χ)-~^  =  1  <=> 
ο  ε~ ΙηχΓ(χ)  -  —  β“ |ηχ Γ(χ)  =  β”  » 

4=>  (6~Ιηχί(χ))'  =  (χ)'  Γ(χ)  =  χοΙιιχ  +  ο  Γ(χ)  =  χΙΐΙΧ  +  € 

Για  χ=Ί  προκύπτει  Ι(  I )  -  ο 

Επειδή  για  χ  — γ=1  έχουμε  ί(Ι)— 0=ο 

άρα  ί(χ)  =  χ!ηχ  για  κάθε  χι  1<Ι  . 


ΘΕΜΑ  153 

Ηστ<»>  II ->Κ  μία  πραγματική  συνάρτηση  με  §(-χ)  —  §(χ)  για 

κάθε  -Χ?ΧΕ  Κ,  συνεχής  στο  μηδέν  με  8(0)  =0  και 

Ο)  }ί(χ+)')<§(χ)  +  §(3')  για  κάθε  χ,γε  Κ 
Να  αποδείξετε  ότι: 

(ί)  £(χ)>0  για  κάθε  ΧΕ  Κ 

(ϋ)  Μ  £  είναι  συνεχής  στο  κ 

(ΐΐί)  Αν  η  §  είναι  παραγωγίσιμη  στο  μηδέν  τότε  §  (0)  =  0 

Λύ<τη 

(ί)  Για  γ~- >-χ  η  (1)  δίνει  β(χ-χ)<β(χ)  +  β(-χ)  <ί=> 

<  >  μ(0)<μ(χ)  +  β(χ)  <=>  β(χ)>0 

(ϋ)  Είναι  £(χ)  =  £((χ-χο)  +  χο)<§(χ-χο)  +  £(χο)  <=> 

<  >  β(χ)-β(χο)<β(χ-χο)  επίσης  £(χ0)-£(χ)^£(χ-χ0)  Αρα 
μ(χ-χο)<μ(χ)-^(χο)β§(χ-χο)  <=>  |β(χ)-β(χο)|<β(χ-χ<>)  για  κάθε  χ,χοε  Κ 
I  ΐ  πει,  δ  ή  I  ϊ  γπ  §(χ  -  χο)  =  §(0)  =  0 

X  —>  ΧΟ 

'  1  ίχουμε  I  ϊιπ  (β(χ)  -  β(χο))  =0  <=>  ίΐπα  £(χ)  =  £(χο)  δηλαδη  συνεχής  στο  Κ. 

X  ->  Χ()  χ  -Θ  Χο 

(ίίί)  Επειδή  £(χ)>0  <=»  £(χ)>§(0)  για  κάθε  χεΚ 
άρα  ισχύει  το  0.  Ρεηηαί 
δηλαδή  β'(0)  =  0- 
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Να  παρασταθεί  γραφικά  η  συνάρτηση  ί:  10,1]  — >Κ.  .  με 


Λμ ΐφορικι >ς  Λ< ^Τσμρς 


277 


Γ(χ)  =  χ  λ/  ,  Χ 

1  —  χ 


Λύση 


Το  πεδίο  ορισμού  της  ί  είναι  το  Δ=(0,1] 

3 


ί(χ)  =  0  <=>  χ 


=  0  <=> 


}  "X 


=  0  <=>  χ  =  0 


Γ(0)  =0 

Άρα  η  £  διέρχεται  από  το  σημείο  0(0,0) 


Ιιγω  ί(χ)  =  Ιΐπι  χ  λΙ  Χ  - 
χ  — >  1  χ— »  1  1”Χ 


-(-  οο 


I  χ  >  I 

Λρα  η  ευθεία  χ=1  είναι  κατακόρυψη  ασΰμπτιοτη  της  γραφικής 
παράστασης  της  ί. 

Η  ί  είναι  συνεχής  στο  Δ  και  παραγοιγίσιμη  στο  (0,1). 


Είναι  Γ 


'(Χ)  = 


+  χ 


/_Α_λ 

ί-χ 
ν  ; 


Ι  χ 

=  +  * 

Μ  -χ 


1  -  χ  +  χ 

(ΐ-χ)2 

,,γτ: 

Μ  -  χ 


2  — — (-  Χ 


1  —  χ  (1  -  χ)' 

2 ^ 
χ  (3  “  2χ) 


2χ(1  -χ)  +  χ 


2(1 -XV 


2(1 


■ο5-ν=? 


,  για  κάθε  χε(0,1) 


Γ(χ)  =  0  <=>  χ  (3  -  2χ)  =  0  ο  χ  =  0  ή  χ  =  —  >  1  απορρίπτονται, 


χσ  (0, 1 )  | 


ί&'(0)  =  Ιιγπ  Γ(χ)  =  0 

χ  — ^  0 
»  -'0 
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Λιαγπρικο^  Λογισμός 


X 

0 

ί 

Γ(χ) 

0 

+  +  +  +  +  +  +  + 

+ 

Γ(χ)>0, 

αν  χε  (0,1),  οπότε  η  ί  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο 

(0,1). 

X 

0 

1 

Γ(χ) 

0 

+  4-4-  +  +  +  +  +  +  +  + 

4-  + 

Γ(χ) 

0 

4*  βΟ 

4 

>' 

■  1 

X 

II 

ί 

X 

* 

0 

X 
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ΊΊοτο»  μ  μια  πραγματική  παράμετρος. 

(ΐ)  Να  δειχθεί  ότι  όταν  μ<0,  η  ανισότητα  θΧ>μΧ  + 1  αληθεύει  για 
κάθε  ΧΕ  [0,+  °°) . 

(ϋ)  Να  βρεθούν  οι  θετικές  τιμές  του  μ  για  τις  οποίες  η  ανισότητα 
ο*>μχ+1  αληθεύει  για  κάθε  ΧΕ  [0,  +  °°) . 

Λύση 

μ  <  0 

(ί)  Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  ί(χ)  =  ©χ-μχ-ί,,  για  κάθε  χε[03  +  °°) 
Μελετάμε  τη  μεταβολή  της  ί. 

ί  (χ)  =  οχ-μ 

ί  (χ)  =  0  <=>  οχ  =  μ  δεν  έχει  πραγματικές  ρίζες  αφού  μ  ^  0 


Διαφορικός  Λογισμός 


27<) 


I  ϊιη  Γ(χ)  =  1ΐτη  (οχ  -  μχ  -  I)  =  + »»  ,  Γ(0)  =  (> 

X  — >  <*>  X  — *  οο 


X 

0 

+  ΟΠ 

Γ(χ) 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+  + 

ί(χ) 

0 

_ - — 

- - 

- - 

- 

οο 

Από  τον  πίνακα  διαπιστώνουμε  ότι  £(χ)>0,  για  κάθε  χε  [0,+«). 
Αρα  όταν  μ  <  0  ,  ελ>μχ+1  ,  για  κάθε  χε[0. +  <*>). 

(η)  Αν  μ>0,  έστω  ί(χ)  -  οχ-μχ-1  ,  χε[0,  +  <«) 

Γ(χ)  —  ολ-μ 

Γ(χ)  =  0  <=ί>  £χ-μ=0  <=>  οχ  =  μ  <=>  χ=1ημ 
Έχουμε  τις  περιπτιοσεις: 

(1)  0 < μ <  1  ,  ο  πίνακας  μεταβολών  της  ί  είναι  ο  εξής: 

Αν  με  (0,1]  =*  Ιημ  <  0 


X 

0 

“|“  ο 

Γ(Χ) 

+ 

+ 

+ 

+  + 

+ 

+ 

+ 

+  + 

ί(χ) 

0 

- - - - 

— . — -* 

οο 

Αρα  ίχ  >  0  ,  για  κάθε  χε[0,  +  <~),  δηλαδή  οχ  >  μχ+1  για  κάθε 
χε)0,  +  «>)  και  με  (0,1]. 

(2)  Αν  μ>1,  1ημ>0 

Ο  πίνακας  μεταβολών  της  Γ  είναι  ο  εξής: 


X 

0 

Ιημ 

ΟΟ 

Γ(χ) 

— 

— 

0  + 

+  + 

+ 

+ 

ί(χ) 

0 

- — 

— „  ί(1ημ)  _ 

4-00 

Από  τον  πίνακα  διαπιστώνουμε  ότι  υπάρχουν  τιμές  του  μ  για  τις 
οποίες  ί(χ)  =  0. 

Συνεπώς  η  ανισότητα  6*  >  μχ+1  δεν  αληθεύει  για  κάθε  χε[0,  +  *>), 
όταν 

Αρα 


μ>  1. 
με  (0,1] 
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Α 

Ια  (ίρεϋε  ί  το  πλήθος  των  πραγματικών  ριζών  της  εξίσωσης  6*-Π1Χ  , 
κι  διάφορες  τι, μες  του  πραγματικού  αιρθμοΰ  111.  Για  Π1  =  να 
ειχΟεί  άτι  η  6ξίσο)ση  έχει  μια  ρίζα  στο  διάστημα  (-1,0). 


^υση 

χ  2 

I  εξίσωση  ο  =  παχ  δεν  έχει  ρίζα  χ  =  0,  οπότε  μπορεί  να  γραφεί  ως 

...  Ο* 

Ηής  - ,  =  ιη. 

χ" 


ϊέτουμε  ί(χ)  = 


ί :  Κ  —>  Κ 


Ιαριστάνουμε  γραφικά  τη  συνάρτηση  Γ. 

I  εξίσωση  ί'(χ)  =  0  δεν  έχει  πραγματικές  ρίζες,  οπότε  η  γραφική 
αράσταση  της  Γ  δεν  τέμνει  τους  άξονες. 

I  ί  είναι  συνεχής  και  παραγωγίσιμη  στο  Κ-{0}  και 

ν  οΧ  χ2  - 2χ 6Χ  Χ6χ(χ-  2)  ©χ  (χ - 2) 

I  (χ)  -  ^  _  4  “  3 

X  XX 

Γ(χ)-()  Φ=>  χ-2  =  0  <=>  χ  =  2 

ί’(χ)Χ)  αν  χε  (-<*>, 0)υ(2,  +  «>) 

Γ(χ)<0  αν  χε  (0,2) 

ρα  ν)  ί  είναι  γνησίως  αύξουσα  σε  καθένα  από  τα  διαστήματα  (-©<>, 0) 

:ιι,  (2,·Ή<*>)  και  είναι  γνησίως  φθίνουσα  στο  (0,2). 

ψου  η  Γ  μηδενίζεται  στο  2,  αλλάζοντας  πρόσημο  από  -  σε  +,  η  ί 

<ι*ι  τοπικό  ελάχιστο  στο  2,  το  ί(2)  =  -^- 

Ιίηι  ί(χ)  =  () 

>  ·«> 

X  X  X 

Ο  Ο  Ο 

I  ίη\  ί(χ)  =  I  ί  ιη  -χ·  =  Ιϊγπ  γ-  =  Ιίητι  —  =  +  <» 

χ  X  ^ 


■(  > 


χ  — >  οο 


2ΚΙ 


Λμμ[< >ρικι )■;  Λογισμός  _ 

.  ·  Γ<χ> 

ΜΗ!  - =  +  <*> 

,  X 
χ  — > 

βχ  Λχ 

ο  ο 

Ηγο  Γ(χ)  =  1ϊγπ  ~^-  +  °ο  ,  1  ΐτη  Γ(χ)  =  Ιπτι  —  =  +  <*> 

χ  —>  0  χ  ->  Ο  *  χ  — ^  0 '  χ  — >  0Η  * 

Αρα  η  γραφική  παράσταση  της  ί  έχει  οριζόντια  ασυμπτιοτη  την 
ευθεία  ν  =  0  και  κατακόρυφη  ασύμπτωτη  την  ευθεία  χ=0.  Η  γραφική 
παράσταση  της  ί  δεν  έχει  πλάγια  ασύμπτωτη. 


X 

-οα 

0 

2  -[-οο 

Γ(χ) 

+ 

+ 

— 

— 

—  0  4·  4·  4·  +  4 

ί(χ) 

4"  οβ 

4-00 

ζ}  -I  Γ"~' 

Τ 

2  , 


Η  εξίσωση  ο  =γπχ  εχει  τόσες  ρίζες,  όσα  σημεία  τομής  εχει  η  γραφική 
παράσταση  της  ί  με  την  ευθεία  γ  =  π\. 

Αν  Γηε('«>,0]  η  εξίσωση  δεν  έχει  πραγματικές  ρίζες. 


Αν  ΓΠ6 


°·τ 

V  2  7 


η  εξίσωση  έχει  μια  πραγματική  ρίζα  χε(-«ηΟ). 


Αν  ηι=  -ξ-  η  εξίσωση  έχει  μια  διπλή  ρίζα  χι=Χ2  =  2  και  μια  ρίζα 


(-<*>, 0). 

Λ  ί6"  ' 

Ανιηε  -^,00 

\  / 

και  Χ3£  (2,+  . 


η  εξίσωση  έχει  3  πραγματικές  ρίζες  χιε  (-«%()),  Χ2€  (0,2) 


Διαφορική^  Λογισμός 


λΗ2 


(ϊί)  Λν  τη  -  \Ιοε 


ο 


2\ 


°'Τ 

V  ,-  4 


η  εξίσωση  έχει  μια  πραγματική  ρίζα  χσ  (- 


ΈΟΤω  μ(χ)  =  ο  -  γο  χ  .  Χ€  Κ 

β(0)  -  I  >0 


ΰ(-0  =  {-'ίϊ<ο 

Αφού  η  ^  είναι  συνεχής  στο  Κ  και  β(0)>0  ,  £(-1)<0  προκύπτει 

άτι  η  εξίσωση  ο*  =  V©" χ2  έχει  μια  ρίζα  στο  (-1,0). 
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ί·:<ιτ(ι)  Ε=  [-λ,λ] 


και 


ί:ϋ— >Κ.  ,  με  Γ(χ)  = 


VI  +  συνχ 
1  -  συνχ 


(ΐ)  Να  βρεθεί  το  “ευρύτερο"  υποσύνολο  Ό  του  Ε  σο  οποίο  η  ί  είναι 
ορισμένη  και  να  δειχθεί  ότι  η  ϊ  είναι  άρτια  στο  Ο. 


(Π)  Να  παρασταθεί  γραφικά  η  ί. 


ισχύει:  Γ(χ)  = 

εφ 

2~2 

Κ  ) 

Λύση 


Πρέπει 

ί  + συνχ  ? 

(ΐ)  - >0  <=>  (1  +  συνχ)  (1 -συνχ)  >0  <=>  1-συν  χ>0  ο 

\  -  συνχ 

ημ2χ>0  <=£  αληθεύει  για  κάθε  χξ  Κ 

Πρέπει  επίσης:  1-συνχ^Ο  συνχ^Ι  <=>  χ^Ο  (ϋσ  Η) 
Συνεπώς  0  =  [-π,0)υ(0>π] 

Για  κάθε  χεΟ  =*  -χβ  ϋ.  Έχουμε 


Διαφορικές  ΛογιιίμιΗ, 


2Κ( 


1  -  συν(-χ) 


I  4-  συνχ 
1  -  συνχ 


Αρα  η  συνάρτηση  είναι  άρτια,  οπότε  η  γραφική  παράσταση 

της  ί  έχει  άξονα  συμμετρίας  τον  γ'γ. 

(ΐί)  ί(χ)-0  <=>  1  +  συνχ-0  <=>  συνχ  =  -1  <=>  χ  =  π  ή  χ  =  -π 
Αρα  η  γραφική  παράσταση  της  ί  διε'ρχεται  από  τα  σημεία  Λ(~π»0) 
και  Β(π,Ο). 

Η  ί  είναι  συνεχής  στο  Ώ. 

Η  ί  είναι  παραγωγίσιμη  στο  (-π,Ο)^(Ο,π). 

Θα  εξετάσουμε  αν  η  ί  είναι  παραγωγίσιμη  στα  σημεία  -π  και  π. 


!*(-*>  =  Η* 


V] 


I  +  συνχ 


-  συνχ 


χ— >-π  χ+π  χ  — >  —  λ  X  4- π 


2συνΖχ/2~ 

=  2^ϋΟ-  =  ι; 

χ  +  π 


σφ 


χ 


ΓΠ 


=  1 ΪΓΠ 


X  — >  -  Λ 


χ  — >  -  π  Χ  +  Ή  χ-»-« 


1ΪΓΠ 


X  — >  —  ΙΓ 


σφχ/2 
χ  +  π 


Ιίιυ 


>ο 

-1 


σφ^ 


χ  +  π 


9  V) 

Χ^”Λ  2ημ2γ 


-1 


Ιίιη 

χ->-Λ  2ημ2| 


2 


συνχ 


.  ,.  ί(χ)-£(π)  ,. 

ΐ(π)  =  Ιπυ  - - =  1  ιηα 

X  — >  Λ  χ~π  X  — >  π  χ—π 


συνχ 


σφ 


σφ 


-  ΙΪΓΠ 


=  ΙΪΓΠ 


X  -Η>  71  ^  ^  X 


- =  —  1  ί  ιιι 

π  *“  —  X)  χ  — >  π, 

1 


σφ 


χ-  π 


Ηγπ 

χ— >  π 


σφχ/2 


χ  -π 


]ΐηη 

χ— »  π 


ο  2  χ 

2ημ  ^ 


1 


1 


ίΐΓΠ 

Λ  2  X 
χ~>π  2ημζ~ 


1 

2 


Αρα  η  ί  είναι  παραγωγίσιμη  στο  Ώ. 


·’.Η4 


Λΐ1ΙΙ|ι|  1^1 1  ,Ίι  ,  Λι  >γιιΐ|ΐη^ 


(\- 


Ι'(χ) 


V 


»-  συνχ 


1  -  συνχ 


\ 


) 


-  ημχ(]  -  συνχ)  -  (1  η-  συνχ)  ημχ 


ΓΓΤσΐ 

Λίτ-" 


συνχ 
1  -  συνχ 
ημχ(Ι  -συνχ  ι- 1  4- συνχ 


2  (I  -  συνχ)2 


συνχ 


συνχ 


-ημχ 


2(1-  συνχ)2  Λ^γ 


+  συνχ 
-  συνχ 


(1 


~  συνχ)2 


4-  συνχ 
-συνχ 


Ιίπ.ομένως  Γ'(χ)~- 


ημχ 


(I  -  συνχ)2  λ/~“ 


για  κάθε  χ€  (-π, 0)υ(0, π) 


συνχ 


συνχ 


και. 


!'(-*)  =  ! 


1 

2 


Π  Γ.ξίικυση  Γ(χ)=0,  δεν  έχει  ρίζες  στο  (-π,Ο)υ(Ο,π) 

Γ(χ)>0  για  κάθε  χε(-π,Ο)  και  Γ(χ)<0  για  Χ5(0,π) 

Λρα  η  ί  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο  (-π, 0)  και  γνησίως  φθίνουσα  στο 

(Ο.κ). 


Ιϊιίί  ί(χ)  —  ]ϊηη 

X  ■  >  0  χ  0 


1 1  +  συνχ 
Μ  -  συνχ 


=  ·4”  οο 


Ι)ΓΠ  ί(χ)  =  4-οο 
χ  ->  0+ 


Λρα  η  ευθεία  χ  =  0  είναι  κατακόρυφη  ασύμπτωτη  της  γραφικής 
παράστασης  της  ί.  ί(-π)  =  ί(π)  =  0. 

χ  I  -π  Ο  π 


(ϋ)  ί(χ)  =  ν 


1  4-  συνχ 
1  -  συνχ 


2  +  συν2  χ/ι 

2-ημ2χ/2 


Συνεπώς 


ίπ 

χΜ 

εφ 

2  2 

) 

X 

(χ 

χΛΙ 

8- 

— 

1·Φ 

2  2 

V 

β 
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Έστω  η  συνάρτηση  ϊ  με  ί(χ)  =  2χ2+1-Ιη|χ|  >  για  χ*0.  Να  παρα 
σταθεί  γραφικά  η  ί.  Να  αποδειχτεί  ότι  ί(χ)>0  για  κάθε  χ^Ο. 

Λύση 

Το  πεδίο  ορισμού  της  Γ  είναι:  Δ  =  (-<*>,0)υ(0,  +  οο). 

Παρατηρούμε  ότι  η  ΐ  είναι  άρτια.  Πράγματι  για  κάθε  χε  Δ  -χο  Δ 
και  ί(-χ)  =  2χ2+1-1π|-χ|  =  ί(χ). 

Συνεπώς  η  γραφική  παράσταση  της  £  εχει  άξονα  συμμετρίας  τον  γ'γ. 
Η  ί  είναι  συνεχής  και  παραγωγίσιμη  στο  Δ. 


,  4Χ2-  1 

Γ(χ)  = -  για  χ*0 


Γ(χ)  =  0  <=>  4χ2-1=0  <=>  χ  =  —■  ή  χ~~  2 
Γ(χ)<0  για  κάθε  χσ  ~)υ(0,·^)  και 
Γ(χ)>0  για  κάθε  χε  (~^0)υ(^  +  <») 

Άρα  η  ί  είναι  γνησίως  φθίνουσα  στο  (-«>,- ^)υ(0,·^·)  και  γνησίως 
αυξουσα  σε  καθένα  από  τα  διαστήματα  (-■—())  και  (“, +«>). 

ί  (χ)  = - \ - - - χ —  για  κάθε  χ^Ο 

χ  ττ 

Η  εξίσωση  Γ'(χ)  =  0  δεν  εχει  πραγματικές  ρίζες,  άρα  δεν  εχουμι- 
σημεία  καμπής. 


1 


,’ΚΚ 


Α ι < μ | ■  <  μ ί "  Ληγιομι >(; 


<>  ι·'Λοχ-()  <=>  εν(υχ-Ι)  =  θ  <£-->  χ  — Ο 

Συνεπώς  η  γραφική  παράσταση  της  Γ  διέρχεται  από  τη  σημείο  0(0, 0). 
II  Ι'  ι* ί ν < 4 1.  συνεχής  και  παραγιογίσιμη  στο  Κ. 

(ο7*- ο» 2^-6-  _  6Χ (26χ-  1) 

(  ο2"  -  οχ  + 1  β2χ  -εχ  +  1  ε2χ  -  εχ  + 1 

Γ(χ)---0  <=>  2οΚ- 1—0  <=>  χ  =  -1η2 
χ  >  I  η  ?  Γ(χ)>0 

χ  <  - 1  η 2  =>  Γ(χ)<0 

Λρα  η  I  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο  (·1η2,οο)  και  γνησίως  φθίνουσα 
στο  (-«λ,-Ιπ2). 


ίν/(χ)  = 


οχ  (ο2χ-  4ολ  +  1) 

χ  ,,χ  .  η  \2 


(2ε-<Λ  +  1  Υ 

Γ(χ)  =  0  <=>  ο2χ-4βχ-ι- 1  =0  £=>  χ  =  1η  (2  +  ^3)  ή  χ  =  -Ιη(2  +  ν5) 
Γ'(χ)>0  για  κάθε  χζ  (— 1η  (2  4-  λ/3)  ,  Ιη  (2  +  ^3))  και 
ί"(χ)<0  για  κάθε  χ  ς  (-<*>  ,  -  1η  (2  +  ^3))  υ  (1η  (2  +  \^Γ) ,  οο) 

Λρ<ι  η  Γ  στρέφει  τα  κοίλα  άνω  στο  διάστημα 
(  Ιιι  (2  η- λ/3)  ,  )π (2  +  ^3))  και  κάτω  σε  καθένα  από  τα  διαστήματα 
(  ~.,-Ι,.(2  +  ν3))  και  (Ιη  (2  +  ^3) ,  <»)', 

Λφου  Γ  (1η  (2-ι-  λ/3~))  =  0  και  σ’  αυτό  το  σημείο  η  ί"  αλλάζει  πρόσημο, 
η  ί  παρουσιάζει  καμπή  στο  σημείο  1η  (2  +  ^3). 

Αφού  η  ί"  μηδενίζεται  στο  σημείο  χ  =  —  1η  (2  +  ·\/3)  αλλάζοντας  πρό- 
(Τημη  (από  -  σε  +),  η  ί  παρουσιάζει  καμπή  στο  -1η(2  +  λ5). 

Ιη  (2  +  ·\/3)  <-  Ιη  2  <  Ιη  (2  +  ^3) 

Λρα  Γ'(-Ιη2)>0,  συνεπώς  η  £  παρουσιάζει  τοπικό  ελάχιστο  στο 

3 

σημείο  -1η2  ,  το  (-1η2)  =  1π  . 

I  ί  ιη  Γ(χ)  =  1.1  εη  1  ιι  (ο2χ  -  οχ  +1)  -  0 


χ  > 


χ  — ; >  —  οο 


Λρα  η  ευθεία  γ  =  0  είναι  οριζόντια  ασύμπτωτη  (στο  -°°)  της  γραφικής 
παράστασης  της  Γ. 

)ΐιη  Ι(χ)  =  οο 


Λ|( *(|ΐ()(_)ΐΧ() ς  Λογισμι > ς 


Μιη  — =  Ιϊιη  '  '*  =  Π,η 

X  X 

χ  — >  χ  — >  <*»  χ  — >  «ο 


1π|ε+Ι  -ε  χ-ι-ο~2χ)1 


1ηε2χ  +  )η(1  -6  *  +  ε  2χ)  2χ+  1η  (1  -  ο  *-ι-ε  2χ) 


=  Ιίιη 


=  1 1ΓΠ 


χ  -> 


X  — )  Οώ 


=  2  +  Ιίιη 


1η(1  -ε~χ  +  ε~2χ) 


X  ->  Ε» 


„  ,.  1η(1-ε  χ  +  β  2*)  ε  2χ-β  * 

=  2  + Ιίιη  — - — - -Ιίιη - ·  = 

ρ-2*_Λ~Χ  _Λ  Χ 

χ— )<Χ>  ^  ϋ  χ  — ) 


=  2  +  1  0  =  2 


Ιϊιη  [ί(χ)-2χ]  =  Ιίιη  [1η(ο2χ~  ο*  +  1)  ~2χ]  = 


χ  — >  οο 


X  — >  οο 


Α2χ  Λχ  ι  1 

Ο  —  €  +  I 


=  Ιίιη  [1η(ε2χ-οχ  +  1)  -  Ιη  ο2χ]  =  ϋπι  1 η - ^ 

χ  — ί  οο  ν  — ^  αο  0 


=  1η  1  =  0 


X  — ^  <50 


2Κ9 


Συνεπώς  η  ευθεία  χ = 2χ  είναι  πλάγια  ασύμπτωτη  (στο  +  ΟΟ  )·  Ο 
πίνακας  μεταβολών  της  ί  είναι 


χ  Γ-οβ  -ΙηΏ  +  νΐ) 


-1η2 


Ο  1η  (2  +  Ίΐ' 


ΛΗίφομικικ,  Λογισμός 


(ϋ)  Η  εξίσιοση  γρέχφεται  Ιη(α  '-ο  +1) 
ο|ί>0. 


·*■ 1  >0  και 


Δηλαδή  έχουμε:  ί(χ)  =  ^ 

Ξέρουμε  ότι  η  εξίσωση  ί(χ)  =  1ζ  έχει  τόσες  πραγματικές  ρίζες  όσα 
κοινά  σημεία  έχει  η  γραφική  παράσταση  της  Γ  με  την  ευθεία  γ  =  )<. 
Επομένως  έχουμε 

3 

Για  1ς€  (-«>>1η^)η  εξίσωση  δεν  έχει  πραγματικές  ρίζες. 


Για  ^  =  η  εξίσωση  έχει  μια  διπλή  ρίζα  χ  =  -1π2 


Για  Κ<=  (1τΐ“>0)η  εξίσωση  έχει  δυο  πραγματικές  ρίζες: 


χι  &  (-«ο  ,-1η2)  και  Χ2£(-1η2,0). 

Για  λ  =  0  η  εξίσωση  έχει  μια  πραγματική  ρίζα  χ  =  0. 

Για  1<>0  η  εξίσωση  έχει  μια  πραγματική  ρίζα  χσ  (0,<»). 
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Έστω  η  συνάρτηση  β[0,~)->Κ  με: 

χίηχ-χ  αν  χ€  (β,°°) 
χ(1ηχ-1)  αν  χε  (Ο,ε] 

0  αν  χ=0 

(ί)  Να  μελετηθεί  η  ϊ  ως  προς  τη  συνέχεια  και  να  εξεταστεί  αν  είναι 
παραγωγίσιμη  στο  [0,°°). 

(ίί)  Να  δειχτεί  ότι  ο  περιορισμός  της  ί  στο  1.6,°°)  είναι  αντιστρε'ψιμη 

ί»  | 

είναι  παραγωγίσιμη  στο  πεδίο 
ορισμού  της.  (Να  παρασταθεί  γραφική  η  ί). 

(ϋί)  Να  υπολογιστούν  οι  1~(63)  και  (ϊ'1)  (2β3). 


Διαφορικός  Λογισμός 


λ') 


Λύση 


Γ(Χ)  = 


χ  Ια  χ~χ  αν  χ  ε  (ο ,  ™) 
χ  (I η  χ  —  1)  οιν  χ  ε  (0  ,  β) 
ϋ  αν  χ  =  ϋ 


Η  ί  είναι  συνεχής  στα  διαστήματα  (ϋ,υ)  και 

Η  ί  είναι  παραγο)γίσιμη  στο  με  παράγο>γο  Γ(χ)  =  1αχ  και  σι 

(Ο,ο)  με  παράγοιγο  Γ(χ)  =  -1ηχ. 

Θα  εξετάσουμε  αν  η  ί  είναι  συνεχής  στο  0  και  το  ο, 

]ΐπη  ί(χ)  =  ϋιυ  [-χ(Ιηχ-Ι)]  =0 
χ  ->  ε  χ  ”)  ε 


Πίτα  Γ(χ)  =  I ϊγπ  (χ1πχ-χ)  =  0 

+  + 

X  ->  Ο  X  · — )  ο 

ί(6)  =  0 

Άρα  η  ί  είναι  συνεχής  στο  ο. 

Ππι  ί(χ)  =  Ιϊιυ  [—  χ (Ιπχ-  1)]  =  - ϋσ)  χίπχ-ι-ΐίιπ  χ  = 

χ— >(0  χ— χ— »0+  χ (0 

ι 

=  1  ϊ γπ  +  0  =  - Ιίιτι  ~ι  —  1  ΐ ιυ  χ-0 

χ  ■ — ^  0  ν  χ  — >  ϋ  λ  χ  — >  0 

X  ** 


£(0)  =  0 

Αρα  η  £  είναι  συνεχής  στο  0. 

Συνεπώς  η  £  είναι  συνεχής  στο  [0,°°). 

Θα  εξετάσουμε  αν  η  £  είναι  παραγωγίσιμη  στο  0  και  το  ο. 

'  Ν  ..  -χ(Ιτϊχ-Ι)  ,.  (χ(Ιπχ-Ι)ν  ..  Ιηχ-Ι+Ι 

ία  (&)  =  Ιου  - -Ιϊιυ  - — — — . ■■·  =  -  Ιπυ - 

χ-6  _  (χ-ο)  -  > 

X  — >  Ο  X  — >  £  X  — >  ϋ 


£δ  (β)  =  Ιίηα 

χ  — » ο 


χίηχ-χ  ,. 

- =  Ιϊιυ 

χ  -  β  + 

X  — >  € 


(χ  (1η  χ  -  ί)/ 
(χ-β)' 


>  / 

Αφού  £(ί  (ο)  ^  £δ  (ο)  προκύπτει  ότι  η  ί  δεν  είναι  παραγωγίσιμη  στο  ε 

ΓΑ(0)  =  ϋιη  — Χ  — — =  -  )ϊγπ  (1  η  χ-  1) -  +  <χ> 

χ  — >  ώ  χ  — >  ώ 

Αρα  η  ί  δεν  είναι  παραγο>γίσιμη  στο  ί). 


?Μ2  _  Ληι«|ι«  »ρι  κηι,  Λογισμός 

Συνεπιός  η  I  είναι  παραγοιγίσιμη  στο  (Ο,θ)υ(ιν»). 

* 

Αφού  Γλ  (())  =  +  «>  προκύπτει  ότι  η  ημιευθεία  χ  =  0  είναι  εφαπτομένη 
από  δεξιά  της  γραφικής  παράστασης  της  ί  στο  σημείο  (0,0). 

Ιίπίσης  οι  ημιευθείες  γ~ -1(χ-ε)  «=>  γ~ -(χ~ο)  και  γ  =  χ-ο 

είναι  η  μιε  (ραπτόμενες  από  αριστερά  και  από  δεξιά  αντίστοιχα  της 

γραφικής  παράστασης  της  £  στο  (ε,Ο). 

(ίί)  Με  λύτη  της  £ 

Το  πεδίο  ορισμού  της  ί  είναι  [0,<*>). 

1(0)  =  0 

1 1  εξίσωση  1(χ)  =  0  <=>  χ  =  0  ή  χ=6. 

Συνεπώς  η  γραφική  παράσταση  της  ί  διέρχεται  από  τα  σημεία  0(0,0) 
και  Β(ο,0) 


(-  1η  χ  αν  χσ  (0  ,  &) 
Ιπχ  αν  χ σ  (ο  ,  <») 

V 


Η  £  μηδενίζεται 
στο  σημείο  1. 


χ  0 _ 1 _ ε _ 

1  (χ)  -+-  +  0  —  —  +  +  ·+■ 


Λ  ρ  α  η  ί  είναι  γνησίως  αύξουσα  σε  καθένα  από  τα  διαστήματα  (0,1) 
και,  (ϋ,~>)  και  γνησίως  φθίνουσα  στο  (Ι,ε). 

-  —  αν  χ  €  (0,6) 
χ 

“  αν  X  €  (6  ,  ο=) 
χ 

Αρα  Γ(χ)<()  αν  χ<Ξ((),ε)  και  Γ'(χ)>0  αν  χ€  (6,°®). 

Αφού  Γ(1)  =  0  και  Γ(1)<0 
η  ί  παρουσιάζει  τοπικό  μέγιστο  στο  1,  το  £(1)  =  1. 

11  ί"(χ)=0  δεν  έχει  πραγματικές  ρίζες,  επομένως  δεν  έχουμε  σημεία 
καμπής. 

Π  γραφική  παράσταση  της  ί  στρέφει  τα  κοίλα  κάτω  στο  (Ο,ε)  και 
άνο>  στο  (ο,οο). 

I ί ιη  ί(χ)  =  1ϊη\  (χ1ηχ-χ)  =  +  ®® 

X  — >  οβ 


X  > 


Διαφορικής  Λογισμός 


203 


Λρα  δεν  υπάρχει  οριζόντια  ασύμπτιητη 

,.  Γ(χ)  ,.  χ  (Ιιι  χ  —  I)  ,.  „ 

1  ιιιι  — -  -  1 1 γπ - —  Ιιιιι  (Ιηχ-Ι)-οο 


χ  — )  04  χ  — >  <*>  \·  ·  -)  '» 

Άρα  δεν  υπάρχει  πλάγια  ασύμπτωτη. 

Αφού  η  1  είναι  συνεχής  στο  πεδίο  ορισμού  της  δεν  υπάρχουν 
κατακόρυφες  ασύμπτωτες. 


Ο  περιορισμός  της  Γ  στο  είναι  μια  συνάρτηση  γνησίως  αύξουσα 
και  το  σύνολο  των  τιμών  της  είναι  [(),<*>). 

Η  συνάρτηση  ί:[ε,<~)— >[0,©°)  με  ί(χ)  =  χΙηχ-χ  είναι  συνεχής  στο 
και  παραγωγίσιμη  στο  [€,«>). 

Επίσης  είναι  συνάρτηση  "1-1"  και  Γ(χ)>1,  για  κάθε  χε  [©,  +  <*>). 

Άρα  η  ί  είναι  αντιστρέψιμη.  Η  αντιστροφή  της  ί'1  έχει  πεδίο  ορισμού 
το  (0,«>)  και  σύνολο  αφίξειον  το  [ο,00). 

Η  Γ[  είναι  'Ί-Γ'  και  είναι  συνεχής  και  παραγωγίσιμη  στο  [Ο,^ο). 
Επίσης  η  Γ1  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο  [0,<*). 


Λ  ι « ( <  | > ηρ  π« » ■ ,  Λ  ογ ι  <  τ μάς 


2*>4 

(ϋί)  Ξέρουμε  ότι  ([“^(((χ))  Γ(χ)  =  1  (1)  για  κάθε  χ<=|ο,^) 

Για  χ  =  ο  η  (1)  γίνεται 

(Γ')·(Ι(ο5))ί·(€3)  =  1  «  (Γ1/^^)  =  1 

I  (ο3)  =  Ιιι®3  =  3 

λ0«  ('((■')'(  2β3)  =  ± 

Συνεπώς  έχουμε  Γ(ε  )  =  3 

(ί  1),(2ε3)  =  | 

ΘΕΜΑ  161 

Δίνεται  η  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  §  για  την  οποία  ισχύει: 

2(»(χ2)-1>§ί(χ)  για  κάθε  Χ6  Κ.  Να  αποδείξετε  ότι: 

(ΐ)  Η  ζ  δεν  αντιστρέφεται. 

(Μ)  Υπάρχει  Χο6  (0,1)  τέτοιο,  ώστε  §'(Χο)=0. 

Λΰση 

(ί)  Για  χ  =  (I  έχουμε:  2β(0)-1^82(0)  « 

»  82(0)-2§(0)  +  1<0  φφ 
ο  (μ(0)-1)2<0  φφ 
>  (β(0)  =  1 

Γιαχ=]  προκύπτει:  2§(1)-1>β  (1)  ο 
Ο  ί>2(1)-28(1)  +  1^0  φφ 
<·>  (μ(  I  )-1)2<0  =>  β(1)  =  1 

επειδή  0^1  και  β(0)  =  £(1)  η  £  δεν  είναι  Μένα  προς  ένα". 

(Μ)  Ισχύει  το  θ.  Κοίΐε,  άρα  υπάρχει 

Χ(«=(0,1)  τέτοιος,  ώστε  β'(χ<))  =  0. 


I Ιροτπνομενες  ασκήσεις  Οση  ΚΜ|Μΐλαΐου 


2»Ί 


Να  βρεθεί  η  παραγωγός  της  συνάρτησης  Γ  με 


(0  ί(χ)  =  1π2χ  +  Ιπ(Ιπχ) 

(ϋ)  ί(χ)=1π(1η(1ηχ)) 

X 

(ϋί)  £(χ)  =Ιηεφ2συνχΙηε(Ρχ 


(ίν)  Γ(χ)  =  1η 


χ  +  VI  —  χ2 


-.ΙΟ* 


(ν)  Γ(χ)  =  β 


.  ημχ ,  χ 
(νί)  £(χ)  =  + 


χ  ημχ 


α  _.β 


(νϋ)  Γ(χ)  =  χ°  +  αχ  +  αα  ,  (α  >  0) 
(νίϋ)  ί(χ)  =  1η(συνχ+β'2χημχ)  +χ 
(ίχ)  ί(χ)  =  (1ηχ)* 

(χ)  ί(χ)  =  (ημχ)συνχ 


(χΐ)  ί(χ)  = 


/ 


X- 


V 


1  +  χ 


ν 


Ν(χ  μελετηθούν  ως  προς  τη  μονοτονία  οι  παρακάτο)  συνάρτησε ις: 


1  Ιροπ  ινομι  νι  >  απκψιι  ι·  ίιοιι  κι  ψαλακνη 


Γι(χ)  =  ^  χ2  +  -4  χ  Ιιι2  χ  -  χ  -  1998  για  κάΟι'  χ!>1 
ί*2(χ)  =  1ηχ+  Ιη^χ  —  2χ  για  κάθε  Χ>0 


Γ.ϊ(χ)  =  ημχ-  χ  +  ~ζ  γι«  κάθε  χ >  0 
ί:4(χ)  =  βχ  +  1η(χ+1)-1  για  κάθε  Χ>-1 

„  .  ,  X2  +  Ιϊ1Χ+ 1  Λ 

Ι5(χ)  = -  για  κάθε  Χ>0 

X 

1  (τι 

Ι'ί)(χ)  =  4ημχ— 3χ— χημ2χ  γιακάθε  Χ€  0,^ 


17(χ)  =  ^  +  X  —  Ιπ  (1  —  X2)  για  κάθε  Χ6  (-1,1) 


X  Η~  1 

Γκ(χ)  =  ά-ΐπχ—  Ιη(χ+1)  για  κάθε  Χ>-1 
X 

&(χ)  —  ημ?χ  -  νΐ  ημχ+  2^2  για  κάθε  Χ£  [0,2π] 


«ϊ  «2  ,  |ΊΠ  „2 


Ι’ιο(χ)  =  ^  Ρ  +  α  α  ’  α?ίβ  και  0<α,β^1 
( 1999λ* 

I)  |(χ)  =  +  1998^-2000  για  κάθε  ΧΕ  Κ 


I)  2(χ)  =  2χημχ+  2συνχ-  ^  χ2  +  π12  ,  χβ  -  ~ , 

ί  ^ 


^  3 


Μροπ  ιν<>|π  ντς  αυκηπι  (>οι·  κι  * | ■ « ι Λ < < ι » » η  200 

,  ,  ^  Ιηχ  //ν  χ 

ί  1  3(χ)  —  '  τ=  —  /  γι.<£  ΧίΐΟΐΛ  ΧΕ  (0,  +  °°) 

νχ  2νχ 

ίΐ4(χ)  =  ί(χ)  =  αχ  —  χ  ,  0<α<1  κ«ι  χε  Κ 
ίϊδ(χ)  =  εχ  +  1η  (χ  + 1)  —  1998  χ>-1 

χ 

Ϊ16(χ)  — - ; — Τ  για  κάθε  χε  Κ. 

1+  |χ| 

ίΐ7(χ)  =  Χ+1η(συν3^  για  κάθε  χε 
ίιβ(χ)  =  1η  (Ιη:φ  -  Ιη^χ Η-  2000  ,  χ>0 
Ϊΐ9(χ)=ημ??  για  κάθε  χε  -  γ  ,  ~ 
ί2θ(χ)  =  ημ?Χ-Χ2  +  1998  για  κάθε  χ>0 
Ϊ2ΐ(χ)  =7χ2(1π^- 1) -2χ(1ηχ- 1)  ,  χ>0 

3 

Να  βρείτε  τη  νιοστή  παραγωγό  των  συναρτήσεοον: 

(ί)  ί)(χ)=χ1ηχ,  χ>0 


Ιϊ  ίϋί 

2  ’  Τ 


(ϋ)  ί2(χ)=ημχ  ,  χε(Ο,π) 
(ιϋ)  ί3(χ)  =  ,  χε  Κ* 


ΪΟΟ 


I  ΙρΟ'ΓΓίνόμΓνΐ  («ΐκΐ|(ΙΙ  («ΙΙ'  «I  (|ΙΙ(λΐΐί(Γ1) 


<ίν)  ί.|(χ)  =  Χβχ  .  Χ£  Κ* 


Λίνεται  η  συνάρτηση: 


για  χ^Ο 
γιαχ  =  0 


•και  β(0)  =^>'(0),  §  (0)  =  1998  ,  να  βρεθεί  ο  αριθμός  ΐ' (0). 


Λν  «€  II*  και  Γ(χ)  —  (ΧΤ|μΧ-Τ|μ3χ,  να  υπολογίσετε  τις  τιμές  χου 
.πραγματικού  αριθμού  Ο.  έτσι  ώστε  η  συνάρτηση  ίνα  έχει  τρία  τοπικά 
πικρότατα  στο  (Ο,π)  . 


ί 


Αποδείξτε  ότι: 


ι  + 


\ 


V 


χημ->1  για 

Λ. 


χ> 


>/5 

5 


7 

Λν  οι,  συνεχείς  συναρτήσεις  ί  και  §  ορίζονται  στο  [α,β]  και 

παραγωγίζονται  στο  (α,β)  ,  να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ς£  (α,β) 
Π  «Η„.  ,ίκ,τε:  8'(ξ)  (ί(β)-ί(α))  =  Γ (|) (§(β)-§(α))  . 


1  [ροτηνόμινες  ασκήσεις  δου  κιψαλαΐηυ 


.0)1 


(;)  Να  αποδείξετε  ότι  η  συνάρτηση;  ί(χ)  = 


(1  -Η  α)(Γχ 
1  +  €Χ 


είναι  παραγωγίσιμη  στο  Κ.  ,  όπου  (X  πραγματική  παράμετρος. 

(ϋ)  Να  βρείτε  τις  τιμές  του  (1  για  τις  οποίες  η  συνάρτηση  ί  είναι 
μονότονος  στο  Κ  . 


Αν  η  πραγματική  συνάρτηση  £  είναι  παραγωγίσιμη  στο  X  αποδείξτε  ότι: 


,.  γ£(χ)-χ£(χ)  ν  ν 

(ί)  ΙΐΓΠ  — — — — ^  =  £(χ)  -  X  Γ(χ) 


γ^\ 


„ .  ί2(χ  +  3Η)  -  ί2(χ  -  Η)  0ί/  Ν  , 
(ϋ)  Ιιιπ  — - '-τ — 1 - -  =  8ί(χ)  ί(χ) 


Τι  — >  0 


10 

Αν  γ=-1π(1+χ)  να  αποδείξετε  ότι  χγ'+1  =  εγ . 

11 


χ+  Ιηχ 
χ  -  χΐηχ 


να  αποδείξετε  ότι  2χ2^"-Χ2γ2-1  =  0  - 


Αν  γ  = 


1 


12 


Βεωρούμε  τη  συνάρτηση  Γ  με  τύπο 


Γ(χ)  =  λ  αχ3  + 


ί 


!+δ 


\ 


χ2  +  (γ  -  δ)  χ  +  δ 


\  ^ 

όπου  (X,  Ρ,  γ,  δ  πραγματικοί  αριθμοί  και  ισχύει  ότι: 


ι  ι  Λ 

3 «+2 β  +  Υ  =  0 


Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ξ€  (0,1)  τέτοιο  ώστε  η  εφαπτομένη  της 
€ιιστο  σημείο  (ζ*ϊ(1))  να  είναι  παράλληλη  προς  τον  άξονα  XX  . 

(Γενικές  1990) 


13 

Έστω  ί  δύο  φορές  παραγωγίσιμη  στο  δ  κίστη  μα  [(Χ,β]  και  οι  θετικοί 
αριθμοί  λ  με  Χ  +  λ— 1  . 

(ί)  Αποδείξτε  ότι:  αν  Γ(χ)>0  για  κάθε  ΧΕ  [α,β]  τότε: 

Γ(κα  +  λΡ)<κί(α)  +λί(Ρ) 

(η)  Λν  Γ  (χ)<0  για  κάθε  ΧΕ  [α,ρ] 

('(κα+λΡ)>κί(α)  +  λί(Ρ) 

(ίίί)  Λν  ί'(χ)  =  1ηχ  ,  ΧΕ  [α,ρ]  με  0<α<β  τότε 

ακρλ<κα  +  λρ 


I  ΙρΟΤ  Π  Υ0|11  VI  ί,  ((ΟκήΟΓΚ,  (ϊΟ\ι  ΚΜ|'ΚλαΐΟΙ> 


14 


Ν <ι  αποδείξετε  τις  κα() ακιχτω  ανιοοτικές  αχίνοιας: 
(ί)  χ|Ιηχ|<(ί_Ι  για  κάθε  Χ€  (0,1.) 

(ϋ)  ^χΤ<2χ+^  για  κάθε 

ο 


(ϋί) 


X2  +  1  >  €  χ  γκχ  κάθε 


βχ  ·+·  β  χ  χ* 

(ΐν)  - ^ >  1  4*  "τ-  για  κάθε  Χ£  Κ. 


(ν)  — — —  <  X01  +  (1  —  χ)α  ^  1  για  κάθε  Χ6  [0,1  ]  και  (Χ>  1 
(νΐ)  (αχ  4-  >  (α^  +  βγ)  ^  γ  ι  α  κ  ά  0  ε  γ>χ>0  ,  α>0, 

β>0 

(νϋ)  — ϊγγ  +  β  >  „  +  <ϊ  γιο  κάθε  Χ>0  ,  β>(Χ>0 

(νίϋ)  1η(1  +  Χ2)-Ιη(1+γ2)<γ-Χ  για  κάθε  Χ<γ<0 

χ+γ 

(ίχ)  (Χ  +  Υ)  2  <Χ€χ  +  γβν  για  κάθε  γ>Χ>0 

χίηχ+γΐην  ,  χ  +  γ  Λ 

(χ)  — - — - >  Ιη— ^  ,  χ>  0  ,  γ>  0 

χ  +  γ  Ζ 

(χί)  χη  —  1  <  α  (χ— I)  ,  χ>0  ,  0  <α  <  1 


I ϊς>< ϊτγ ινομι  ν» 'ΐ,  άοκνοι  ι· ,  <μ»ι»  ><ι  ψαλαίον 


(χίί)  (γ-χ)  εφχ  <  I  η (αυνχ)-Ιη  (αυν^)  <  (γ-χ)εφγ 

ίΐ 

Ο  <  χ  <  γ  <  -χ 


15 

Να  αποδείξετε  ότι  η  εξίσωση  1998χ+ 1999χ=  1  έχει  μόνο  μία 
(>ίξα  στο  Κ  . 


16 


Να  αποδείξετε  ότι  (1-χ)βχ<1  για  κάθε  Χ<1  . 


17 


_ 

Να  αποδείξετε  ότι  (χίϊ)^  ~  <  —  <(γε)5’  χ  για  κάθε  γ>χ>0 

ϊγ 


18 

Ιίστω  η  συνάρτηση  ί:Κ^Κ  με 


ι»=  τϊϊ  -  “ 1  ■·> 

0  ,  ΧΕ  (-  <Χ>  ,  -  1)  Ο  (0  ,  +  οο) 

ν 

Να  (ίρεΟεί  το  "ευρύτερο  αΰνολο  οτο  οποίο  είναι  παραγωγίσιμη  η  ϊ. 


19 


Αποδείξτε  ότι  αν  ί!(-  1,1)-»Κ  είναι  μία  συνάρτηση  παραγιυγίσι,μη 

_Λ  .·  ϊ(Χ)“ί'(-Χ)  & /Λ\ 

υτο  X  — 0  τότε:  ΙίΠΙ  - - ζ - =  I  (0) 

Λ 

χ  -»  0 


20 

Να  δείξετε  ότι  οι  γραφικές  παραστάσεις  των  συναρτήσεων  ί(χ)  =  χζ 

και  §(χ)=χ+1--  εφάπτονται  και  να  γράφετε  την  εξίσοκίη  της 

X 

κοινής  εφαπτομένης  στο  σημείο  επαφής  τους. 


21 

Έστω  §:Κ-*Κ  μία  παράγων ίσιμη  πραγματική  συνάρτηση  οκττε  να 
ισχύει  :  (§'(χ)-8(χ))χ2  =  2χ8(χ)·2(8"(χ)-8(χ))  για  κάθε 
χ,γ€Κ  .  Αν  διέρχεται  από  το  σημείο  Μ(1,2)  να  βρε Θ ε 6  ο  τύπος 

της  8  · 


22 

Έστω  για  την  οποία  ισχύει: 

β(α+β)=§(α)§(β)  +1998αβ  για  κάθε  α,βε  Κ 

με  8(0)^0  «  Αν  η  §  είναι  παραγωγίσιμη  στο  μηδέν,  να  αποδείξετε 
ότι  είναι  παραγωγίσιμη  και  στο  Η  . 


23 


Μι 


1  Ι(1<)ΙΤ!,ν<>|(«  VI  <Μ»Κ1|ΟΜ',  ίιιΜ'  ;(,Γ<|Χ ίλ( Μ, ο υ 


Μπορούμε  τη  συνάρτηση  ί: Κί  — >  Κ.  τέτοια  0)0X1:: 


,.  ί(χ)-ί(ΐ)  - 

1 1 1Π  - - =  1  και  για  κάθε  Χ,γ€  Κ.+  είναι: 


χ->  I 


χ-  1 


χγ~'  +  Γ(χγ)  +  2000 = ί(χ)  +  ί(^)  +  χ 

Νιι  αποδείξετε  ότι  η  ί  είναι  παραγωγίσιμη  σε  κάθε  σημείο 
Χβ<=  Κΐ  . 


24 


Να  αποδείξετε  ότι: 


Λ.  ^ χ-—  <  Ιην-  1ηχ<  ^ ,  με  2<χ<ν<3 

γ!ηγ  17 


χΐηχ 


^2 

II.  1  +  Χ  +  -γ  <  εχ<  1  +  Χ  +  — 2~  για  κάθε  Χ>0 


25 

Μπορούμε  τις  πραγματικές  συναρτήσεις  ί,§  με  §  συνεχής  στο  Κ.  και 

β(0)  =  1.  Αν  ισχΰουν  ί(χ+γ)=ί(χ)ϊ(γ)  και  Γ(χ)-χ§(χ)  =  1 
να  αποδείξετε  ότι: 

(ΐ)  1-ϊ  συνάρτηση  (  είναι  παραγωγίσιμη 

(μ)  ί(χ):=€€χ  όπου  €  σταθερά. 


]  Ι|χμ  ι  ινομι  νι  (,  ασκήσεις  6ου  κεφαλαίου 


.*07 


26 


Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  >  Κ  τέτοια  ώστε 

,.  8(Χ)”8(1)  ^ 

ΠΙΩ  - - —  2  και  για  κάθε  Χ,γ£  Κ-ι-  είναι: 

χ  — >  1  ^  ^ 

ζ(π) = ~  §(χ)  + 1  β(υ) 

σ  Α 

(ΐ)  Να  αποδείξετε  ότι  η  §  είναι  παραγωγίσιμη  στο  κ: 
(Π)  Να  βρείτε  τον  τύπο  της  §  . 


27 

Αν  για  τους  θετικούς  αριθμούς  θ  1,02*03 ,··· ,62000  που  είναι,  6ιαψ<ι 
ρετικοί  από  τη  μονάδα  ισχύει: 

θ|  4-  2Θ^  +  ...+  2ΟΟΟ02οΟΟ>  X Η- 2  +  . . .  +  2000 


να  ο 


αποδείξετε  ότι:  θ,  θ?  ...  θΐ88ο=ι 


28 

Δίνεται  §(χ)  -  Ιηχ+  6*  -  ε 


(ί)  Να  αποδείξετε  ότι:  8  2000  ^  ^ 


(ϋ)  Να  αποδείξετε  ότι:  8(1998)  <ε(1999) 


I Ιροτπνομι  νι ·.,  α<ηα|α·ε,  ω>π  κίφολαίου 


308 

(ϋι)  Να  βρεθεί  η  τιμή  του  θετικού  πραγματικού  αριθμού  0  αν  ισχύει: 

ο°2  +  Ιηθ  =  €Λ4+  1η64 


Δίνεται  η  πραγματική  συνάρτηση  §  δύο  φορές  παραγωγίσιμη  στο 
διάστημα  [Θ,Ο]  με  8(0)  =0  και  £  "(χ)>0  για  κάθε  ΧΕ  [Θ,Ο]. 

8(0)  2(χ) 


Να  αποδείξετε  ότι 


θ 


< 


X 


για  κάθε  ΧΕ  (Θ,Ο)  . 


30 

Δίνεται  η  πραγματική  συνάρτηση:  ί(χ)  —  (χ2  + θ2)6'0χ  ,  Θ>1 
(ΐ)  Να  μελετηθεί  ως  προς  τη  μονοτονία. 

(μ)  Να  αποδείξετε  ότι  θ2β2θ>θ2  +  4  . 

31 

Να  προσδιορίσετε  το  θετικό  αριθμό  θ  αν  για  κάθε  ΧΕ  Κ  ισχύει: 

19980ν2000χ>1998 

32 


Δίνεται  η  πραγματική  συνάρτηση  ί(χ)  —  Χχ  για  κάθε  Χ>0  . 
(ΐ)  Να  μελετηθεί  ως  προς  τη  μονοτονία. 


ΙΙροιπνομι  νι  αοκηηι  ιι,  (χνιι  κεφαλαίου 


3ΙΝ 


Ιη(1  +  (5)  1η(ί  +  α) 

(ϋ)  Να  αποδείξετε  ότι:  |·  ■  <  μι·  (}<(Χ<|). 


33 

Δίνεται  η  πραγματική  συνάρτηση  ί(χ)  —(XX2  με  α^Ο  . 

(ΐ)  Να  αποδείξετε  ότι  οι  εφαπτόμενες  στα  αντίστοιχα  σημεία 
Μ(1,0ΐ)  της  παραπάνω  παραβολής  διέρχονται  από  σταθερό  σημείο 
του  άξονα  X  X  . 

(η)  Να  αποδείξετε  ότι  οι  εφαπτομένες  στα  σημεία  Μ(1,α)  και. 
Μ'(-Ι,α)  τέμνονται  στον  άξονα  })'}/  . 

(ΐϋ)  Να  υπολογίσετε  την  τιμή  του  ΟΙΕ  Κ*  ώστε  οι  εφαπτομένες  στα 
σημεία  Μ  και  Μ"  να  σχηματίζουν  ορθή  γωνία. 


34 


Αν  η  πραγματική  συνάρτηση  §  στρέφει  τα  κοίλα  προς  τα  κάτω  στο 
διάστημα  [α,β]  να  αποδείξετε  ότι: 

...  8(χ)  “  8(«)  ^  §(Ρ)  -  8(χ)  ,η  Τ._  . 

(ι)  - > - - -  για  κάθε  ΧΕ  ((X, μ) 


χ-  α 


β-χ 


(ϋ)  Αν  §(α)  =  α  και  ε(β)=β  ,  τότε  §(χ)>Χ  για  κάθε  ΧΕ  Ια,β! 


35 

Έστω  β:Κ->Κ  μία  παρα'/ωγίσιμη  πραγματική  συνάρτηση  ώστε  να 
κτχιίκι:  |^(χ)-β(5')|<1~συν(χ-^)  για  κάθε  X,  ν  ν<χ  αποδι  ί 


ξετε  άτι  £  (χ)  —  Ο  . 


36 

Ί«:<ϊΤ(ο  £:  10,1]— μια  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  με  8(0)  =  ο  και 
8  (0  =  1  ·  Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχουν  Χι,Χ2€  [0,1]  τέτοια  ώστε: 

1  1  1 

1998{((χι)  +  1998§'(χ2)  "  999 

37 

Ίίστο*  ί:[1998,  +  οο)-^Κ  με  τις  ιδιότητες: 

(ί)  χΓ (χ)1ηχ  =  -ί(χ)  για  κάθε  Χ>1998 
(<<)  Γ(1999)  =  1 

(η)  Να  βρεθεί  ο  τύπος  της  ί 

(\\)  Να  αποδείξετε  ότι  η  Γ  στρεφει  τα  κοίλα  άνω 

(γ)  Να  αποδείξετε  ότι  1(1998)  >1(1999)  . 

38 

Ίίοτω  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  ώστε  §(χ)+8~(χ)=0  για 

κάθε  ΧΕ  Κ.  Να  αποδείξετε  ότι  η  συνάρτηση 
*'(χ)  =  (^(χ))2+(8(χ))2  για  κάθε  ΧΕ  Κ.  είναι  σταθερή. 


Προτι  ινομι  νίΑ,  ασηησι  (»«»υ  κι  ψαλαίου 


31  I 


39 


Υποθέτουμε  ότι  η  ί  (χ)  είναι  γνησίως  αιίξουσαγια  κάθε  Χ>0 .  Αν  1(0)  =  0. 

1  ΑΛΟ.  Ιίχΐ  ί»ΛΛΛ 

να  αποδείξετε  ότι  η  συνάρτηση  §(χ)  “  €  Η - +  2000  είναι 

X 

γνησίως  αυξουσα  για  κάθε  Χ>0. 


40 

Αν  η  πραγματική  συνάρτηση  §  είναι  συνεχής  στο  [ 01, |ί  |  και 
παραγωγίσιμη  στο  (8}β)  να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ΧοΕ  ((Χ,β)ώστΐ’ 
να  ισχύει  §  '(χο)(χδ  -αχ0-βχ()+αβ)  =  §(χο)(α+Ρ-2χι,) 


41 

Να  βρείτε  όλες  τις  παραγωγίσιμες  συναρτήσεις  που  ικανό 

ποιούν  τη  σχέση  (χ)  1 ·§2  (γ) = 8  (*  ■ +  γ)  8  (χ-?)  για  κάθε  X Κ 

42 


Να  προσδιορίσετε  όλες  τις  παραγωγίσιμες  συναρτήσεις  κΚ — >Κ 
για  τις  οποίες  ισχυουν  ί(ΐ)=ι  και  ί(χ+5θ=ϊ(χ)+ί(}0+χ? 
για  κάθε  Χ?γΕ  Β  . 


43 

Έστω  μία  πραγματική  συνάρτηση  συνεχής  στο  [α,β]  και, 

δυο  φορές  παραγωγίσιμη  στο  (α>  β)  μ,  §'(χ)<2000  κα  ι, 


λ\?.  _ 1  1(Η)ΤΠ  ν<»||1  ν»  I  <111*0)01  Ι>  ί  Μ  ·  · '  >ί,|  <  |’<(.λ<  ΐί<  Μ  > 

Ιϊ(β)-β(α)  =2000(β-α)  γκχ  κάθε  χε  |α  ,β  |.  Ν<ι  ΐίη.οΛι:(!;ΐ·.τι;  άτι 
ί»(χ)  =ί»(α) +2000(χ-α)  για  κάθε  Χ€  [α,β|. 

44 

Ν(χ  βρεθεί  ο  τύπος  της  παραγωγίσιμης  συνάρτησης  ί:Κ— αν 
ισχύουν  <  (0) = ο  και  Γ  (χ)-19996*€'Γ(χ,  =  0  για  κάθε  Χθ  Κ. 

45 

Να  βρεθεί  ο  τύπος  της  παραγωγίσιμης  συνάρτησης  £:(0,+  ΟΟ  )->Κ. 
<ιν  ισχύει  χΓ (χ)-1998χ  =  ί(χ)  για  κάθε  Χ>0  . 

46 

Ίίστο>  η  συνάρτηση  §  είναι  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  στο  [α,β]  με 
Κ(α)=8(β)  =  0.  Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ένα  τουλάχιστον 

ξε  (α,β)  ώστε:  §"(ξ)§(ξ)  =  -§'(!)· 

47 

Αν  ισχύει  θ*  +  1998Χ>1999Χ  +  2000*  για  κάθε  Χ(Ξ  Κ.  και  θ  >  0, 

να  βρεθεί  η  τιμή  του  θ. 

48 

Υποθέτουμε  ότι  υπάρχει  πραγματική  συνάρτηση  Γ,  ορισμένη  στο  Κ, 
δυο  φορές  παραγωγίσιμη  τέτοια  ώστε  υπάρχουν  πραγματικοί  αριθ¬ 
μοί.  (λ  και  \\  ώστε: 


1 Ιροπ  ινομι  νι  ■  άσκησης  δου  κΐ'ηκιλαιοη 


.*π 

1998Γ(χ)  +  (αημ2χ-|12συν4χ)Γ(χ)  +ημ4χ  =  -Ι998β"-Ρ2 

για  κάθι:  Χ£  Κ·  Έστω  ότι  υπάρχει  πραγματικός  αριθμός  (1^1)  ;νκΙι· 
Γ(0)=0.  Να  εξετάσετε  αν  το  ί'(ρ)  είναι  τοπικά  μέγιστο  της 
συνάρτησης  ί. 


49 

Έστω  — )Κ  μία  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  για  την  οποία  ισχύει: 

£  (X  ■ +  γ)  =  €χ£  (υ)  +  €Υ8  (χ)  για  κάθε  Χ,Υ<Ξ  Κ.  Να  αποδείξετε  άτι 

€ϊ(8χχ)-8(χ))=βχ(8χγ)·8(5'))  Υι«  πάθε  χ,γεΚ 


Αν  η  £  είναι  παραγωγίσιμη  στο  κ  και  ισχύει: 


\ 


X 


>Χ§(χ)  Χ€Κ,  να  βρεθεί  το  8(0). 


51 

Έστω  ί  (χ)  =  αΑη  μχ + α2η  μ2χ  + . . .  +  α  νη  μ  ( ν  χ )  ά  %  ο  υ 

αι,(Ϊ2?···γ0ΐν  είναι  πραγματικοί  αριθμοί  και  ΥΕ  Ν*.  Δίνεται  άτι 
|ί(χ)|<|ημχ|  για  άλατα  ΧΕ  Κ.·,  να  αποδείξετε  άτι: 


(Χι  +  2<λ2“ί·  + νοιν|^1 


(ΓιιΙηαηι  1067) 


(ΐ)  Υποθέτουμε  άτι  Γ:[0,1}— είναι.  παραγιογίσιμη,  Γ(0)=0 


Προτη  νόμινι  ^  < <οκ ι|· »ι  (ημι  κι φαλαίου 


Μ  4 


κιιι  ί(χ)  >0  για  ΧΕ  («,ΐ) 
αριθμός  ΟΕ  (0,1)  ι-τσι  ώστε: 

(ϋ)  Υπάρχει  ένας  αριθμός  (1ε  (0,1)  έτσι  ώστε: 


Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει 

2Γ(ο)  Γ(Ι-€) 

1(0  ~  1(1-ο) 


ίν<Χξ 


3Γ(€»)  Γ(1  -  ά ) 

ί(ϋ)  ~ί(1-£ΐ) 


Ί:>στω  (0,  +  °°) — >Κ.  μία  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  για  την  οποία 

ισχύει,  ='~2  7ια  >*άθε  ΧΕ  (0?4-°°).  Να  αποδείξετε  ότι: 


«ο  8'μ)=|€  1  - 1 

(ϋ)  Ο  άξονας  τ/'λ)  είναι  η  καταχόρυφη  ασύμπτωτη  της  γραφικής 
παράστασης  της 


54 

Ίκιτο»  δύο  παραγωγίσιμες  συναρτήσεις  με: 

Γ(χ)§(χ)-  ί(χ)§"(χ)>0  για  κάθε  Χ£  Κ.  και  §(χ)>0.  Αν 
1(0)  =  8(0)  να  αποδείξετε  ότι: 

(ί)  ί(χ)>8(χ)  για  κάθε  Χ>0 
(ϋ)  ΐ(χ)<£(χ)  για  κάθε  Χ<0 


Προτεινομενες  ασκήσεις  δου  κειμαλαίου 


ό  I  ’> 


55 

Λν  η  συνάρτηση  §  είναι  παραγωγίσιμη  <ττο  [".1,1]  και  «(«)=· 
|8'(Χ)|<1  για  κάθε  Χ£  (-1,1),  να  αποδείξετε  ότι  0<^<χ)<;2 

για  κάθε  ΧΕ  [-1,1). 

56 

Έστω  η  συνάρτηση  ί  συνεχής  στο  [-<Χ,(Χ]  με  <Χ>0  δυο  (μόριά; 
παραγωγίσιμη  στο  (-(Χ,<χ)  και  ισχύει  2Γ(0)=ϊ(α) +  !(-«).  Ν(< 

αποδείξετε  ότι  υπάρχει  Χο€  (-<Χ,<χ)  τέτοιος  ιόστε  ί"(χβ)“0. 


Έστω  ί  μία  συνάρτηση  συνεχής  στο  [α,β]  ν.αι  παραγα>γί(Τΐμη  στο 
(α,β)  η  οποία  μηδενίζεται  στα  σημεία  Οι  και  β.  Να  αποδείξετε  ότι 

Γ(χο) 


υπάρχει  Χ«€  (α,β)  ώστε: 


Γ(Χθ) 


=  2000 


58 

Εστω  §  μία  συνάρτηση  συνεχής  στο  [α,β]  και  παραγωγίσι,μη  στο 
(α,β)  ,  και  ί(χ)  =  (χ-α)  (χ-β)ε8<,,).  Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει 

1  1 

ΧοΕ  (α,β)  ώστε:  §  (χο)  = - +  - - 

α-χο  β-χο 


59 


Ήί> 


1  ϊ()ΠΤην()}Π  VI  ^  (ΜΙΧΙ)ΙΜ  Ι'  <»η|'  )'Λ  1|Μ(λ.<(|.01? 


Ιίσχω  μία  συνάρτηση  ί  συνεχής  σχο  [α,β]  και  παραγωγίσιμη  σχο 
(α,β)  ,  με  1(α)=Γ(β)=0  .  Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ΧοΕ  ((Χ?β) 

ώστε:  ί  (Χο) +2000ί(Χο)  =0 


60 

Ί  ιστοί  §  συνεχής  σχο  [α,β)  και  παραγωγίσιμη  στο  (α,β)  ,  να 
αποδείξετε  ότι  υπάρχει  Χο£  ((Χ,β)  ώστε: 

(β2-α2)§'(χο) =2χ«(§(β)-§(α)) 


61 


Έστω  ί,(β:Κ  — παραγωγίσιμες  με  ί(χ)*0.  Αν  ισχύει: 


Γ(χ)  -  ί(χ) 


φ'(χ) 

φ(χ) 


=  ί(χ)  με  ί(0)  =  §(0),  να  αποδείξετε  ότι: 


Μ 

φ(χ) 


—  6*  για  κάθε  ΧΕ  Κ.. 


62 


1ί(Π(ο  Ι:[α,β]£  Κ+  μ,ε  1η  ^  ^  =  β  —  01  .  Αν  η  ί  είναι  παραγω- 

ίΐα) 


γ  άτιμη  να  απ< 


ετε  ότι 


υπάρχει  ξ£  (α,β) 


(όοτί' 


63 

Δίνεται  η  πραγματική  συνάρτηση  ϊ  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  στο  Κ 
με  1  (0)  =ί(0)  =0  και  1  (χ)<62.  Να  αποδείξετε  ότι: 

€2  , 

Γ(χ)  <  -γ  3Γ  για  κάθε  ΧΕ  Κ. 


Έστω  £  παραγωγίσιμη  στο  Κ.  και  §(χ)  =  ί(χ)  για  κάβε  Χ^Ο. 

X3 


Αν  Γ (χ)  >3χ2§(χ)  για  κάθε  Χ^Ο,  να  μελετηθεί  η  £  ως  προς  τη 
μονοτονία. 


65 

Έστω  Γ  μία  πραγματική  συνάρτηση  στο  Κ,.  Αν  η  ϊ'  είναι  γνησίως 
μονότονη,  να  αποδείξετε  ότι  η  εφαπτομένη  της  €ι  στο  οποιοδήποτε 
σημείο  της,  δεν  έχει  άλλο  κοινό  σημείο  με  τη  Οι·  . 


66 

Έατο)  η  συνάρτηση  ί  παραγωγίσιμη  στο  Κ,ν.αιγιακάθε  Χ£  Κ.  ισχύΐ'ι.: 
1998χί(χ)-εΧ<ημ(1998χ)-1.  Να  αποδείξετε  ότι: 


1999 

1998 


67 

6Χ 

Ίίοτω  η  συνάρτηση  ίιΑ — με  ΐ(Χ)  =  ίτ-^τ- 

νΐ  -  β3χ 

(Λ-  τη  πεδίο  ορισμού  της  £).  Να  αποδείξετε  ότι: 

(ί)  II  γραφική  παράσταση  της  ί  δεν  τεμνει  τον  άξονα  X  X. 

(ϋ)  Να  μελετηθεί  η  ί  ως  προς  τη  μονοτονία  τα  ακρότατα,  σημεία 
καμπής. 


(ί)  Για  μια  συνάρτηση  £  που  είναι  παραγωγίσιμη  σ’  ενα  διάστημα 
Λ  και.  στριάρει  τα  κοίλα  προς  τα  άνω  στο  Δ,  να  αποδείξετε  ότι  για 

κάθε  Χι,Χ2£  Δ  με  Χι^Χ2  είναι: 


£(χι)-ι-£(χ2)  >  2ί 


^Χ1  +  Χ2^ 


V 


(ίί)  Να  αποδείξετε  ότι  για  κάθε  X,  γ>0  και  νθ  Ν*  ισχύει: 


(χ+^)ν<2ν-'(χν  +  γν) 


I Ιροπ  ινάμι  νες  άσκηση^  ί»ηπ  κιφαλαίου 


69 

.  χ2  I  ηχ 

Δίνεται,  η  συνάρτηση  ΐ(χ)  — - ^ -  για  κάθε  ΧΧ).  Να  αποόι  ί 

ξετε  άτι  η  γραφική  παράσταση  της  ί  δεν  τέμνει  τον  άξονα  Χ^Χ. 

70 

Έστω  η  συνάρτηση  β  2  φορές  παραγωγίσιμη  στο  διάστημα  |  0, 1  | 
με  8(0)  =0.  Να  αποδείξετε  ότι: 

(ΐ)  Για  τη  συνάρτηση  1ι(χ)  =§(χ)  +χΥ(0)-χ2δ(1)-χ£'(0) 
ισχύει  το  0.  Κο11ο< 

(ΐΐ)  Υπάρχει  τουλάχιστο  ένα  ΧοΕ  (0,1)  τε'τοιο  ο>στε: 


8(1)-8/(0)  =  2  2//(χθ) 


71 

Έστω  η  συνάρτηση  §  2  φορές  παραγωγίσιμη  στο  διάστημα  |<Χ,β| 
με  £(α)  —  £*(β)  — 0  και  §  ((Χ)  —  β  (β)  =  0.  Να  αποδείξετε  ότι: 

(ί)  Στη  συνάρτηση  Ιΐ(χ)=6Χ§  (χ)-0Χ§(χ)  εφαρμόζεται  το  Π. 
ΚοΙΙο  στο  [(Χ,β]  . 

(ϋ)  Υπάρχει  ΧβΕ  (α,β)  τέτοιο,  ώστε  £  '(χο)-£(χ„)=0. 


72 


Δίνεται  η  συνάρτηση  §(χ) — Χλ-Χ24·1  ,  ΧΕ  (0,  +  °°)  με  0<λ<1. 
(ΐ)  Να  μελετηθεί  ως  προς  την  κυρτότητα. 

(ίί)  Να  βρεθεί  το  σύνολο  τιμών  της  §  . 


ΊΧστω 


με  ί(χ)  = 


χ2  +  αχ  +  β 
χ2  + 1 


«  ,  β€  Κ  . 


(ί)  Να  βρεθούν  οι  (X,  β  τέτοιοι  ώστε  η  ί  να  παρουσιάζει  τοπικό 
ακράτατο  στο  Χ  =  1,  και  να  έχει  τιμή  3. 

(ίί)  Για  τους  (X  και  β  που  βρέθηκαν,  να  δείξετε  ότι  η  0 1  έχει  κέντρο 
συμμετρίας  το  σημείο  (0,1). 

(ίΐΐ)  Να  βρεθεί  μία  παράγουσα  της  συνάρτησης  με 

$>(χ)  =  λίχ2  +  1  ί(χ) 


74 

Έστο.)  ί:[α,β]— μία  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  τέτοια  οιστε: 

ί2(α)  +  β2=Ρ(β)+αί  .  Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ξΕ  (α,β) 
τέτοιο  ώστε  ί·(Ι)Π1)=|. 


1 Ιροτπνομενες  άσκησης  (ηιι»  κι  ηιαλαΐαυ 
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η  κ  λ  λ 

Έστω  ~  ^2  ’^2  _ 2^?2~  μία  συν<*£ι:ΥίίΤη  (Π)νι:ΧΈ  01:0 


31  3Τ 


Λΐ  3Ϊ 


—  —  ,  —  ^αι  παραγωγίσιμη  στο  —  ^  5  *  Αποδείξτε  ότι  υπάρ 


α  α  {  Λ  Κ) 

χουν  πΐ  >  Ό2  £  —  ,  τέτοιο  ώστε: 


2  5  2 


(ί'(θΙ)-£(0))συνθ2  =  Γ(θ2)ημθ, 
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V  Λ 

Έστω  ί:Κ  — >Κ  με  £(χ)  =  -τ - τ  ,  α  €  Κ* 

ίτ  +  «τ 

(ί)  Να  μελετήσετε  ως  προς  τη  μονοτονία  την  I. 

(ϋ)  Να  αποδείξετε  ότι  για  α>1  ισχύει  η  ανισότητα: 


€αχ  >  1  +  —  για  κάθε  Χ>0. 

α 


(ίίί)  Αν  Χι,Χ2  είναι  οι  πραγματικές  ρίζες  της  παραγοιγου  ί.  να  βρείτε 
το  όριο: 


. .  [  1  +  χι  Χ2 

ΙΐΓΠ  - - 

α  — >  0  1  “ '  XI  Χ2 


XI  +  Χ2 
2 


(ΐν)  Να  βρείτε  την  παράγουσα  της  συνάρτησης  — >Κ  με  τόπο 


322 _  Πι  ιοτηνόμι ν 1 1  ασκήοι  ι« ,  ( ίου  κπ| ελαίου 

β(χ)  =  (χ2  +  α2)Γ(χ)ημχ 
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Δίνεται,  ισόπλευρο  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  πλευρά  (I =  ΙΟοίΤΙ.  Αν  Μ  είναι 
ένα  σημείο  της  πλευράς  ΒΓ  και  Δ,  Ε  οι  προβολές  του  σημείου  Μ 
στις  πλευρές  ΑΒ,  ΑΓ  αντιστοίχους,  να  προσδιορίσετε  τη  θέση  του 
σημείου  Μ,  ώστε  το  γινόμενο  (ΜΔ)(ΜΕ)  να  γίνει  μέγιστο. 
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Αίνεται  η  ορθή  γωνία  Χθγ  και  το  ευθΰγραμμο  τμήμα  ΑΒ  μήκους 
10  ΙΠ  του  οποίου  τα  άκρα  ολισθαίνουν  πάνω  στις  πλευρές  θγ  και 
ΟΧ  αντιστοίχως.  Το  σημείο  Β  κινείται  με  σταθερή  ταχύτητα  0  =  2 
ΐη/.ΝβΟ  και  η  θέση  του  πάνω  στον  άξονα  ΟΧ  δίνεται  από  τη 

συνάρτηση  8(0=υΙ  όπου  ίθ  [0,5]. 

(ΐ)  Να  βρεθεί  το  εμβαδό  Ε(ί)  του  τριγώνου  ΑΟΒ  ως  συνάρτηση 
του  ί. 

(ϋ)  Ποιος  είναι  ο  ρυθμός  μεταβολής  του  εμβαδού  Ε(1)  τη  στιγμή 
κατά  την  οποία  το  μήκος  του  τμήματος  ΟΑ  είναι  6  ΙΏ; 

(Γενικές  εξετάσεις  1993) 
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Έστω  1:(α,+  ΟΟ  )->Κ  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  ώστε  για  κάθε 
Μ>0  να  ισχύει  ί(χ)>Μ  και  Ιίΐϊΐ  (ί(χ)  +  ^(χ))  =  Κ€  Κ.  Να 

Χ->  + 


1  Ιροπ  ινομι  νι  ς  άσκηση^  (>οι<  ><.ι  *( ·< <λι ιΐοκ  _ _ 

αποήκί.ξκτι-  <1τι:  1ΪΙΠ  ί(χ)  =  1  και  I ■  ΙΠ  Γ(χ)  =  0 

X  — >  -|-  00  X  — )  ο<η 


Μλ 


Έστω  £ι  (Ο,λ)  — >Κ  με  ί 


=  0  .  Αν  η  1  είναι,  παραγωγίσιμη  κ«*ι 


ι  Γ (χ)  +σίρχ£(χ)-θι;^βχ  =  0  για  κάθε  ΧΕ  (θ,π),  να  βρεθεί 


ισχυε 
ο  τύπος  της  £ 


Να  αποδείξετε  ότι  η  γραφική  παράσταση  της  συνάρτησης 


ί(χ)  =  1  - 


Ιηχ 

χ2 


δεν  τέμνει  τον  άξονα  Χ^Χ. 
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Έστω  £?8*Κ — >Κ  για  τις  οποίες  ισχύουν: 

(])  Οι  £  και  8  παραγωγίσιμες  στο  Χο  =  0. 

(ϋ)  £(0)  =1999-8(0) 

(ΐϋ)  £(χ)  +  8(χ)-1999  +  2000χ  για  κάθε  ΧΕ  Κ. 

Να  αποδείξετε  όχι:  Γ(0)  +  8'(0)  =  2000 
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I  Ιροτι  ινόμι  νη;  ασκήσι ·ΐι,  κεφαλαίου 


Δίνονται  οι  πραγματικές  συναρτήσεις  ί,£  με  πεδίο  ορισμού  το  Κ, 
που  έχουν  πρώτη  και  δεύτερη  παραγωγό  και  2(χ)*0  για  κάθε 

»  Α  ί(«) 

ΧΕ  Κ.  Έστω  <Χ  πραγματικός  αριθμός.  Θέτουμε  Α  =  — - και 

8(«) 

„  Γ(α)  -  Α§'(α) 

Ι>  = - .  Αν  φ  είναι  πραγματική  συνάρτηση  ορισμένη 

8(«) 

Λ  γ  ι  ϊ(χ)  Α  Β  φ(χ) 

(ττο  Κ-\ (X/  τέτοια  ώστε: - — —  = - τ  + - — ~ 

(χ-α)§(χ)  (χ-α)  χ  -  α  §(χ) 

για  κιίθε  ΧΕ  Κ.- { <*} ,  να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  το  1ΐΐΙ1(ρ(χ)  . 

χ  -Α  α 

(Γενικές  1997 ) 
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Έστο)  §:  κ->κ  μία  συνάρτηση  συνεχής  στο  [α,β]  ,  παραγωγίσιμη 
στο  (α,β)·  Να  αποδείξετε  ότι: 

(ϊ)  Υπάρχει  Χο£  ((Χ,β)  τέτοιος  ώστε: 

,  ββ(Ρ)_^β(α) 

(Ρ-«)  8'(Χ0)=  - 


(ίί)  Αν  £(χ)  >0  τότε  υπάρχει  Χο€  ((Χ,β)  τέτοιος  ώστε: 

(α  ~  β)  ^7Τ  =  ,η  "  ,η£Ρ) 

δ(χ») 


I  Ιροτιιγόμενις  αοκήοι  κ,  (><>υ  κι  ψαλαίου 
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Δίνεται  η  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  §  στο  [-1,1]  με  8(χ)?Μ)  για 
κάθε  Χ£  Ι-ι,ΐ]·  Να  αποδείξετε  όχι  υπάρχει  ΧοΕ  (<Χ,β)  τέτοιος 

ο  Μίτε:  (1  —  χβ)  — —  =  2χ<) 

8(χο) 


Να  αποδείξετε  ότι: 


Ιος 


/ 


\ 


1 


χ  +  3 


V 


) 


(χ  +  2)  (χ  +  3) 


<  0  , χ>  —  2 


Να  αποδείξετε  ότι: 


ημα  α  εφα 
ημβ<  β  <  εφβ 


,0<β<α<^Λ 


Να  αποδείξετε  ότι: 


ία+11 

β  + 1 

β  +  1 

V  / 

> 

β 

^  / 

,  α  ,  >  0  ,  α  φ  β 


89 


ηΐ) 


Προτπνόμι  νι  ι,  αηκησπς  6ου  κεφαλαίου 


Να  αποδείξετε  ότι:  χ(2  + συνχ)  >3ημχ  για  κάθε  Χ>0. 


Να  βρείτε  όλες  τις  παραγωγίσιμες  συναρτήσεις  Γ  που  ικανοποιούν 


τΐ|  σχε'ση:  Γ(χ)  =  X  ί 


για  κάθε  X  πραγματικό. 


V 


Να  προσδιορίσετε  όλες  τις  παραγωγίσιμες  συναρτήσεις  ίϊΚ~>Κ 
για  τις  οποίες  ισχύουν:  ί(ΐ)=ι  και  Ϊ(Χ  +  ?)  =  ί(χ)  +  %)  +  ΧΥ 
για  κάθε  Χ,γ£  Κ. 
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Έστω  ί:  [  II,  β]-^Κ  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  με  Γ"(χ)  >0  για 
κάθε  Χ€  [α,β]  .  Σχηματίζουμε  τη  συνάρτηση  με  τύπο 

Ν  ί(α)-ί(χ) 

£(χ)  =  - -  ,  να  αποδείξετε  ότι  η  §  είναι  γν.  αύξουσα. 

α  -  χ 
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ι  ι 

Λν  α>0  και  β>0  με - 1 - =  ι ,  ρ>1  να  αποδείξετε  ότι: 

Ρ  <ϊ 


I  Ιηοιι τνομι  νι  ς  ασκήσπι,  (μη*  κι  ΐ|>αλιιΐου 


λ'?. 


α  (I 

—  +  -- 

Ρ  <1 
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Αν  Ι,β  συνεχείς  στο  [(λ,β]  με  0  <  α  <  β,  παραγωγίσιμες  στο  ((Χ,β. 
κα ι  ί(α)  =  β(β)  =  0  με  Γ(χ)8(χ)^0  για  κάθε  Χ€[α,β|.  νι 
αποδείξετε  ότι  υπάρχει  Χ»€  ((Χ,β)  τέτοιο  (ί)στε: 

Γ  (χο)  |  ^(χο)  _  1 
Γ  (χο)  %  (χο)  χο 
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(α)  Έστω  ()ΕΚ  και  Α(χ),  Β(χ)  πολυώνυμα  με  πραγματικού* 

συντελεστές,  ώστε  Β(ρ)*0  και  Α(χ)  εχε ι  βαθμό  ^2.  Να  αποδη 
ξετε  ότι  υπάρχει  πολυώνυμο  Γ(χ)  τε'τοιο,  ώστε:  Α(χ)Β(χ)  =  (χ· 
ρ)2ί(χ)  αν  και  μόνο  αν  Α(ρ)=Α'(ρ)  =  0. 

(β)  Έστω  ν€  Ζ  ,  ν>1.  Να  βρείτε  τις  τιμές  των  Ιί,λ  για  τις  οποίι  < 
το  πολυο)νυμο  Ο  (χ) = χν  ( νχ3  +  Κχ2 + λχ  +  8)  έχει  παράγοντα  τ< 

(χ-2)2. 

(Γενικές  1994) 
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Έστω  δυο  συναρτήσεις  Γ,  §  με  πεδίο  ορισμού  ένα  διάστημα  Α,  γι< 
τις  οποίες  υποθέτουμε  ότι: 


ί  1<Η)Γηνο|π  νι  ς  ασΚ!|σι,Κ  Ιμμ»  κεφαλαίου 


ΜΗ 


(ΐ)  είναι  δύο  φορές  παραγιυγίσιμες  στο  Α. 


(π)  Γ  =  ίΓ 

(ηΟ  Ι'(0)  =  8(0) 

Να  αποδείξετε  ότι: 


(ιι)  Για  κάθε  Χ6  Δ,  ί(χ)-8(χ)=ΟΧ  ,  06  Κ 

(|!)  Αν  ί(χ)  =  0  έχει  δύο  ετερόσημες  ρίζες  Ρι,  (>2  τότε  η  8(Χ)=0 
έχει  τουλάχιστον  μια  ρίζα  στο  διάστημα  [ρι,ρΛ· 

(Γενικές  1989) 


1 1  συνάρτηση  ί  είναι  ορισμένη  και  συνεχής  στο  διάστημα  [(Χ,β]  έχει 
παραγωγό  στο  (α,β)  και  Γ(α)=ϊ(β)=0.  Να  αποδείξετε  ότι: 


(ΐ)  Για  τη  συνάρτηση  Ρ(χ)  = 


?(*) 

χ-  Ο 


,θ€[α,β] 


υπάρχει  ((Χ,β)  τέτοιο  ώστε  Γ  (θο)  =  0. 


ίί)  Λν  06  [α,β],  υπάρχει  €ο €  (α,β)  τέτοιο,  ώστε  η  εφαπτομένη 
στο  σημείο  (εο,ί(εο))  της  γραμμής  με  εξίσωση  ν=ί(χ)  να  διέρ¬ 
χεται  από  το  σημείο  (ο,Ο). 

(Γενικές  1983) 
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(α)  Δίνονται  οι  πραγματικές  συναρτήσεις  ί,  §  που  έχουν  πεδίο 
ορι  σμού  το  Κ.  Λν  οι  ί,8  έχουν  συνεχείς  παραγωγούς  και,  συνδέονται 


I  Ιροτεινάμενις  ασκήσεις  ίιηιι  Η ι  φαλαιου 


*  Λ  ■ 

,  —  -1,  τότε  να  αποδείξετε  όη 

υπάρχουν  οι.  συναρτήσεις  I  και  ^  και.  είναι  συνεχείς.  Αποδείξτε 
ακόμα  <$τι  υπάρχουν  οι  σχέσεις:  ί  +  ί  — {*  +  £  — 0  και  η  συνάρτη 
ση:  1ι  =  ί'2  +  }!;2  είναι  σταθερή. 


(β)  Θεωρούμε  τις  παραπάνο)  συναρτήσεις  ί  και  Αποδείξτε  ότι  αν 
Χι  και  Χι  είναι  δυο  ρίζες  της  ί  και  ί(χ):Αθ  για  κάθε  Χ€  (Χι,Χ^), 
τότε  η  §  έχει  μία  μόνο  ρίζα  στο  διάστημα  (Χι,Χϊ)· 

(ί'ρ.νιχέζ  ΐν(>6) 
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Έστω  §:Κ — μία  πραγματική  συνάρτηση  δύο  φορές  παραγωγί 
σιμη  στο  Κ  για  την  οποία  ισχύει  §  (χ + Υ) + §  (χ-}0  =  2β  (χ)  8  (>0 
για  κάθε  Χ,^Ε  Κ.  Να  αποδείξετε  ότι  §  '  (χ)8(ν)  =  δ(χ)8'"(ν) 
για  κάθε  Χ,^β  Κ. 
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Έστω  §:Κ— >Κ  μία  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  για  την  οποία  ισχύει 
§  (χ)  >Χ2000  για  κάθε  Χ£  Κ.  με  §(0)  =2000.  Να  αποδείξετε  άτι: 

(ί)  Ιϊηι§(χ)  =  +  °° 

χ  — >  +00 

(ίί)  ΠίΠ  §(χ)  =  —  οο 

X  — >  —  οο 

(ΐίί)  Η  εξίσωση  β(χ)  =  0  έχει  μοναδική  ρίζα. 


Προτπνόμι  νι  ^  ασκησι  υ,  Ιιοιι  κι  φαλαίοι» 


330 
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Ίίίττοι  η  ευθεία  ?=1998χ+2000  είναι  ασύμπτωτη  της  γραφικής 
παράιττιτσης  £  (Πο  Η-010.  Να  βρείτε  τον  πραγματικό  αριθμό  λ(Ξ  Κ. 

λ§(χ)  +  1998χ 


<<ν  κτχοει: 


ϋτη 


-(-  οο 


χ§(χ)  -  1998χ2  +  3χ 


=  1 
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Να  αποδείξετε  ότι  η  εξίσωση  λ*=2000-χ  ,  λ>1,  έχει  μοναδική  λύση. 
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Λν  για  κάθε  Χ£  Κ  ισχύει:  ρΐ998χ~  ^  έ>που  (X,  β  θετικοί 

πραγματικοί  αριθμοί  που  εκφράζουν  τις  πιθανότητες  των  απλών 
ενδεχόμενων  (Οι,  (ι)2  ενός  δειγματικου  χώρου  Ω  =  {(Οχ^Ο^},  να 
βρεθούν  οι  θετικοί  πραγματικοί  αριθμοί  (X,  β. 
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Ίίστω  Ω={1,2,...,1998}  ένας  δειγματικός  χώρος  με  ισοπίθανα 
απλά  ενδεχόμενα  και  η  πραγματική  συνάρτηση: 

£(χ)=2Χ+2χ-λ,  λ<=Ω. 

Να  βρεθεί  η  πιθανότητα  ώστε  για  την  £  να  ισχύει  το  θεώρημα 
ΙΙοΙ/ιιηο  στο  [0,1]· 


Προ  π  ινομι  ν»  ς  ασκηπι  κ,  (»ου  κι  φόλα  ίου 


ΟΙ 
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Εκλέγουμε  τυχαία  ένα  αριθμώ  λ  από  το  σύνολο  Α —  {0?  1>2>3}  και 
ένα  αριθμό  από  το  σύνολο  Β  =  {2, 3, 5, 7,9}.  Να  βρεθεί  η  πιθανό» 

_/  χ  χ2  4-  λχ4-  μ 

χηχα  ώστε  η  συνάρτηση  8(χ)  = - - - να  παρουσιάζει  τοπικό» 

6Χ 

ακρόχαχσ  στο  σημείο  Χο^Ι. 
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Αν  η  πραγματική  συνάρτηση  §  είναι  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  στι 


:ο 


/ 


[α,β]  και  ισχύει  ξ 


α  +  β 


λ 


V 


^8(χ)  για  κάθε  Χ£Ε  [α,β),  να  απο 


) 


δείξετε  ότι  υπάρχουν  Χι,Χί  στο  [α,β)  ώστε: 

(β-«)(8"(1ι)-8"(|.))=!2(8'(α)+8'(β)) 
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Έστω  η  πραγματική  συνάρτηση  §  δυο  φορές  παραγίυγίσιμη  στο 

[α,β]  και  η  εξίσωση  8"(χ)  =  0  έχει  μοναδική  ρίζα  στο  (α,β)  .  Λν 

η  γραφική  παράσταση  της  £  τέμνει  τη  χορδή  ΑΒ  με  Α(α,£(α)), 

Β(β,§(β))  στο  εσωτερικό  του  ευθυγραμμου  τμήματος  ΑΒ,  νιι 
αποδείξετε  ότι: 

(ί)  Υπάρχουν  ακριβώς  δυο  σημεία  που  επαληθεύουν  το  Ο.Μ.'ί'.  του 
διαφορικού  λογισμού  για  τη  §  στο  [α,β] 

(Μ)  Η  Ο*,  και  η  χορδή  ΑΒ  τέμνονται  σε  ένα  ακριβώς  σημείο. 


_  Προτεινόμεν»  (,  αοκηοιυ,  (>ηΐ>  κι  φαλαίου 
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Λίνεται  η  πραγματική  συνάρτηση  Γ(χ)  με  Γ(χ)<0  για  1<χ<3 
και  ί(2)  =  0  και  ί(3)  =  1  .  Να  αποδείξετε  ότι  ί(χ)  <χ  +  2  για  κάθε 

Χ£  1 1,2]  και  ί(χ)>χ-2  για  κάθε  ΧΕ  (2,3). 
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1  ',ιττ.ιΐ)  ί»:[α,β]->Κ  μία  πραγματική  συνάρτηση  δυο  φορές  παρα- 
γωγίοιμη  και  §  (χ)  <0  για  κάθε  ΧΕ  (α,β).  Να  αποδείξετε  ότι: 

(α-β){»(χ)<8(α)(α-β)  +  (£(α)-ί(β))(χ-α)γιο  κάθε  χ<=ε  (α,β) 
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Λίνεται  η  πραγματική  συνάρτηση  £  η  οποία  είναι  συνεχής  στο  [Ο,Λ] , 
παραγιογίσιμη  στο  (Ο,π)  και  ισχύει  §  (χ)ημΧ?ί:§(χ)θ'υνΧ  για 
κ<ϊ  I)  ι  Χ6  (Ο,Λ).  Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ξ<=  (Ο,π)  ο)στε 
Ιί(ξ)=0. 
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Ιΐστω  £  δύο  φορές  παραγωγίσιμη  στο  [Ο,α]  με  Ιδ"(χ)|βΚ  για 
κάθε  ΧΕ  (Ο,α).  Λν  στη  θέση  Χο  εχουμε  ακρότατο  όπου  ΧοΕ  (Ο,α), 
να  αποδείξετε  ότι:  1§'(0)|  +  |£'(α)|<α1ί 
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Έστω  β  στρέφει  τα  κοίλα  άνω  στο  6ιι ίστημο  [α,β]  Ηαΐ  Α(α,}ί(α)), 
Β(Ρ,8(Ρ))  είναι  σημεία  της  να  αποδείξετε  ότι  οποιοόήποπ' 
σημείο  Μ  της  0Κ  με  τετμημένη  μεταξύ  των  Ο.  και  [$  βρίσκεται 
χαμηλότερα  από  το  σημείο  του  ευθυγραμμου  τμήματος  ΑΒ  που  έχει, 
την  ίδια  τετμημένη  με  το  σημείο  Μ. 


113 

Δίνονται  οι  πολυωνυμικές  συναρτήσεις:  Γ(χ)  =  |Α+χΒ·'Γ|  και 

§(χ)  —  |  Α+χΓΒ1 1,  ΧΕ  Κ.  με  Α,  Β,  Γ  πίνακες  νΧν.  Αν  ο  πίνακας 
Β  είναι  αντιστρέψιμος  και  ΑΒ  — ΒΑ,  να  αποδείξετε  ότι: 

(ΐ)  Αν  Χο  είναι  ρίζα  της  ί(χ)=0  τότε  0α  είναι  ρίζα  και  της 

§(χ)  =0. 

(ϋ)  Υπάρχει  ένα  τουλάχιστο  ΧοΕ  (α,β)  με  α,βΕΚ  για  το  οποίο 
ισχύει:  Γ (χ«)  =§'(Χο)· 

114 

(α)  Να  μελετηθεί  ως  προς  τη  μονοτονία  και  τα  κοίλα  η  συνάρτηση 

Γ  με  ί(χ)  =  α*-χ  ,  χεΚ  ,  0<α<1. 

(β)  Να  βρείτε  τα  λβ  Κ.  για  τα  οποία: 

αλ2~4-αλ-2  =  (λ2-4)-(1-2)  ,0<α<1 


(Ιούνιος  1902) 


1  Ιροτιινομ»  ν<  ^  ασκηοιι^  θηι>  κι  (|>αλαίοι> 


115 

*  I  ί<ΤΤ<ι>  ^ιΗ — )Κ.  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  και  £  '(χ)+Χ§2(χ)=0 
για  κάθε  ΧΕ  Κ,  με  8(0)*0.  Να  αποδείξετε  ότι  §  (οχο. 

116 

Δίνεται  η  καμπύλη  ^  =  Χι<1ΐ1νΧ  5  Χ> 0,  ΙίΕ  Ν,  με  Ιί  >  1  και  νΕ  Ν 
με  V  άρτιο. 

(ΐ)  Να  (αποδείξετε  ότι  η  καμπύλη  έχει  δυο  σημαία  καμπής. 

(ΐΐ)  Να  αποδείξετε  ότι  το  μέγιστο  της  καμπύλης  έχει  τετμημένη 
μεταξύ  τ<ον  τετμημένων  των  σημείων  καμπής. 


117 

Έστω  α>  2,  να  αποδείξετε  ότι:  (1+χ2)α>(1+χ“)2  για  κάθε 
Χ<=«),1). 


118 


'Ηστίο  Θε 


και  χ>1,  να  αποδείξετε  ότι  χημθ^ημ,(χθ). 


119 


Να  αποδείξετε  ότι: 


1 Ιμοιη,νόμι νες  ασκηοι κ  (ιοιι  ι<ι  ΐ|ΐιιλαιοη 


α  < 


2αβ 
(λ  "I-  β 


<  νάβ  < 


για  0<α<β. 


120 


Έστω  §:[α,β]-»Κ  μία  συνάρτηση  η  οποία  είναι  δύο  φορές 
παραγωγίσιμη.  Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  Χο^  (<Χ,β)  τέτοιο,  ώστε: 

6(χ)  ~  8(«)  _  8(β)  ~  8(α)  _  1 

χ- α  β - α  2 


121 


Έστω  μια  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  για  την  οποία 

ισχύει:  ^(χ)  >  —  για  κάθε  Χ>0  και  Λ>0.  Να  αποδείξετε  ότι: 


(ί)  Η  ί(χ)  =  §(χ)-αΙηχ  είναι  γν,  αύξουσα. 


(ίί)  §(1999)-§(1998)>α1η 


1999 

1998 


122 

Έστω  §:Κ— »Κ.  μία  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  για  την  οποία  ισχύει 

£  (χ)  =  (Χ3  +  Χ)θχ'δ(χ)  για  κάθε  Χ€ΐ  Κ..  Αν  η  γραφική  της  παράσταση 
διέρχεται,  από  την  αρχή  των  αξόνων,  να  βρεθεί  ο  τύπος  της  £. 


3λ(> 


ΙΙρηιι  ιν«ψι  νι  ι,  άσκησης  6ου  κεφαλαίου 


123 


Νιι  αποδείξετε  όχι  υπάρχουν  0<Χι,  Χ2 < 31  ώσχε  να  ισχύει: 


ί 


ημ 


XI  +  Χ2 


λ 


,  Λ- 


124 


>  X  (ημχι  +  ημΧ2) 


) 


κ 

Λίνι-χαι  η  συνάρχηση  §(χ)  =Χβ'ι<  +  Χ 
(ΐ)  Να  μελετηθεί  ως  προς  τη  μονοτονία. 

(ίί)  Να  λυθεί  η  εξίσωση: 

Λ  εφθ  Λ  1  .  (  π  π 

βφ®  +  Τ^Λ=1  +  τ^ϊ  .  θ£ \~2  >2 


\ 


6ημΟ  β. 

V  / 

(ΐίί)  Να  αποδείξετε  όχι  η  πλάγια  ασύμπτωτος  είναι  η  ^^Ιχ! 


125 

Να  αποδείξετε  όχι  υπάρχουν  Χι,Χ2£  (1,+°°)  ώσχε; 


Ιη 


ί 


XI  Χ2 

2  +  2 


λ 


V 


>  νΤη  χι  Ιηχ2 


) 


126 

Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχουν  Χι,Χ2^  (-1,1)  με  Χι^Χ2  ώστε: 


1 Ιροιπνάμενιε,  ασχΐ|θΜ·,  Οπι>  >ο  ΐ|κιλιιΙηι< 


XVI 


X]  Χ2 

χ?  + 1  χ5  + 1 


Να  αποδείξετε  ότι: 

βΚ-ΐ<_? - —  <ακ_1  ?  α>β>0  , Κ >  1 

Ιί(α-β) 

128 

Δίνονται  οι  πραγματικές  συναρτήσεις  Γ(χ)  =  Ιη  (1  +  +χ2)  κ<α 

§(χ)  =  1η  (χ  +  V 1  +  χ2 ) . 

(ΐ)  Να  μελετήσετε  την  £  ως  προς  τη  μονοτονία. 

(π)  Να  αποδείξετε  ότι  η  εξίσωση  §(χ)-χ=0  δεν  έχει  λΰση  στο 
διάστημα  (0>  +  °°). 

(ϋί)  Να  αποδείξετε  ότι  το  πολυώνυμο  (1-Χ  +  Χ2)2χ+1  +  (1+Χ  +  Χ2)2* 1 1 
έχει  παράγοντα  το  πολυώνυμο  (6ί(χ)-1)2  . 

(ίν)  Να  βρείτε  το  πλήθος  των  ριζών  της  εξίσωσης: 

Γ(εφα)  =  £(σφα)  -  2  1η 3  στο  διάστημα  (Ο,π). 

129 

Δίνεται  η  συνάρτηση  §  συνεχής  στο  [<Χ,β]  και  παραγωγίσιμη  στο 
(α,β)  .  Λν  βΙοΟ  +  β^α’+^β)  ,  ν< ί  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ένα 


338  Ιΐροτπνομι  νι  <,  οακΐ|οι  ι · ,  Οου  κεφαλαίου 

τουλάχιστο  χΟβ  (α,β)  ,  ώστε  να  είναι  8'(χ„)=3χ3  . 


130 

Να  βρεθούν  τα  (Χ,βθ  Κ  αν  το  πολυώνυμο 

Ι  (χ)  =  (χ-1)ν  +  ι  +  <ΧΧ+  β-α  ,  ν€  Ν*  διαιρείται  ακριβώς  με  το 

<5(χ)  =  χ2-4χ  +  4. 

131 


Τ  βχ-βημχσυνχ 

Ν<ι  υπολογίσετε  το  όριο  ίί  =  ΙΐΧΤΠ  ’  - - 

χ_0  1  -  συνχ 


132 


Να  αποδείξετε  ότι  -υπάρχουν  Χ,γβ  (0,2ΐϊ)  ιόστε  να  ισχύει 


συνχ  συνγ  ^ 


χ  +  ?  ι 

συν 

2^ 

I  —  συνχ  1  —  συνγ 


1  — συν 


χ  +  ? 


Λ 


V 


1 


133 


Να  υπολογίσετε  τα  όρια: 


1  Ιροπινόμι  νι  ^  αοκΐ)σι  ι,ι,  6ου  κπ^ιαλαίου 


(ϋ)  Ιίητ» 

χ->0 


χ  -  εφχ 
χ  εφχφ 


(ίϋ)  Ιίηι 

χ  — >  Ο 

(ν>  Ιϊτη 

χ  ■ — ^  Ο 


χημχ(ημ^  -ημ?χ 
χ6 

ημ?χ 

χεαχ-  2αχ 


..  £  ημχ-χ 

(ίν)  Ιίηι - - - 

χ->ο 


(νί)  Ιΐιη  (ΙηχΙη(Ιηχ)) 


X  -4  ί 
χ>  1 


134 


Να  υπολογίσετε  τα  παρακάτω  όρια: 


/ 


ημ 


(ί)  Ιίτη 


χ- 


Ίί 


λ 


χ  — 


η  1-2 


συνχ 


αχ- 1 

(ίϋ)  Ιίηι  — — —  (α  >  0) 


χ  — >  Ο 


X 


(ίί)  Ιίηι 


ημ4χσυν2χ 


π 

4 


ί 


Ίί 


\ 


Χ~4 


V 


) 


(ιν)  Ιίΐη 

χ— >  Ο 


^αχ_  £βχ 


X 


(ν)  Πηι 


X 


Ιη  εφχ 
συν2χ 


(νί)  Ιίηι 
χ— >0 


1 

χ 


βηιχ_  ι 

(νίί)  Ππι - 

χ  ->  ο  «<Ρ  (νχ) 


(νίϋ)  Ιίηι 

X  — >  +  ~ 


1η  (1  +  5*) 
1η  (Ιη^ 


340 


Πμοτί’ΐ νομινι  «·,  ιΐηχΐ|ΐΐι  κ,  ίχνη  '/ίΐψυ,λυΛον 


135 


Να  υπολογίσετε  ΐους  πραγματικούς  αριθμούς  (X, β  αν  ισχύει: 

(  χ3  +  1λ| 

Ιίηι  αχ+β — τ -  =0 

χ->-ι-~  γ  +  1. 


136 

Να  υπολογίσετε  τα  παρακάτω  όρια: 


6Χ  —  1 

(ί)  Ιίητ - - - 

χ-4θ  Ιη(1  +  Χ) 

,.  Ιη(ημιηχ) 
(ύί)  Ιιιη  — ^£- — - 

χ^0  |η(ημ^ 


αχ-  βχ 

(ί.)  Ιΐιη— -^-,(α>0,β>0) 

χ  ->  0  *^,Χ 

λΡχ 

(ίν)  Ιίηι  — - 

χ— >0  ^Χ 


βαχ-  συν  αχ 


(Ό  Ιίηι  -ττ— - —  (νί)  Ιίηι 

χ^0  ε|1χ-συνβχ  χ^„ 


χ  — >0 


Ιη  (1  +  χ)  -  —  +  χ 

χ 

εχ  —  συνχ 


^  _  2^ 

(νΐΐ)  Ιίηι  (π-χ)  εφ-^  (νίίϊ)ΐΐιη- - 

X  — >  π  X— 


(ΐχ)  Ηηι  χΐηχ 

X  -4  ο 


εχ-2χ 

(χ)  Ιίηι— - 

χ 

X  — >  οο 


,-  /  χι  (+  «Λ  ..  χ-ημχ 

(χί)  Ιιιη(χ  +  α)]η  1  +  —  (χίί)  Ιιιη  - — 

χ  — >  -  α  χ  χ_^  +  ΜΧ  +  ημΧ 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ  7 


•  ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ 

ΛΟΓΙΣΜΟΣ 


342  ΟΑοκλημ ωτικός  Λογισμός 

Βασικές  γνώσεις 
στον  ολοκληρωτικέ  λογισμέ 


Πίνακας  αρχικών  συναρτήσεων 


Συνάρτηση  £ 

ί(χ)  =  ο  1 

Ρ(χ)  —0,  0  σταθερά 

ί(χ)=ΧννβΝ*’  χεΚ 

Γ(χ)  =  — χν  + 1 
ν  + 1 

ί(χ)  =  χ®>  α€  Κ.  -  {-1} 
και  Χ>0 

Ρ(χ)  =  — - —  χ“  + 1 

(X  +  1 

£(χ)  =  ^,  χεΚ* 

Ρ(χ)  =  1η|χ| 

η  Ρ  είναι  αρχική  της  £  σε 
κατάλληλο  διάστημα  κάθε  φοοά 

ί(χ)=συνχ 

ΚΜΒδ5ϊΤ£Μΐ· 

ί(χ)=ημχ _ 

ΒΥχ)  =  -συνχ 

Γίχ)  =  6* 

ί(χ)  =  αχ,  0<α*1 

Ρ(χ)  -  Ιπα  °* 

ί(χ)  =  , 

συν*  χ 

Γ(χ)  =  εφχ 

για  κατάλληλο  διάστημα 

_  ΏΚ  ϊ _ ι 

Ρ(χ)  =  -σφχ 

για  κατάλληλο  διάστημα 

Ο  ] 

(θϋχ=ο 

ο  \ 

• 

«3χ=  χ  +  ο 

φ  ] 

[-^<1χ=1η|χ|  +ο 

ο  . 

Ρ  χα+ 1 

χ®άχ=  +ο  ,  α^-1 

α  + 1 

Ο  ] 

[συνχ<ϊχ  =  ημχ+ο 

φ  ] 

• 

ημχάχ  =  -  συνχ+  ο 

φ  . 

,  <1χ=  εφχ  +  ο  =  ί(1  +  εφ2  χ)άχ=  |"(εφχ)'(1χ 
συν4  χ  *'  *' 

φ  ] 

~  άχ=-  σφχ+  ο  =  Γ(1  +  σφ2  χ)  άχ=  -[(σφ^'άχ 
ημ4  χ  · 

φ  ] 

* 

βχ(1χ  =  6Χ+  0 

ϋλυκλιιυω  ιικ<  ·■.  ΛογιΟΜόί 


Ιδιότητες  του  ολοκληρώματος 


Οί  λϊ(χ)<1χ=λ|  Γ(χ)άχ,  λ^Κ* 

Ο  }ί'(δ(χ))5ί'(χ)<1χ=|ί(ιι)<1υ 

όπου  »=§(χ)  ’/αι  άιι  =  £'(χ)<1χ 
οί  Γ  (χ)<1χ=ϊ(χ)  +ο 


Ο  }  ΐ(χ)^(χ)«ΐχ=ί(χ)8(χ)·ί  Γ (χ)8(χ)^χ 


φ  |  Γ(χ)  άχ=- 1  ί(χ)  άχ 

α  β 


■Π 


Ο  I  ί(χ)  §'(χ)  άχ = 

α 


ί(χ)  8(χ) 


β 


α 


|  Ι"(χ)  §(χ)  όχ 


(όπου  Γ,  %  συνεχείς  στο  [ο,β]) 


Γα 

]  ί(χ)άχ=0 
α 


Ο  Αν  Γ(χ)  =  |  ί(ί)  <11  τότε  Γ'(χ)  =  ί(χ) 

α 

(προϋπόθεση  η  Ρ  παραγωγίσιμη) 


Ολοκληρωτικός  Λογυτμης 


Α'  Γ”2 

Ο  ]  ^βί*))  β'(χ)  <*χ=  ]  <(υ)  ίΐιι 

α  υι 

όπου  ί,  ξ'  συν  Εχεις  και  11  =  §(χ),  11ι  =  §(α),  «2  =  ^(1^) 

©  Αν  μία  συνάρτηση  ϊ  είναι  συνεχής  στο  [α,β]  ,  τότε  ύπαρχε 
τουλάχιστον  ένα  Μ  (α,Ρ)  ,  τέτοιο  ώστε 

ΓΡ 

]  ί(χ)άχ=ί(|)(β-α) 

α 

ΓΡ  γΡ  - 

φ  ]  ί(χ)<1χ  <]  |  Γ(χ)  I  άχ 
α  α 

λΡ 

Φ  I  ί(1)άί=0(β)-0(α) 

α 

(όπου  ΐ  συνεχής  στο  [α,β]  και  Ο  μία  αρχική  της  ί). 

φ  Ε(Ω)  =  |  |  ί(χ)  -  §(χ)  |  άχ 

α 

ΓΡ  ρ  Λ 

φ  {  (λ  £(χ)  +  μ  §(χ))  <1χ  =  λ  I  ί(χ)άχ+μ]  §(χ)  <Ιχ 
α  α  α 

_  γρ  γρ 

φ  Αν  Ρ(χ)<§(χ),  τότε  ]  ί(χ)(Ιχ<]  β(χ)  (1χ 

α  α 

(όπου  ί,  £  συνεχής  στο  Ια,β] ). 

Φ  Αν  ί  συνεχής  στο  Δ  και  (X,  β,γεΔ  ,  τότε: 


(  >λην.λΐ|^Η»ιιΐΚΐ»' 


ΓΙ>  ΓΥ  Γ(! 

\  ί(χ)  ϋχ=  ]  ί(χ)  <3χ-4-  ]  ί’(χ)  <1χ 

α  α  γ 

ο  Αν  ί  συνεχής  στο  [α,β]  ,  τότε  υπάρχουν  ΙϋΙ,ΜίΞ  Κ,  τέτοια 

,β 

ιόοτί':  ιη  (β  -  α)  <  £(χ)  άχ  <  Μ  (β  -  α) 


Ο 


ίί 

α 

\ 


{(ί)  άί  =  ί'(χ)  ,  χε  Δ 


_  Γβ  Γφ(Ρ) 

©  ]  Γ(φ(χ))φ/(χ)<1χ  =  ]  ί(υ)ά»=Ρ(φ(β))-Γ(φ(α)) 

α  Φ(α) 

Αν  μία  πραγματική  συνάρτηση  Γ  είναι  συνεχής  στο  [-α,<χ] 

τότε: 

(ί)  Αν  η  ί  είναι  περιττή  (ί(-χ)  =-ί(χ))  ισχύει: 
α 

]  Ϊ(χ)<ϊχ=  0 

-  α 

(ϋ)  Αν  η  Γ  είναι  άρτια  (ί(-χ)  =  1(χ))  ισχύει: 

-α  -α 

]  ί(χ)άχ=2]  ί(χ)άχ 

-  α  0 


ΜΊ 


Ολόκληρη πικ<κ  Λογισμός 


ΘΕΜΑ 


1 


Να  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα:  I  — 


άχ 


συνχ+  αυνα 


Λύση 


Έχουμε:  1  =  Μ 


2  χ  +  α  χ-α 
συν — - —  συν — - — 


-\Ι 


συν- 


χ  +  α 


2·*  ι\  +  α  2Χ_α 

συν  — - —  συν  — τ — 


όχ= 


ημα 


ί 


)η 


συν 


χ-α 


συν- 


χ  +  α 


Λ 


άχ  = 


ημα 


Ιο 


συν 

χ-α 

2 

χ  +  α 

συν 

2 

+  ε  ,  ημα  ^  0. 


ΘΕΜΑ 


Να  υπολογιστούν  τα  παρακάτω  ολοκληρώματα: 


_ άχ _ 

ημ(χ  +  2000)  ημ(χ+  1998) 

άχ 


συν  (χ  +  2000)  συν  (χ  + 1998) 


(  >\θΚλη|Η'>ΙΙΚΟ  ,  ΛθγΐΠ|Ι.()^ 


34Κ 


_ άχ  _ 

ημ(χ  +  2000)  συν(χ+ 1998) 


Λύση 

ημ  («  -  β)  =  ημ((χ+ ο)  -  (χ  + β)) 
συν(α  -  β)  =  συν((χ  +  α)~  (χ  -+-  β)) 


[ηχούμε: 


Ιι  = 


Η  = 


= 


ημ(χ+  1998) 


ημ(χ  +  2000) 
συν(χ  +  1998) 


άχ- 


1 


συν  (χ  +  2000) 
ημ(χ  +  2000) 


Λ 


συν(χ  +  1998) 


ΘΕΜΑ 


3 


ϋχ- 


ημ2 

2 


1η 


ημ  (χ  + 1998) 


Λ 


) 


άχ- 


ημ2 

1 


1η 


η  μ  (χ  -Η  2000) 
συν(χ  +  1998) 


+  ο 


συν  2 


1η 


συν(χ  +  2000) 
ημ  (χ  +  2000) 


+  ο 


συν(χ  + 1998) 


+  ο 


Να  υπολογίσετε  το  ολοκληροιμα:  Ι  =  |ν?  +  2000  άχ 


Λΰση 


Έχουμε:  I  =  |  "^/χ2  +  2000  άχ  =  | 


άχ+200θ| 


χ2  +  2000 
•^χ2  +  2000 
Οχ 


Οχ- 


^/χ2  +  2000 


=  [  <  χ - 

3  ν?+  2000 

-  {  ^ν/χ2  +  2000^ '  χ  άχ  +  2000 1  (ΐη 
=  χ  λ/χ2  +  2000- 1  λ/χ2  +  2000  Οχ  +  20001  η  χ  + λ/χ2 +  2000 
<=>  21  =  χ  >/χ2  +  2000  +  20001η  |χ  + 


+  νχ2  +  2000 


'άχ  = 


<=> 


λ/χ2  +  2000 


( )λοχληρ<ι)Τΐκαι,  Ληγιημπι, 


<=>  Ι  =  ·^χλ/χί  +  2000  ι·  1 0001  η 


χ-ι·  λ/?  +  200() 


+  Ο 


ΘΕΜΑ  4 

Να  υπολογίσετε  το  ολοκλήριομα: 

Ι  =  |  Ιη(ημχ)  <1χ 
Λύση 

Έχουμε: 

Ι  =  |  1η  (2  ημ-^  συν-·)  όχ 

=  |  (ίπ  2)  όχ  + 1 1η  |ημ^·  όχ  +  |ΐη^συν^ 

=  (1η 2)  χΗ-|ΐη  ^ημ^·  όχ  +  |ΐη^χυν^ 
Έστω  11 τότε: 

I  =  (1π2)  χ  +  2 1 1η  (ημυ)  όυ  +  2 1 1η  (συνυ)  όυ 
Επομένους: 

I  =  (Ιη 2)  Χ  +  2Ι+ 2  |ΐη  (συνιι)  όιι 
Δηλαδή: 


όχ 


άχ 


/ 

ίπ  \\ 

ημ 

2  _υ 

V 

V  )) 

όιι 


Για  I  =  -  υ  έχουμε: 

1  =  -  (ίιι 2)  χ  +  2 1 1η  (ημΐ)  =  -  (1η  2)  χ  +  2ΐ 
Άρα  ί  =  (1  η2)χ  4-  ο 


14*) 


ΘΕΜΑ  5 


Να  υπολογιστεί  το  ολοκλήρωμα: 


I  =  [  ημ(21ηχ) 


Λύση 

Θέτουμε  χ  =  ο1,  οπότε  όχ  =  ει  άϊ. 

Ηχούμε: 

1  =  |  ημ  (2  ίηε)  01  = 

=  |ημ  (Ιπε21)  ο1  όί  =  |ημ2ΐ(β,)/  όί  = 

=  ο1  η  μ 2ί  —  |  ·  Ιοννίΐάί- 

-  ε'  η  μ 2  (;  —  2 1  (ε*)'  σννίίάί- 

=  01  ημ2ί-  2  ο1  συν2ΐ+  2 |  ε1  (-2)  ημ2ΐόΐ  = 

=  ο  ημ2ί- 2ει  συν2ί“  41 
Λρα 

I  =  ^  β'  (η μ2ί-  2συν2ί)  +  ο- 
=  ^  ε,πχ  [ημ21ηχ- 2  συν21πχ]+  ο  = 

=  χ  [τμ(2 “  2  ονν{2  1ι\χ)]  +  ο  ,  οε  Κ. 


ΘΕΜΑ  6 


'4  1-ημ2χ  , 

-  αχ 

ο  1  +  ημ2χ 


Ν < 4  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα: 


Λΰση 

Ιος  τρόπος 


ια  χ  ; 

κ 

=  1  -  4  <*χ 

=  < 

-ΐι  , 

Ιι  = 

π 

4  ’ 

1 2  = 

π 

2 

2χ  = 

=  21-- 
2 

I  - 

Γ"2  1  -ημ2χ 

ίΐχ  * 

-π/2 

1  +  συν2ί  , 
- —  <41: 

-?ι/2 

συν2! 

9  “  1 

ο  1+ημ2χ 

π/4 

1  -  συν2ί 

ϋ 

π/4 

ημ! 

— 

σφ2ί  ά  I:  = 

-π/2 

ί  \ 

"Ν 

-  -  1 

<*'=-[ 

σιρ  ι 

1  π/2 

π/4 

π/4 

(ημ< 

) 

1  π/4 

ϋΙ  = 


κ 

4 


-ΐ=1 


π 


2ος  τρόπος 
Έχουμε: 

I 


=  ]*νι^+  ν  =2γ 

\  1^1  +ημ2χ  ^  \ 

,  2γ _ ^ -=Γ 

Ζ·).  ,  (  ττΛ  4  I1 


ϋχ 


0  (ημχ+  συνχ)" 
π/4 


-Η 


π/4 

0 


0  2  συν2 


(  π^\ 

Χ~4 

V  / 


π  I  (  π 
=  εΨ  Χ~Τ 


ϊ 


π  _  *  ^  π 
' 4  ~ 1~ 4 


2  0 


ημχ+συνχ=  ημχ+  η  μ 


π 


2~Χ 


π 


-  2  ημ-^-  συν 


Χ~4 


7 


=  ^2  ο 


^  πΛ 

χ-4 


συν 


7 


ν 


7 


ΘΕΜΑ 


7 


Να  υπολογιστούν  τα  ολοκληρώματα: 


352 


( )λοκλιμηιιπκο',  Λογισμός 


0)  Ιι 


άχ  (π)  Ιϊ  = 


ίΐχ 


χλ/Ϊ^χ3 


Λύση 


/  Ν  .  Χ  + 1  ,2  ,  Χ“  1  2  ^2 

(ι)  Θέτουμε  - =  1  και  εχουμε  - γΗ - 7  =  1  <=> 


χ  - 1 


2  2 

=  I2 -  1  <=>  χ  -  1  =  — -  <=>  χ  +  1  = 


χ- I  χ-  1 
2 


χ  -  1 


I2-  1 


ι2  -  1 


+  2  = 


2ίχ 


12-1 


και 


χ  = 


ι2-  1 


+ 1  =. 


ί2  4- 1 
12-1 


=  2ί(ί — 1)  21(1  +  1)  ϋχ  =  _  4ί  ^ 

(Ε2-!)2 


(Ε2-!)2 


1ι  =  |(χ+  <ίχ-|  Υ~~~  '  1’  Τ~~  3  ε|Ι:=~~8  — ΐ 

-1  Νχ- 1  2ε2-ι  α2-η3  1  ίΕ2 -  Π3 


(ΐ-ΐ)· 


<]ε 


(ι  -  1)· 


Στη  συνέχεια  αναλύεται  η  συνάρτηση  ^  σε  άθροισμα  κλασμά- 

τιον  και  στο  τέλος  βρίσκουμε 

2 (χ 4- 7)  ι - —  _  γγ-  νχΤΓ- Λ (2 

1 1  —  ~  νχ  Η~  1  4·  2  V 2  1  π  / —  ~  4-  ο 

3  νχ+  1  +  ν2 

(π)  Θέτουμε  1-χ3  =  12  =>  -  3Χ2  ύχ=  21  άΐ 

χ2άχ__  1  |*  —  3Χ2  ύχ  1  [  2ϊάϊ 
Τ ^ ^  _3,Γ,  3  “3  *) 


12  =  1 


3νϊ^Γ  3^X3VΓ^7 


ι  (I  -  1ζ) 

1  ί  ύΐ  1  Γ  άί 


=  _2  Γ  άί  __  1  γ  1+1 +  (!-£)  1  ; ^ 1  γ 

3·ΙΙ-ί2'  3-1  (χ  —  ()  (1  4-1)  3  ^  ι  _  ί  3  ^ 

1 


1  +  ί 


=  -·|-1η  1  -  λ/ι  -  χ3  -  ^  1π  1  +  V 1  -  χ’ 


1  . 

+  ο  =  1η 


νΤοϊ3-! 


V  I  -  χ3  +1 


4-  ο 


ΘΕΜΑ 


8 


Να  υπολογιστούν  τα  ολοκληρώματα: 


( )λ(»'λΐ)(><ι>τη«>ς  Λογκιμο- 


3Μ 


ω  ΐι  =  ( 


(IX  (ϋ)  12=  ί 

0 


1  1η  (χ  +  V I  +  χ2 ) 


ντ+χ2 


ίΐχ 


Λΰ<τη 

(ί)  Θέτουμε  νΐ  +  λ/χ  =  ΐ  =>  1+  'ίχ-ΐ*  =*  χ  =  (ιΛ  —  I  )4 
=>  όχ  =  4·  3ί*  (I3  — 1>3  <1ί  =  12(?  (I3  —  I)3  (Η 


Ιι=12|4φ4,ι=12|ΐ^:^ 

}  λ/(ϊ  -  1)  *  (ΐ3-1)2 

Γ  .7.4 

=  12]  ί3  ([3-1)ύί=12|((ΰ-(3)ί1ί=12“--  12~  +  ο  = 

=  ^-^-Ηο  =  |(4ί3-7)1:4  =  |(^(1+  ^)4  [4(1+  >βΓ)-7] 
+  ΐχ  )4(4  >/χ~ —  3)  +ο  ,  εε  Κ 

2χ 


3  /*3 


7 


(π)  Θέτουμε  1υ  (χ  +  VI  +Χ2)  =  ί 


λ/ι  +  Χ2 


+  χ 


VI +  Χ2  (χ  +  νΐ+χ2) 


<3χ  =  ϋΐ 


1  ^2^1+χ2 
χ  + VI  +χ2 

<1χ 


<1χ=  (11  => 


ν^2 


-=  άΐ 


3η  0  +>5) 

V" 

€  <11  = 

0 

2 

+  χ 

|Ιη(1  +λ/2)  |η2  α  +  νΓ) 

”  2 

10 


ΘΕΜΑ 


9 


Να  υπολογιστούν  τα  ολοκληρώματα; 


άχ 

συν*χ 


( >λοκλΐ|ςΜ0ΜΚοι,  Λογι,σμδς 


354 


τ  Γ  ϋχ  Ιοί  , 

(ϋ)  12  =  - ί - Τ~  ,  α  ^  ,  Κ  €  / 

·’  συνττ  -  αννα  ^ 


Λύση 

(0  <ι=1 


συνχ 
συν4  χ 


<1χ  = 


Γ  συνχδχ 

(ΐ-ημ2χ)2 


Θέτουμε:  ημχ  =  1  =>  συνχάχ  =  <1 1  και  έχουμε  Ι(.  =  Γ 


εΐί 


(1  - 12)2 


Είναι· 


ί 


Α  Β 
+ 


+-^+  Δ 


(1  -  ί2)2  (1-02(1  +  1)2  Ι-ι  (1-ΐ)2  '  ι  +  ι  (ΐ  +  ι)2 

προσδιορίζουμε  τους  Α,  Β,  Γ,  Δ  κ.λ.π. 

δχ 

(ϋ)  Θέτουμε:  εφχ  =  I  =>  δΙ  = 


συν2 


είχ 


.  Γ  συν^χ  Γ 

12  =  - - - τ  =  - 

συ\έ  α  1  - 

1-  Λ 


άί 


συν^αΐΐ+ΐ2)  1 -συ^α-^συι^α 


ϋΐ 


συν2  χ 
άΧ 


1 


1 


ί 


<ίχ 


ημ2  α  -  ί2  συν2  α  συλ?α2εφα 
*  ^1η  1 1  +  εφαΙ  -  1η  1 1  -  εψαΙ  ^ 


+ 


ί 


<3ΐ 


Τ)μ2α 

1 

ημ2α 


εφα+ 1  εφα-  ί: 


1η 


εφχ+  εφα 


εψχ- εφα 


+  ο  = 


ημ2α 


1η 


ημ(χ  +  α) 


η  μ  (χ  -  α) 


+  ο 


ΘΕΜΑ 


Να  υπολογιστούν  τα  ολοκληρώματα:  (ϊ)  Ιΐ  =  ^ 


εφχ 


συνχ  (συνχ  +  ημχ) 


(Ιχ 


( )λοκλϊ|(Ηΐ)ΐικός  Λογισμοί, 


^εφχ 

συν^χ 


<1χ 


Λΰ«η 


(ΐ)  Θιίτουμε:  εφχ  =  (: 


συν^ χ 


άχ-ύί 


ι  =  (ϋϋ=  [1±ί — ί ίΐι  =  ί <ΐ(- ί 

·'  I  + 1  ]  ι  +  ι  -1  }  I  + 1 

=  £  -  1 11  1 1  +  1 1  =  εφχ-  1π  |  εφχ+  1 1  +  ο 
(Η)  Ϊ2=  |  ^  0-  +  εφ2*)2  =  |  (εφ4χ  +  2εφ2χ Η- 1) 


<3ί 


=  ίΐ^άχ+2ΐιη,άχ+  γ  _ 

συνχ  συν  χ  συνχ 

=  |  εφ4χ  (εφ^'  <3χ  +  2 1  εφ2χ  (εφχ)7  <1χ  +  εφχ= 

1  5  2  3 

-■^εφχ  +  ^·εφχ  +  εφχ+  ο 


συλ^χ  *  συν2 χ 

εφ\  .  Γ  άχ 


συΆ 


(ίϋ)  Θέτουμε:  εφχ=Ι; 


συν2  χ 

ΐ3=ί^<1χ=ίνΓ«ιι=ί^(ΐι= 

συν  χ  '*  'ί 


<3χ  =  (3ΐ: 


ι1/2  +  1  2 


3  "3 
2 


=  έ  ν?~  =  ν  νεφ3χ  +  ε 


ΘΕΜΑ 


11 


Να  υπολογιστούν  τα  ολοκληρώματα: 


1η3χ 

χ  (1  +  ΙιΑ;) 


Λύση 


,  (6  (ε  + 1)  , 

Μ  ϋ 


Θέτουμε:  €χ-ί  £χάχ=ά1 

_1±1_Λ=Γ_ί*_+Γ_ίί_ 

1(1-1)  Μ-  1  Μ  (1-1) 
άί  Γ  (Η 


Ιι  = 


=  !  η  |1  -  1 1  +  {  ~  -  {  γ  =  1η  |ί  -  1|  + 1  η  |1|  +  ο  =  2  I  η  |οχ 


—  II  —  χ  +  ο 


(ίί)  Θέτουμε:  1ηχ=  I 


-ε1χ  =  οΙί  και  έχουμε 

X 


ι2  +  1 


12+1 


1(11 
12  +  ί 


2  2 
-^-||[1η(12+1)]/ο1ί  =  ^-|ΐηα2+1)+ο  = 


2  2 

,1η  (1  +1η2χ)  +  ς 


(ιϊΐ)  Θέτουμε:  εχ  =  1  =>  χ  =  ΙηΙ  και  οχε!χ  —  ά\. 

^£-ή^„ι 


ι.2  “ί  \  Λ  ί-  λ  /Λ.2 


(Γ -  1)  <3ί 


I4  -  (3  +  2(2  - 1  +  1  -1  (12  +  1)2-1(Ι2  +  1)  ·'  (12  +  1)(12-1  +  1) 


=μ 

Λ  ί<.ι 


(1' -\)άί 


12  ί  ναι: 


12-1 


21  21  "1 
-  +  ■ 


(Ι2+1)((2-1  +  ί)  12+ί  '  ί2-1  +  1 


Τ  Γ  2ΐάΐ  Γ 

*’=-  ϊττ  +  ί 


=  Ικ 


ι2+1 
I·2  -  ι  + 1 
12+  1 


21-1 
I2  -  1  +  1 


οποτε 


<1ί  —  —  1η|1ζ  +  1|  +  Ιη|ΐ2  —  I  +  1 1  — 


-1η 


ο2χ-οχ+1 


+  ο 


62Χ  1 


Ολοκληρωτικής  Λογισμός 


3*7 


ΘΕΜΑ  12 

Ν<χ  υπολογιστούν  ία  ολοκληρώματα: 

(χ2  - 1)  <1χ 


(>)  Ιι  = 

}- 

*  χ 

(ίί)  12  = 

I- 

■'  χ 

Λΰση 

(0  ε={ 

χ2·ν 

θετού με: 

χ  + 

νχ4  +  2Χ3  +  4Χ2  +  2χ+  1  > 


χ>  1 


(χ2  -  X)  άχ 


(χζ-  I)  ςΐχ 


Τ“ί 


ς_Γ 

χ2 


άχ 


,  ]  — τ - ^ — τ- 

+  2χ  +  4  +  -  +  -^  Υχ2  +  -^  +  2(χ  +  — )  +  4 

X  χ2  χ2  χ 


ΐ'-ί 


2 

χ 

άί 


V*2-  2  +  2ί  +  4  :  λ/ι2  -η  2ί  -η  2 


4 


χ2 

^  2 


όχ= 

-=  1π  (ί  +  1  +  VI2  +  21  +  2 )  +  ο 


Λρα  Τι  —  ]τι 


(")  12  =  / 


ίχ+χ+Ι  ^χ4  +  2χ3  +  4Χ2  +  2χ+  1  λι 


+ 


V 


+  ο 


1  χ2 


Υχ2  +  ΐ+  2  (χ  +  — )  +  3 
χ  χ 


<1χ 


1 


Θετού  με:  χ  +  —  =  ι  οπότε 


λ  η 


Ϊ2  =  | 


χ 
άί 


1  — 

2  2 
X 


4 


V 


ϋχ=  άί 


αΐ 


/ 


λ/ι2-2  +  2(  +  3  ϋ  VI2  +  21+1  ϋ  λ/(ί  +  1) 


4 


ύί 


=  Ιιι  (ί  +  3)  =  1η 


(  ϊ  Λ 

X  +  Η  1 
X 

\  2 


+  ο  =  1η 


χ2  +  χ  +  1 


X 


+  ο 


ΘΕΜΑ  13 


Να  υπολογιστούν  τα  ολοκληρώματα: 


(ί>  !ι  =  1 
(")  Ϊ2  =  | 


χ2  -  2χ  -I-  5 

χ2  +  χ  +  2 
λ/χ2  + 1 


άχ  ,  χε  Κ 


Λύση 


())  Ιι  =  |  (χ2  -  2χ  +  5)  ε_χ  άχ=  - 1  (χ2  -  2χ-η  5)  (υ_λ)'  (1χ  = 
=  '-(χ2-2χ+5)  β~χ  + 1  (2χ-2)  €~χ  άχ  = 

=  -  (χ2-2χ+5)  6~χ- 1 (2χ—  2)  (β~'*)' άχ= 

=  -(χ2-  2χ  +  5)  -  [  (2χ-  2)  <Γ  χ  - 1 2<Γ  χ  άχ )  - 

=  -  (χ2-2χ  +  5)  €-χ  -  (2χ-  2)  β~χ  Η-  2 1  β~χ  άχ  = 


-  (χ2  -  2χ  +  5  +  2χ  -  2)  ε  χ  -  2  ε  χ  = 

—  ο-  χ  (χ2  +  3  +  2)  =  -  €~  χ  (χ2  4-  5)  +  ο 


(ϋ)  Ϊ2  =  |  ~?"2+  Χ  +  1  <^χ  =  ]  ^χ2  + ϊ~άχ  +  | -7=^=  άχ  +  |  7 

ϋ  νχ2  + 1  2  νχ2  + 1  3  V: 


ίΐχ 


χ2+  I 


=  ^  (χ  ^/χ2  + 1  +  )η  (χ  +  νχ2  +  Γ )  +  νχ2  +  1  +  Ιτι  (χ  +  Λ^χ2  +  Γ)  +  ο 


ΘΕΜΑ  14 

'ΙΐίΓΠι)  ί:  (0 ,  °α)  — >  Κ  μια  συνάρτηση  με  μι.α  αρχική  Ρ.  Να  βρεθεί 


Ολοκληρωτικός  Λογιομός 


η  Ρ  όταν 


Ρ(χ)  ί 


Λΰαη 


'Ι' 

χ 

\  ^ 


(χ2  + 1)  (χ2  +  3) 


και  1(1)  —  4 


Είναι:  Ρ 


η 


α+ό 

χ2 


/ 


(- 


Ρ(χ)Ρ 


χ 

V  7 


ουυ 


ί(χ)  =  - ί 


4  +  3 
χ 


7- 


(χ2  + 1)  (1+3Χ2) 


X 

V  77 


=  Ρ'(χ)  Ρ 


ίΐλ 

χ 

I 

V  7 


\ 


-  —  Ρ' 

χ2 


ηλ 


X 

X  ) 


Ι'(χ)  Ρ 


/η 


η\ 


Ρ(χ)  = 


Ρ(χ)  = 

(χ2  +  1)(1  +  3χ2)  1  (χ2  +  1)  (χ2  +  3) 

χ2 


2  (χ2  + 1)  (3Χ2  + 1)  -  (χ2  + 1)  (χ2  +  3)  (χ2  + 1)  (3χ4  +  χ2  -  χ2  -  3) 


X 


χ2  +  1)  (3χ4 - 3)  3χ6  +  3χ4-3χ2-3 


=  3χ*  +  3χ-  3χ  1  -  3χ  3 


Αρα 


Ρ(χ)  Ρ  —  |  =  |  (3χ^  +3χ~3χ  1  -3χ~3  <1χ=  ^-χ4 +  |·χ2 +  3  Ιηχ  +  ο 


Όμως  Ρ 


Πϊ  (χ2+1)(3χ2  +  1) 


X 

V  7 


χ  ί(χ) 


χΓ(χ) 

3 

4 


οποτε 


Οϋθ’  +  ΙΗ*»*·)  3  <4/-3Ιη»  Λ 


2Χ2 


Όμως  ί(1)  =  4  και  Ρ(1)  =  2  ,  οπότε  ο  =  — 

3  5  3  3  η ,  3  1 

2  χ  +  7Γ  χ'  -  3  1ηχ+  —  4-  —  χ 

Ιη|Γ(χ)|  =  {  — 


2χ  4 


(χ2  +  1)  (3Χ2  +  1) 


Ολυ  κλ Μυ υ )  ιι  η  < » ς  Λ  ο  γ  ι<  η  ιό  ς 


3Μ) 


ΘΕΜΑ 


15 


Να  υπολογιστεί  το  ολοκλήρωμα: 


ι 


=ί 


5  +  ημ2χ+  3ημχ+  5συνχ 
ημχ+  συνχ+  2 


<ϊχ  ,  χε  Κ 


Λύση 

ΐΛίναι:  5  +  ημ2χ+  3ημχ+  5συνχ=  5  Ί-  2ημχσυνχ-ϊ-  3ημχ+·  5συνχ- 

2 

=  (ημχ+  συνχ+  2)  -ημχ+συνχ 

η 

|·  (ημχ+  συνχ+  2)  +  συνχ-ημχ^_ 
ημχ+συνχ+2 


Λρα  1  =  ] 

ί  /  ΛΧ  ,  Γ  συνχ-ημχ 

=  ]  (η  μχ  +  συνχ-1-  2)  άχ  +  ] 


ημχ+  συνχ+  2 


όχ- 


ί/  .  ι*  (ημχ+συνχ+2)  , 

=  (ημχ+συνχ+2)  άχ  +  - άχ 

ημχ  +  συνχ+2 

=  -  συνχ+ημχ+  2χ+  \η  (ημχ+  συνχ+  2)  +  ο 


ΘΕΜΑ 


16 


Λν  η  συνάρτηση  ίϊ[0,  1]  — >  Κ.+  έχει  μια  αρχική  συνάρτηση 

Ε:[0,  1]  — >  Κ  τέτοια  ώστε  Ρ(0)  =  0,  αποδείξτε  ότι  υπάρχει 

ΛΟ  2 

ΟΕ  (0,1)  τέτοιο  οιστε:  Ρ(θ)  <Τ1)ν-ςτ-  <  —  ί(ε) 

ζ  κ 


Λύση 

Ιίάσει  της  άσκησης  191  υπάρχει  οβ  (0,1)  τέτοιο  ώστε: 


.V) 


( )  λοκληυ  π  ντικ»  κ, .  Αογ  Μ  ι  μ<  κ; 


|  Ρ(χ)  (την“(Ιχ 


*-·/  \  310 

2  Ρ(χ)(τυν-τ- 


|  Γ(χ)  ϋχ 


Γ(ο) 


Όμως 


Γ1  πχ  Γ2  πχ  γυ  χΐ  2  Γ* 
Ρ(χ)συν^οΙχ  -ημ^-Ρ(χ)  ημ 

*'0  ^  ζ  _|ο  π  ο 

}  Γ(χ)  άχ 

ο 


}  Γ(χ)  άχ 


Ρ(1) 


.  2  Ρ(1)  __  2 
<  π  Ρ(1)  ^ 


Λρα 


Ρ(ο)  συν 

ϊίΓ 


πο 


2  2  λ  πο  2 

-<-  «  Ρ(Οσυνγ<-ί(ο) 


ΘΕΜΑ 
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Να  βρεθεί  το  μέγιοτο  της  συνάρτησης:  Γ(χ) 


Λΰση 

Ρ'(χ)  - (συν^'  VI  4- συ^χ  -  (ημχ)'  VI  +η^χ  - 
=  -  η  μχ  V 1  -ί-συν^χ  -συνχΊί  +ημ^ 

Ρ'(χ)  =  0  £=>  ημχνϊ  4-  συ\^  χ  =  -  συνχνί  +ημ2χ  <=> 

η  μ2χ  ( ί  +  συν2 χ)  =  συν^χ  ( I  +  η  μ2χ) 
η  μ2χ  Η-  η  μ2χ  συν2 χ  =  συ  Λ  4-ημ^  συΆ  <=> 
ημ2χ  =  συΆ  <=>  εφ2χ=1  <=>  εφχ=±Ι 


ί(χ)  (Ιχ 


+  ί2  (Ιί 


<  )λοκλ»|ροΗ  ικος  Λογισμός 


Όμως  εφχ  <  0,  οπότε  εψχ  =  -1  <=>  χ  =  - 


^  +  Ι(7Ϊ  ,  Ι(  Ε  '£ 


0 

2π 

3π 

2π 

4 

4 

- 

0 

+ 

0 

ρίτ]=^2  νΓ77ί11  '  ρ 

V  /  2 


Γ··,„:,χ=Ρί^1=|ν^Γ^ 


-]  ^ 1+*2  ά* 


ΘΕΜΑ 
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Να  βρεθούν  οι  Α,  Β,  Γ  τέτοιοι  ώστε: 

}  ί(χ)άχ=Αί|'-^  +  ΒΓ(0)  +  Γί^ 


<ϊ 


για  κάθε  πολυωνυμιν.ή  συνάρτηση  Γ  βαθμού  το  πολύ  3 

Λύση 

' Ι;ίστί»  ί(χ)  =  αχ3  +  βχ2  +  γχ  +  δ  ,  α  ,  β  ,  γ  ,  δ  ε  Κ 

|  Γ(χ)  ύχ-  Δ  -£  9  _ι-  Λ  9  -  -β  0Λ 

-  I 


Γ+  3  +  2  +δχ|  =32  +  ^2=^  +  2δ 


Λ()(1  — &  -1-  2δ  —  Α  ί — —  -Η  —  -  —  4-  δ!+  Β  δ  +  Γ  ( ■  α  -Η  — +  -^-4-  δ 

ρα  3Η20  Α  2^12  2  λ/2  2^2  2\/2 

^  2  ;  1 
Λρα  Α  =  Β  =  Γ  =  | 


Ολοκληρωτική  ί,Λίνγη  η  ι  ή  ς 


3(>  * 


ΘΕΜΑ 
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Να  υπολογιστούν  τα  ο  λοκηρ  αίματα: 

ιΛ 


(0  Ιΐ  = 


1  +  χ- 


X 


6Χ  +  1/χ  άχ  ,  χ  >  0 


( 


">  Τ2  =  1 


άχ 

λ/χ(1  —  χ) 


,  χ  ε  (0,1) 


Λύση 

(0  ϊι  =  .ί 

-ί 


'  ιΛ 

1  +  X  —  — 
χ 


Γ  V 

χ+  Ι/χ  . 

( 

η 

χ  +  Ι/χ 

Ο  + 

χ  —  — 

X 

0 

4  / 

V 

< 

λ. 

ί(χβΧ+ 


:’,+  ,Μάχ= 
άχ  = 

χβχτ1/*  άχ  = 


X  + 

X 

1Λ)άχ=χβχ+ιΛι  +  ο 


(ϋ)  Θέτουμε  χ  —  αννί  ,  ί€ 


'ο  -λ 


οΚ 


οπότε  όχ  =  - 2  ημίουνίόί 


Γ  -  2  ημίσυνΐ 

Εχουμε  Τ2  =  ^  ,  2  " 1  =τ— 

\συνΊ:  (1  -  συ\τ  I) 

=  -  2  ΓϋΜ^^_ι όΐ=  -2ΐ  +  ο  ,  όπου  χ  =  συ\?  ί 
3  συνίημί 


ΘΕΜΑ  20 

Έστω  Γ:[(λ,  β]  — >  Ιί  μια  συνάρτηση  συνεχής  και  §![(Χ,  β]  — >  Κ 
μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  στο  *ο  Ε  [α>  β]  Η·ε  8  (*ο)  _  ^  και 
Ιί'  (*ο)  *  0.  Χωρίς  τον  κανόνα  Γ  ΗοκρίΐαΙ  να  υπολογιστεί  το  όριο: 


1(1)  ίΐΐ 


I  ϊ  111 

X  — >  λο 


ΜΙ 

8(χ) 


Λύση 


! 


Γ(ί)  άι 


Χ(ΐ 


(χ  -  Χο)  ί'(ο) 


ί(ε) 


I  ίνουι  υ·::  I  ί  ιη 

χ-,ν„  8(χ)  800  £(χ)  -  §(χο) 

χ  -  χο 


όπου  οε  (χο ,  χ) 


Η  I  είναι  συνεχής  στο  χ«,  οπότε  όταν  χ  ->  χο  έχουμε  ο  -ο  χο,  άρα 
Ιίιη  ί(χ)  =  ((χο) 

X  -  >  Χο 

μ  ■  παραγιογίσιμη  ατο  χο,  οπότε 

,.  ΰ(χ)-^(χο)  ,,  , 

Ιιιυ  - =  8  (χο) 


X  )  Χ|)  λ 

ί  ί(1)ίΗ 


Αρα  I  ί  ηι 


Χο 


ϊ(χο) 


χ  ->  χ,,  8(χ)  8'(χ«) 
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'((<π<ι)  I:  [0,1] ->κ  μια  συνάρτηση  συνεχής  στο  [0,1]Μ  ΧΟ 
παραγωγίσιμη  στο  (0,1)  ,  τέτοια  ώστε: 

ι)  |  Γ(χ)  -  2x1  <  ί(χ)  για  κάθε  X  Ε  [0,1] 

λ)  1(0)  =  0  και  1(1)  =  1 


( )λοκλί|(Νΐ)π,κ<κ,  Ληγκιμι», 


Αποδείξτε  άτι: 


Γ<}  Γ(1)  ίΐί 
ο 


26-5 


Λύση 

|Γ(χ)-2χ|  <  ί(χ)  ο  -Γ(χ)  <  Γ(χ)-2χ  <  ί(χ) 

Επειδή: 

ί(χ)  +  Γ(χ)-2χ  >  0  ,  για  κάθε  χε  [0,1] 
η  συνάρτηση 

β(χ)  =  6χί(χ)  +  (-2χ  +  2)εχ  χε[0,1] 
είναι  παραγωγίσιμη  στο  (031)  και 
β'(χ)  =  σχΓ(χ)  +  Γ(χ)6χ+εχ(2-2χ)-2βχ=βχ(ί(χ)  +  Γ(χ)-2χ)  >  0 
Αρα  η  §  είναι  αυξουσα,  οπότε  £(0)  <  §(χ)  <  §(1)  για  κάθε  χε  |(),1  ], 
δηλαδή:  ί(0)  +  2  <  ο*(£(χ)-2χ  +  2)  <  ο£(  1 )  Φ=>  2  <  6χ[ί(χ)-2χ  +  2 1  <  υ 

<=>  2ο'χ  +  2χ-2  <  ί(χ)  <  61_χ  +  2χ-2  (1)  για  κάθε  χε[0ν1] 

Από  την  (1)  έχουμε  £(χ)-Γ(χ)  +  2χ  >  0 

οπότε  αν  Η(χ)  =  -ο"χί(χ)  +  (-2χ-2)&"χ  ,  χε[0,1] 

η  Η  είναι  παραγωγίσιμη  στο  (0,1)  και 
Ιι'(χ)  =  6'χί(χ)-ο’χΓ(χ)-2ο  Χ“6  χ(-2χ-2)  =  ο'χ[ί(χ)-Γ(χ)  +  2χ]  >  0 
Αρα  η  Η  είναι  αυξουσα  και  1ι(0)  <  Η(χ)  <  δ(1)  για  κάθε  1ιε[0,Ι  | 
Αρα:  -ί(0)-2  <  -ε'χί(χ)  + (-2χ-2)ε'χ  <  -β  ιί(1)-4«  ι  ο 
-2  <  -ε'χί(χ)  +  (-2χ-2)ο'χ  <  -5ε' 

-2εχ  <  -ί(χ)-2χ-2  <  -5ε  1  +χ 
-2βχ+2χ+2  -ί(χ)  —  -5εχ  *+2χ+2 

2εχ-2χ-2  >  ί(χ)  >  5εχ'ι-2χ-2 
5εχ·'-2χ-2  <  ί(χ)  <  2εχ-2χ-2  (2) 

Έχουμε: 

=  -2β“ι  +  1-2+2  =  ---ι-Ι 

0 

»■  *ι 

(ο 1  ” Χ  +  2χ  -  2)  άχ  =  ο1  ό  I  +  ίχ  -  2x1  =  6  —  1  +  1— 2  =  6  —  2 
ο  ο  ->0 


,\{)6  ΟληκλιμΜοπχηι,  Λογισμός 


1  ο  ..  ι  I 

I  (ίο*-  '-2χ-2)<)χ  =  5  I  ο*  ιΙΙ  — Γχ2Η-2χ|  ^5(1-  )--3  = 

II  - 1  1  -Ό  0 

•  5  -5ο"  1  -  3  =  2-- 

6 

Γί  1 

(2οΧ“2χ- 2)  ϋχ  =  Γ2εχ-χ2-2χ]  “  26-  3  -  2  =  2&~5 
ο  1  -»0 

2  Γ1 

Λρα +  ϊ<]  ί(χ)  <3* ^  ” 5 

ο 


ΘΕΜΑ 


Έστο>  ί:Κ->Κ\{0}  μια  συνάρτηση  δυο  φορές  παραγωγίσιμη,  Αν 

Γ"  (χ  -  α)  Γ(χ  +  α) 

- = -  .  Να  υπολογιστεί: 

Γ  (χ  -  α)  Γ  (χ  +  α) 

ί'(-α)  Γ(α)  Γα  άχ 

Γ(-α)  Γ  (α)  ·'_α  ί(χ-α)ϊ(χ+α) 


Λύση 


Γ  (χ  -  α) 
ί  (χ  -  α) 

(1 

οπυτε  — 


_  ϊ'  (χ  +  α)  ί(χ  -  α)  ΐ(χ  +  α) 

ί  (χ  +  α)  ^  Ϊ'  (χ  -  α)  Ϊ'  (χ  +  α) 

Γ(χ  -  α)  ί(χ  +  α)  _  ~ 

Γ  (χ  “  α)  Γ  (χ  +  α) 


,,  Γ(χ~α)  ί(χ  +  α)  _  Ό 

Λρα  '  2 “  =  ο  για  κάθε  χξ  Κ 

Γ  (χ  -  α)  Γ  (χ  +  α) 

ί(—  α)  Γ(α)  _  ί(χ  -  α)  ί(χ  4-  α)  _ 

Γ  (-  α)  Γ  (α)  ϊ'  (χ  -  α)  ϊ  (χ  +  α) 


Γ(-α)  ί(α)  Γα  άχ _ 

Γ  (-  α)  ϊ  (α)  ^_α  ί(χ  -  α)  ί(χ  +  α) 


=  0 


οπότε 


Ολ( ^λι^ονακ*  'ίς  Λογη  ιμο^ 


Γ(χ  <0  Γ(χ  \  α) 

Γ  (χ  α)  Γ(Χ“ΐ·<ί) 


ίΐχ  +  α)  Γ“  (χ  -  <  ι) 

ί  (χ  —  α) 

+(χ  +  α)Ν| 

Γ  Ι«^<,χ=Γ,„|ί^|Τ 

«■ί  -ΓΛιγ  4- ιίΛ  ί  ((γ  —  γΑ  -I 


-I- ϋχ- 


-α  ?(*  +  α) 

ί(χ  -  α) 

Ιπ  -1η 


£(χ-  α) 


ί(0)  =1  «2α)  ί(-  2α) 

£(-2α)  Π  ί(0)  '  ί(0) 


=  Ιη 


ί(2α)  £(— 2α) 


ΘΕΜΑ 


Έστω  το  πολυώνυμο  Ρ(χ)  =  αχ2  +  βχ  +  ο. 

Γ1  (ν  -  1)(ν  -  2)(ν  -  3) 

Αν  Χν  Ρ(χ)  άχ  =  1 - — - - -  όπου 

V  (ν  +  1)(ν  +  2)(ν  +  3) 

ν=  1,2,3  τότε  η  προηγούμενη  ισότητα  αληθεύει  για  κάθε  \£  Ν. 

Λύση 

Γι 

Θέτουμε:  φ(ν)=1-]  χνΡ(χ)άχ  για  κάθε  νεΝ 

ο 

φ(1)  =  φ(2)  =  φ(3)  οπότε  φ(ν)  =  (ν-1)(ν-2)(ν-3)0(ν) 

Γι 

Όμως  φ(ν)  =  1-]  (αχν  +  :2  +  βχν  + 1  +  οχν)  όχ  = 

ο 

ν  +  3  1  ν  +  2  1  ν  Η- 1  1 

=  1  -  α  -Χ-  ■  -  β  - -  -ο  — -  = 

ν  +  3  ρ  ν  +  2  0  ν  +  1  ρ 

_!_ί  α  (  β  ^  ο  3  _ Ρ(ν) _ 

ν  +  3  ν  +  2  ν  +  1  (ν  + ί)(ν  +  2)  (ν  +  3) 


ν>Κ  ( ϊλοκλιμιΐΐΜ  ικοι,  Αογισμάς 

όπου  Ρ(ν)  ι είναι  πολυώνυμα  3ου  βαθμού  με  συντελεστή  του  ν'  να 
Π  ν ί 4 1,  I.  Συνεποις: 


0(ν)  - 


_ 1 _ 

(ν  +  Ί)(ν  +  2)  -Η  (ν  +  3) 


I  -  {  χν  )>(χ)  ϋχ  = 

I) 


(ν  -  Ί)(ν  -2)(ν  -  3) 
(ν  +  1)(ν  4-  2)(ν  +  3) 


για  κάθε 


ν£  Ν 
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θεωρούμε  τη  συνάρτηση  ί:[1 

5  °°  )  -»Κ  με  «»)=  β-'ρ-'ί» 

Ο 

(ι)  Αποδείξτε  ότι  η  Γ  είναι  θετική  και  φθίνουσα  στο  [ΐ  >°°)· 

1 

(ϋ)  Αποδείξτε  ότι  ί(χ  +  1)  =  X  £(χ)  -  — 

0 

Λύ<τη 

(ΐ)  ο-,ιχ-1>0  για  κάθε  [0,1]  και  χξ  [!,«>)  οπότε 

) 1  ο-'  ι*- 1  £|1>0 

I) 

Αρα  ϊ(χ)  >  0  ,  για  κάθε  χε  [1,°°) 

Ίιστω  Χ|>Χ2ε  [!,«>),  με  Χι<Χ2-  Για  κάθε  ΐε[0,1]  έχουμε  0  <  (:  <  I 

οπόχν.  (Χ|  “ 1  >  ι"2  “ 1  . 

Λ(11ί  (.-·ιχ.-ι>ε-ν2-1  ^ 

.1  .1 

>  ]  Ο-1  (χ’ ί)1>  ]  '  (Τ*2 "  1  <1 1  »  ί(Χι)>ί(χ2) 

0  Ο 

Αρα  η  ί  είναι  ορθίνουσα. 


( )λοκλη(>ωτικος  Λογισμοί, 


Μ){) 


Γ'  ,' 

ί)  Ι(χ  +  !)  =  ]  <τ'Γ<Ιι  -  I  (ϋ  V  I*  ιΙΙ  = 

ί)  ί) 

Γ  Π1  Τ' 

--Γο"(ϋχ  +  β-ιχίχ“'  ϋΐ- 
1  -Ό  ο 

I  1 

=  -  —  Η- X  6"1ΐΧ_1ίΙΙ  =  χί(χ) - 
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(ΐ)  Αποδείξτε  ότι  αν  οι  συναρτήσεις  ί  και  §  είναι  συνεχείς  στο 
[<Χ,β]  με  §(χ)  > 0  για  κάθε  Χ£  [&,β] ,  τότε 

ΓΡ.  ΓΡ 

]  ί(χ)  δ(χ)  <1χ  -  ΓΪ13Χ  {ί(χ)}]  8(χ)  άχ 

α  α^χ<|ϊ  α 

{  I  ί(χ)  §(χ)  I  <1χ  <  ΠΓ13Χ  { I  ί(χ)  I }  I  §(χ)  <3χ 
α  α  <  χ  <  β  α 

(ϋ)  Δώστε  ένα  παράδειγμα  συναρτήσεων,  με  £  να  μην  είναι  θετική 

«α!  }  Γ(χ)  8(χ)  άχ  >  ηΐ3χ  {  I  ί(χ)  I  }  }  8(χ)  <1χ 

α  α  <  χ<  β  α 

Λύση 

(ί)  Έχουμε  £(χ)  <  ιτιαχ  (ΐ(χ)}  και  §(χ)  >  0 

Η  <  X  <  β 

Αρα  ί(^)β(χ)<  πίηχ  (£(χ)}  §(χ) 

«  ^  χ  <  β 


και,  |  ϊ(χ)£(χ)(1χ<  Γη ίΐχ  {[(χ)}  |  £(χ)  ϋ χ 

α<χ<  β  α 

'Ο  μο  ι  α  I  1(χ)  I  |  £(χ)  I  <  ιτι  αχ  { |  ί(χ)  |  }  I  β(χ)  I 

α  <χ  <  β 

/  |Γ(χ)  β(χ)Ι  άχ<  1Ή3Χ  (Ιί(χ)Ι  >  /  §(χ)^χ 
η  α  <  χ  <  β 


|  (2χ^-χ)<3χ 
ο 

I  (2χ-  I)  ϋχ 
ο 


Γ  2Χ3  χ2] 

1 

ι - 

I 

Ν>| 

1 _ 

0 

α 

)  , 

1 

6 


=  0  ,  ΓΏ.3.Χ  {Χ>  =  1 
α<χ<β 


ΘΕΜΑ 
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ΊΖστυ)  Γ*  [α,β]— παραγωγίσιμη  με  Γ(χ)>0  και  ισχύει: 

Γ(χ) 


Γ(χ) 


=  1998ί(χ).  Αν  ί(β)  =  1998ί(α)  να  υπολογίσετε 


& 


ολοκήρωμα  I  —  I  ί(χ)  <ϊχ  . 

α 


Λύση 


Έχομε: 


4  ^(1χ  -  1998  /ί(χ)<1χ 

λ  1(χ)  α 


Λΐ|λα6ή  ϊ  - 


— ^  /  (Ιη<χ))'<1χ 


1ηί(β)-1ηί(α) 

1998 


1 998 


Ιη  1998 
1998 


Ολοκληρωτικός  Λογισμικ, 
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4 


Να  υπολογιστεί  το  ολοκλήρωμα:  I —  Π1ΪΠ (Τ]|ΛΧ ,  (Τΐΐνχ)  <3χ 

0 

Λΰση 


Γ2” 

1  =  ]  ιιι ΐη  (ημχ ,  συνχ)  ιΐχ 


(π  λ  χ~2 
Πιναι:  ημχ- συνχ=  ημχ- ημ  χ-χ  =  2ημ - -τ 

„  (  πλ  κ  ρτ-  Γ  πλ 

=  2ημχ~4  συν ^  =  ν2  ημ  χ- 

/  4χ  -/  V  _  ) 


π  π 

Χ“2+Χ  Χ+2 

- χ - συν - τ- 


(  πΛ  Α  Α  π  π  5π 

ημ  χ  —  ^  >0,  όταν  0<χ-^<π  <=> 

( 3Τ  57ΐΛ 

Άρα  για  χε  είναι  ηπη(ημχ,συνχ)  =  συνχ 

|ΛΑΙ  ^  -5  π/4  -2π 

ί=|  ημχύχ+]  αΌνχάχ+Ι  ημχϋχ  = 

ι  Λ  Γ  —(Λ 


[ιπ/4 
-συνχΐ  4- 

Λ0 


544 

[ί4ιτ/4  γ  "|2π 
ημχ  I  +|-συνχ| 
π/4  ϋ5π/4 

5π  π  5π 


ίΐ  5  ΐΐ  τγ  5  ιι  λ 
=  αυνΟ-  συν-^  +  ημ-^--ημ·^  +  συν-^--  συν2π- 

-  44-1-1—4-^ 


ΘΕΜΑ 
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Να  υ πολογ κττεί  το  ολοκλήρωμα: 


( )ληχλΐ||Η0Μκος  Λογιομος 


ι,  =  { 


ρ  ίΐχ 
„  X  +  νχ' 


όπου  α,Ρ>1  και,  ΥΕ  Ν  ,  ν>2 


(ίί)  ΙΪΓΠ  Ιν 


V  — ■>  οο 


Λύση 


1  (χ~ν  +  )+ν)' 


χ+νχν  χ  ν  +  1  +  ν  -ν  +  1  X  ν  +  !  +  ν 


,  =  ^  (ίχ  _  1  ί15  (χ~ν+ί  +  ν)' 

,,  χ+νχν  -ν  +  1  -*α  χ-ν+1 


0Χ“ 


ι  Γ,  ,  -ν+κ1β  ι  ,  β  +  β~ν+ι 

- I ) η  (ν  -4- χ  )|  = - \η} — - γ 

-ν+ΐΛ  -*α  -ν  +  1  ν  +  α“ν+1 


—  ν  +  I 


1+^- 

--1— ΐπ - ^ 

ν  +  1  ι  .  α 
1  ν 

ν  ·  α 


(ίί)  Ιίιπ  Ιν  =  1πυ 


1  η — ; 
1  ν-β1 


-ν+1  ι  α 

V  ~>  ΟΛ  V  - >  ΟΟ  Χ  ^  _| _ _ 

ν-α' 


ΘΕΜΑ 
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Λττ,οόΐίΐξχι:  όχι: 


20^2 


4 


Ζψάχ<4-^ 

ο  >/χ  3 


χ>0 


( )λοκλΐ]ρωπκό^  Λογισμός 

Λύ«η 


3 


Έστω  Γ(χ)  =  ημχ-  χ  Η-  — -  (’(())  =  () 

,  ,  X2  X2  ,Ν  2  χ 

Γ  (χ)  =  συνχ-  ί  -I- γ  =  -^-2ημ  ~  = 


“  2 


'χ' 

2 

χ  / 


-ημ^ 


ΛΛ 

2 
V  /" 


>0,  διότι  ημχ  <  χ  για  χ>0 


Λρα  η  Γ  είναι  αΰξουσα  και  Γ(χ)  >  ί(0)  =0 

χ 

χ 

Συνεπώς  ημχ>χ--^ 

_  5/2 

Έχουμε:  ^Ιχ  <λ/χ  ,  οπότε 

ο  γΧ 


νχ - 


.5/2  Λ 


~~  X 


λ/χ  - 


5/2  Λ 


όχ</  άχ  <  I*2  Λ^Χ  όχ 
0  νΧ  •'ο 

όχ^]^  χ1/2  όχ-^τ  χ5/2ϋχ  = 


7 


χΜ~ 

2  1 

Μ 
1 _ 

3/2 

ο 

[ 

0*1 

[7/2] 

20^2 


Γ  Λ^Τόχ  = 

0 


2  =  2 &_±^Γ"*&_±(ιπ=__ 

0  3  21  3  21  ^  21 


4^2 


ΘΕΜΑ 
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Να  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα:  I  = 


λ/χ2  + 1  άχ 


373 


Λύση 


Ι  'χπυμκ  1=  ί  λ/?  η-  \  όχ  =  [  ^ ιΐχ  — 

νχ24-1 

ί!χ  +  |-=^=ι{1χ= 

Νχ^+Ι  νχ2  -Η  1 

ί  χ  -  *=<;|χ4-  Γ  (1π  (χ  4-  λ/χ2  4-  1  ))'  <3χ  = 

λ/χ2  I-  1 

|  χ  (λ/χ2  4-  1 )'  <3x4-  1π  (χ  +  λ^χ2  +  X )  = 


“  χ  λ/χ2  4-  I  -|λ/χ24- 1  <3χ+  Ιιι  (χ-1-  λ/χ2  4- 1 )  «> 


<  >  21  =  χ  λ/χ2  4-1  -4-  1η  (χ  4-  4- 1 ) 

Άρα  ϊ  =  ^ χ  λ/χ2  +1  +  —  1η  (χ  +  λ/χ2  + 1 )  +  ο 


ΘΕΜΑ  3 1 


Αποδείξτε  ότι: 


Λύση 


Ί:'<ιτ«)  Γ:  [0, 1]  — >  Κ  ,  με 
Γ'(χ)  =  2χ  (ο**  -  <4 -χ2) 


ί(χ)  =  ε*  +  β 


1  -χ 


άχ<  1  +  ε 


Ολοκληρωτικός  Λογιιηκκ; 


αχ> 

Ι'(χ) 


0 

14-6 


12/2 

0~ 

2Ί& 


I  +ο 


Από  τον  παραπάνω  πίνακα  έχουμε: 

2  ί(χ)  <  1  +  6  ,  χ  €  [0 , 1  ]  οπότε 

|  2  Λ^όχ<  ^(χ)  όχ<  |  (ΐ4-6)όχ  <=> 


2  Λ/ε~<  ί  β*  0Χ+  ί  ο1  χ  άχ<  1  +  6 

ω  ο 


ΘΕΜΑ 


Σ. 

χημ^ϊ 


Να  υπολογιστεί  το  όριο:  I  =  ΠΤΪ1 


ν  — >  °° 


Κ-1 


Σ 11 


κ=  ι 


συν 


-τίτ 

2Υ2 


Λύση 


Έχουμε  Ιίπι  Σν^νΉΙ  ί(1) 


V  — )  <*= 


V  V 


οπότε 


ϋλυΚΛιιυω  ι  Λογισμός 


V  -  ^  <·■> 


Λ  '  >) 

Σ.  πΙ<’  2  ^  πΐό 

' ημ 27  ν  Σννημ^ 

Ι<  =  1  ..  1ε  =  1 

"V - =  1ιηΐ  — ν - 

χ-  .  πΐί2  ν_>°°  2  ν  ^  πί;2 

>  κ  συν — 7τ  ν  >  -  —  συν — ^ 

2ν2  ^  ν  ν  2\τ 

Ι<  =  I  Ι<  =  1 


Γ1  π 

]  χημγχ 


%  χ  όχ 

2  ΪΙ 


|  χσυνττχ2  όχ 
ο  2 

ίΤ  ? 

Θιίτουμε  ^-χ  =  [  οπότε  πχϋχ  =  όί.  Άρα 

Γ  ^  ^  ^  ί?ι/2  γ  “Μ  ΤΙ 

Ιι  =  χημ^χ2  αχ-  Ι  ημΐόΐ  =  - —  I  συνίΙ 

II  .Ζ  71  *  η  ΤΓ  ρ 


\  (  π  Λ  1 
=  -—  συν— -συνΟ  =  — 

κ  λ  π 


12=|  χ«υν^χ2<Ιχ=^],,Λ συνί(11  =  -^  [ημί] 


ά  τ  1/π  I 

Λρ«  1  =  ^=1 


ΘΕΜΑ 
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Να  υπολογιστεί  το  ολοκλήρωμα: 

Γα  (α  —  ί)ν_1 

1=  - - }— 7άί  ,  αε  ΪΤ  ,  υε  Ν: 

•'ο  (α  +  1)ν+ι 

Λύση 


θέτουμε  I  =  αουνχ  κι  εχουμε  (Μ  =  -αημχιΐχ 


( )λοκληρωτικος  Λογιημικ, 


\ΊΊ 


- 


0  (α-  α  αυνχ)ν  1 

π/!  (α -I- α  συνχ)ν  1  1 


α  ημχ(Ιχ  = 


'η/1  ^α  -  α  ίτυνχ^ 


ν-  I 


Ο 


α  +  α  συνχ 

ν  / 


I 


(α  η-  α  αυν)ή 


2  αημχε!χ  = 


συν- 


I  Γ 


ν2ν-  I 


ε<*>2 

V  ^ 


ί  υΥ 


εφ^ 


V 


ιίχ  = 


εφ 


2νΧ 


π/2 


0 


1  [1-0]  1 


2να 


2να 
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Να  βρεθούν  τα  ακρότατα  της  συνάρτησης: 
Γ*  Λ 

ί(χ)  =  β'  (ί3  —  3ί  +  2)  <1ί 


ί )λ(ΐκλΐ|(Μηιιχης  Αογι<Τ[ΐ<ν; 


\ΊΗ 

Λύση 

μ(ΐ)  :  ο1  (1Λ  —  3 ί  -+■  2)  Η  β  είναι  συνεχής  στο  Κ,  οπότε  ιίχει  αρχικές. 
Ή<γγο>  Ο  μια  αρχική  της  β.  Είναι  Ο'(χ)  =  β(χ) 

Είναι  Ι'(χ)  =  Ο(χ)-Ο(0)  Η  £  είναι  παραγωγίσιμη  και 

Γ'(χ)  =  Ο'(χ)  -  <3'(0)  -  Ο'(χ)  =  β(χ)  =  ε*  (χ3  -  3x4-  2) 

Γ{χ)  =  ()  <=$.  ε*  (χ3-3χ+2)  =  0  »  χ3-3χ+2  =  0  <=> 

<->  χ |  —  2  και  Χ2  =  1 


Άρα  η  Γ  παρουσιάζει  τοπικό  ελάχιστο  στο  χ  —  -2 
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Λποόείξτε  ότι  ισχυουν  οι  ανισότητες: 

3  Γ1 

(ί)  1η—  <]  Ιη  (χ2  -  χ+ 1)  άχ<  0 

(ϋ)2^<[  ε^άχ+ί  ε1“χ2άχ<1  +  β 

0  ο 

Λύση 

Ί  2χ  —  1 

(ΐ)  Έστιο  ΐ(χ)  =  1η  (χ2-χ+ 1)  ,  χ€  [0, 1]  Γ(χ)  =  -* - — 

χ  -χ+1 


( )λοκληρωτικός  ΛογισμΓκ 


Έχουμ  ε  ιη  (β  -  α)  <  ]  ί(χ)  ϋχ  <  Μ  (β  -  α) 

« 

ιη=  »πΓ  Γ(Χ)  Μ=  *νρ  ΐ(χ) 

χ€[α,β]  ’  Χ€  Ιο.  β] 

Έχουμε 

'ηί  ί(χ)=>"ζ  *αι  $υΡ  ί(χ)  =  ο 

Χ6[0,1]  χε[0 , 1] 

Άρα  1η^-<  |  1η(χ2-χ+ 1)  άχ<0 
4  ο 

(ίί)  Έστω  ί(χ)  =  €χ +©1_χ  3  ΐ'(χ)  =  2χ  (&χ  -  ^  “χ ) 


Άρα  ©χ  <3χ+{  χ  ο1χ<1+6 

ο  ο 
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Να  υπολογιστεί  το  όριο:  1ΪΠ1  ί  |χ^— ΐ|  χ  <ΪΧ 

β  — >  +  ΟΟ  0 

Λύση 

Θεωρούμε  β>1  και  έχουμε: 

1  =  /  | χ2  —  1 1  ο- Χ οΐχ  =  ^  |χ2-1  ©-λιίχ  +  |  |χ2-1  ©-Χϋχ- 


( )ΧοΗλ»ΐςΗΐ>?  ΐ'κοοι  Λογισμός 


,1  .  Γ1' 

|  (Ι·-χ2)ο  λι)χ-ι-|  (χ2  -  I)  ε"*  χ  = 

ο  *  ι 

|  ε  Χϋχ  — |  χ2ε_χόχ  +  |  χ2ε_λίΙχ-|^  ο~χόχ  αλλά  το 
η  ο  ι  *ι 

|  χ2  ε~  *  ίΐχ  -  -  χ2  ε-  *  -  2χ ε~ χ  -  2ε~ χ  +  ο 


Γ  Ί1  γ  ηβ  γ  4  Γ  πβ 

Λρα  ϊ  =  -6  χ  4-  ο  *  +  (χ2-Η2χ+2)ε  χ  -  (χ2  +  2χ+2)ε  χ 

1  -Ό  1  4  1  ϋ0  1  4 

=  Κε~ 1  —  1  -  (β2  +  2β  +  1)  ε'  ^ 


Ιΐιη  | 

!»->■'.  ο 


(V- 


1)  ο  χ  άχ-  Πηι  —  -  1  - 


β  -4-  2β  +  1  |  8-6 


ΘΕΜΑ 
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Να  βρεθεί  το  ολοκλήρωμα:  Ι(α)=ί  ,  „  άΧ.  .  » 

■'ο  |θχ-  α|  + 1 

Λύση 

Διακρίνουμε  τι,ς  περιπτώσεις: 


(ί)  αβ(-οο  4)  ·  Τότε  εχ>1>α  οπότε  |εχ - α|  -  εχ-  α  .  Έχουμε 


ο  ο'-α  +1  1  -  α  *ι 


1  εΧ  -  α  +  1  -  εΧ 
ο  εχ  -α  +  1 


όχ- 


Ι  -  α 


ί  <*-ί 


ι  β* 


— - όχ  = -  1  —  Γ 1  η  (βχ  -  α  +  1)1 

ο  βχ  -  α  + 1  ^  1  -  α  ^  I  ν  Ί0^ 


,  —  (Ί -Ιη(θ“α  +  1)  +  1η(2-α))  =  — - —  ΐ+Ιη  — — — 
I  - α  I  - α  ε-α  +  1 


( )λοχλΐ|(Η·>Γΐκ<>ς  Λογισμοί. 


ΛΗ I 


(ϋ)  (4  €  1 1  ,  ο|.  Τ6 τι-  | 


ιΐχ 


Γ 


ιΐχ 


(Ιχ 


I 


I 


.1η<<  ,.Χ 


ο  -α  -1-ο 


ο  |οχ-α|+Ι  Λ,  -ολ  +  α+!  Ί(1((  οχ  α  I  I 

ι 


α+)  ·„ 

I 


<;Ιχ  + 


1 


χΐχ 


α  4- 1 

1 


οχ  -  α  -  1  Λη*  €χ-α  +  1 

Ιηα  1 

χ  -  I  η  |οχ  -  α  -  1|]  -Η  -  χ  -  1  η  |οχ  -  α  4-  I  |Ί  = 

^  πηα 


1 


-Η - 

Ο 


α  Η- 1 
2  )πα  1 


()ηα-  Ιη1  +  1η|-  α|)  + - -  (1  -  1η(ο-  α  4-  1)-  Ιηα+Ίη  I)  = 


+ 


1  -α 

(1  -  1η  (ο  -  α  4-  ί)  -  Ιηα) 


α  4-  1  1  -α 

(ΐϋ)  α  €  (ο  ,  οώ )  .  Τότε  |οχ-α|  =  α-€χ  και 
<4χ  1  Γ1  —  εχ  +  α  4-  1  +  εχ 


ι 


— 1 
,Μ  .1.  1  -} 


ο  -  ο  χ  4-  α  +  1  α  4-  1  ο  -  εχ  +  α  4-  1 


1 


α  4- 1  ο 
1 

α  4- 1 


Ι>-Ι 


-  ο 


λ 


άχ 


1 


ο  -  β  +  α  + 1 


(1  -  1η  (-  ο  4-  α  +  1)  +  Ιηα)  = 


α  + 1 


α  4- 1 


άχ= 


χ  -  Ιη  (-  εχ  4-  α  4-  \ 


\ 


'Ο 


ί 


1  -1η 


-  ο  4-  α  4- 1 
α 


\ 


V 


) 


ΘΕΜΑ 
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Έστω  ίί 


ο, 


ΊΙ 


λ 


V 


(Ο  ,  00  )  με  ί(χ)  = 


7 


Ο 


(ημί+  συν<)  ημί 
συν2  ί 


(Η 


Να  υπολογιστεί  το  ολοκλήρωμα  και  να  αποδειχθεί  ότι  η  ί  είναι.  "1  -  1 " 


/ 


και 


Ο, 


Λ 


λ 


V 


(Ο ,°°) 


Λύαη 


Ι'(χ)  =  Γ  -^-ϋί+Γ  3»^  = 
ι>  συν  [  ■'ο  συν  I 

-Γ  '-'^ϋΓ+Γ ^>= 

■\)  <τυ^(  -'ο  <«νί 


,(  [  ύι_[  (9Σ^άι  = 

\,αν^ί  \)  ]ο  συν1 


,Χ 


.X 


|ι;φΐ|  -χ-  Ιπ  (συν  1)1  =  εψχ-χ -  Ιη(συνχ) 
0  0 


Άρα  Ι(χ)  =  εφχ- χ -  1η (συνχ)  για  κάθε  χε 


ί 


π 


Γ(χ)  =  εψχ  +  εορχ 


°’  2 

για  κάθε  χ<=|θ,^ 


Άρα  Γ(χ)  >  0  ,  οπότε  η  ί  είναι  γνησίως  αύξουσα,  άρα  ’Ί-Γ'  για 
κάθε χ £ 


/  πΛ 


0  - 
’  2 


ν 


Π  !'  ι.ίναι  συνεχής  και  Πγπ  ί(χ)  =  0  Πιπ  ί(χ)  =  +  οο 


χ  —>  0 


π 

Χ~*2 


Αρ<ι  ί 


ί) 


π 
’  2 


=  (0  > 00  ) 


V 


) 
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Να  θρεϋκί  μία  συνεχής  συνάρτηση  ίγια  την  οποία  ισχΰουν:  ί(ΐ)=ι 
με  1  (λ)  >  0  και  |  ί(χί)  άί=  1998Γ(χ)  για  κάθε  ΧΕ  Κ.. 


Λΰση 

Ηττουμε  χ(  =  υ  =>  χόί  =  άυ 
Για  1  =  0  εχουμε  υ  =  0 


( )λοκληρωπκος  Λογισμός 


Για  (  =  I  έχουμε  υ  -  χ  μι·  χτ*() 

χ 

II 
Λ 


Γν  I 

Επομένιος  —  Ι(η)  (Ιιι  =  I  99ΚΙ(χ)  <=> 

(ΙΧ 


<=>  ί(υ)  άυ  =  1 998χΐ(χ) 
ο 


Άρα  1'(χ)  -  1998  ί(χ)  +  1998χ  Γ(χ)  <=> 


δηλαδή  (Ιπ  Γ(χ) )'  = 


(  1997 
"  1998 


Ια  |χ 


1997 

Αρα  ΐΏί(χ)  =  “Υ998,η  Ιχ 


V 


7 


4-  0 


Για  χ  —  1  I  π  1  =  ο  <ί=>  ο  =  0 

1997 


Επομένως  £(χ)=ο  1998 


1η  χ 


Πχ) 

Γ(χ) 


1997 
1 998χ 


ΘΕΜΑ  40 

Υποθέτουμε  ότι  η  ί  είναι  συνεχής  στο  διάστημα  [Ο,α]  και  υποθέ¬ 
τουμε  ότι  Γ(χ)  =  ί(α-χ)  και  §(χ)-§(α-χ)=4000  για  όλα  τα  X 
μέσα  από  το  διάστημα  [Ο,α]  .  Να  αποδείξετε  ότι: 

(I  Λ 

ΐ(\)  §(χ)  άχ=  2000 1  ί(χ)  άχ 
ο  ο 

Απόδειξη 

βε'τουμε:  α-χ  =  ί  με  [Ο,αΐ  δηλαδή  χ  =  α-1 
ϋχ  =  (α-1)  θΐ  -  -όί  για  χ  =  ϋ  είναι  ίι=α  για  χ  =  α  είναι  ΐ2-θ. 

Επομένο)ς:  |  Γ(χ)  £(χ)  άχ=  ί(α  -  χ)  (4000  +  β(α  -  χ))  όχ  = 

0  ο 


( )λοκλ»|ΐ><ηι  ικ<κ;  Λογισμός 


40ί)ί)|  Γ(α  -  χ)  ιΐχ- |  Γ(α-χ)  β(α-χ)  ϋχ  =  -400θ|  Γ(ΐ)όΐ-|  Ϊ(1)£(1:)ό1 
ο  ο  ο  (> 

Λ(>α  2|  Γ(χ)  ^(χ)  ϋχ- -4000 1  ί(χ)  άχ 

(>  ο 

α 

που  σημαίνει:  ^  £(χ)  §(χ)  <1χ=  —  2000 ^  ί(χ)  όχ 


ΘΕΜΑ 
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Αποδείξτε  ότι  για  ν.άθε  ΧΕ  [0,1]  ισχύει  η  σχέση 


-\  β  ^άί 


Λύση 


Έστω  Γ(χ)  =  €  χ  ,  Χ€  [0, 1] 


2  γ1  ,2  Γι 

ο'χ  -]  6  <31  =  ί(χ)  —  ]  ί(ΐ)όί  = 

ο  ο 

.!  4  .1 

■  ]  (Γ(χ)  -  ί(ΐ))  όϋ  <  I  |  ί(χ)  -  £(1) I  όΐ  =  ]  Γ(ο)  |χ  -  ί|  ι!(: 
ο  ο  ο 

όπου  ο  ε  (χ  ,  ()  ή  ο  ε  (I ,  χ) 


Η  έχουμε 

Μ  =  ιη<ιχ  |Γ(Χ)| 


Ο  <  χ  <  1 


οπότ ε  έχουμε 


2  4 


ο  Χ  ο  1  όΐ  <Μ  [χ“Ι:|ί1(:<Μ 


|Γ(χ)Ι  -  —  2χβ  χ  =2χο  χ 
,·(*)  =  |Γ(χ)|  Β/(χ)  =  26-χ2(1-2χ2) 


(  )λθΧλ>|ρ(ι>ΤΙ  Η</ΚΊ  Λθγΐ<ΐ|Ι0£ 


385 
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1  Γν 

Να  υπολογιστεί  το  όριο:  ΙΪΙΤΙ  ~η=^  1π 

Λ  ^ 


V  — )  οο 


Λύση 


ίχ  ,η|^ι+ΐ 


<1χ=|  χΊη 


ί 


1  > 


Λ^χ" 


χΐη 


IV 


1  + 


■\/5Γ 


ν 


Λ χ[ΐη 


ι  + 


=  νΐη 


1  + 


1  Γν 
-1η2+—  | 


V 


όχ 


=  ν  Ιη 


/ 


λ 


λ 


ι+-Ρ 

νν 


,  Μ  1  ' 
=  ν  Ιη  1 1  +-7**· 

νν 


1  Γν  / 

Ιϊιτι  -ρ=  1η 

ν->οο  νν  χ 

1 


2  ·\  χ/χ+1 
—  1η2+  ·ν/ν"  —  1  -  ]η  (1  +  >/ν)  +  1η2  = 

+  λ/!Γ-  1  —  1  π  (1  +>/ν) 

1  > 


1  + 


Λ^Τ 


=  Πηο 

V  — >  ΟΟ 

=  1  ί  τη 

V  — >  ΟΟ 


λΛΓ 


ν 


/ 


/ 


ν  1η 


1  + 


Λ 


Ίν 


'νΓΙη' 


V 


1+^ 

) 


<3χ  = 

Η-  νν"—  1  -1η  (1  +  ^ν) 

] 


) 


-ν 

(  1  Λ 

1η 

1+4= 

1 

V  / 

όχ  = 

\Υ 

ί  όχ  = 

άχ  , 


ι 


ν  >  2 


<  )λΡΜλΐ|ΐ»ωπΛί<ΐς  Λογισμό 


38(> 


=  Ιϊιη  Ιη 

ν  — >  θ'· 


'  Γ  λ 

ί+Ί7 

/ 


Ί\ 


1 


4- Ί  —  Ιϊγπ  -τ^-Ιίηη  Ιη  ((  -Ι·  \ίν)ΛΙν 

ν  — }  Οΰ  '  '  V  — )  Μ 


=  I  +1— 0-1  =  1 


ΘΕΜΑ 
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Να  υπολογιστεί  το  όριο 


:  Ιίκη  Λ·  ]  Ια(11  ,  α^-1 


ν2  - 

Χ—ϊοο  0 


Λύση 


ί 

0 


Ια(11 


I 


α+  1  Ίχ 


α  + 1 


Ιϊιη  ”  -γ —  —  Ιίηι  , 

X  χ  — >  οο  X 


|0  ,.  χ 

=  Ιυπ 


α  +  I 


X  '« 


X  — >  οο 


(α  + 1)  χ 


ο  ,  αε  1)\{-  1} 

I  .  α  =  1 

+  ,  α  >  Ί 
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Αποδείξτε  ότι:  0  < 


χ-  1 

χ+2 


(ΐχ<4 


Λύση 


!  ί,οτω  ί:  [1 , 2)  — >  II  με  ί(χ)  =  ~ ~  ί'(χ)  =  - — >  0  οπότε  η 


χ  -I-  2 


(χ  +  2  )Λ 


είναι,  γνησίως  αυξουσα. 


Ολοκληρωτικές  Λογισμός 


λΗΊ 


Λρα  Γ(Ι )  <;  ί(χ)  £  ί(2)  για  κόΟε  χε  1 1  ,  2| 
Συνεπώς  ^  Γ(Ί)  ϋχ  <  ί(χ)ϋχ<|^  Γ(2)ιΙχ 


Λ  χ  +  2  ·',  4 


ϋχ  <=> 


<)£ 


χ  -  1  I 

- ύχ<~τ 

χ  +  2  4 
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Γ' 

Αποδείξτε  ότι:  ]  ί(χ)  άχ  <  ε  ,  όπου  Γ(χ)  =  (1  +  χ)1/χ  , 

0 


Χ>  0  και  £(0)— 6. 


Λΰση 


1 


ί”(χ)  =  ~  (ΐ  +  χ)1/Ιχ  _  1  + 


ί  1  λ 


(1+χ) 


7, 


χ2 

V  7 


1  \ι+χ)1λΙτ)(1+χ)  = 


χ  (1  +  χ)  χ 


-4(1  +χ)  /χ1π  (1  +χ)  = 


(ΐ+χ) 


'/χ  Γ 


Έστω  £(χ)  = 


X  4-  1 
χ 


β'(χ)  = 


χ+  1 
χ  +  1  -χ  1 


Ιΐΐ  (1  4-  X 
“  1η  (1  +  χ) 


1-χ-1 


<0 


(χ  +  1)  χ  +  1  (χ  -η  1)  (χ  + 1)^ 

Άρα  για  χ>0  είναι  &(χ)  <  £(0)  =  0  και  Γ(χ)  <  0.  Συνεπούς  για  χ>0 

η  Γ  είναι  τρθίνουσα  και  ί(χ)<ί(0)  <=>  (χ  +  1)/χ<ε 

Λρα  |  ί(χ)όχ<;|  εόχ-6 
ο  ο 
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Να  υπολογιστεί  το  ολο κλήρο; μα: 

("  ^Ρλχ+Γ  ^ύχ 

'}π/4  ημτχ  '}0  σνν'χ 


I 


Λύση 


«·=ί 


ν2 


συνχ .  π  , 

αχ  Θετουμε  γ  =  — -χ  οποτε  αγ 


"4  η  μ2: 


X 


I  π  ναι 


Ι,=-Ι 


Λρα  I  =  | 


1/4 


'κ  λ 

συν 

Γν 

2 

<π  Λ 

ημ 

2"* 

V  V 

ο  συ 


Λ 


εΐγ 


^ϋχ+Γ  -^<1χ  =  2Γ 

ο  συνχ  0  συνχ  ο  συνχ 


όχ 


Θιαοροΰμε  συνχ  -  I  ,  οπότε  -ημχόχ  =  όΐ 


Λρα  /" 

ο  συνχ  ι  ^/2 


ί  2όί~ 


-1 


ι  -  <τγΤ 1 

-1 


/ 


λ 


-1  + 


V 


<2 


—  λ/2"—  1 


-<3χ. 


Λρα  I  =  2  (ΜΤ—  1) 


( )λοκλΐ|(ΜοηκοΓ.,  Λογισμοί; 


.*Η() 
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Λ  Λ 

Να  υπολογιστεί  το  ολοκλήρωμα:  I  —  I  Εφ^Χ  (3χ  +  I  (Κρ^Χ  ϋχ 

0  % 


Αυση 

”/ι  π 

Έστω  Ιι=]  σ(|τ\\ιΙχ  θετού  με  γ  =  ~- 
%  1 


2~~χ  και  εχουμε 


Γ  ι  Γ  τ 

Οπότε  1*=-]  σφ  -τ·-γ  όγ=]  εεργόγ 

"4  ^  0 

ίΑ  [Λ  ίΑ 

Άρα  ϊ  =  ]  εφ5χόχ  +  ]  εφχόχ=]  (εορ^χ  +  εφ3χ)  ϋχ- 
0  ο  ο 

{«  3  η  2  \  ι  Γ%  3  ί-(  ημ2Χ^ 

=  ειρ  χ  (1  Η- εφ  χ)  αχ=  εφ  χ  1  +  ■  9~  όχ  = 

ο  ο  συ\Γχ 

ν  / 

γπ/4  ^  }  ”4 

=  I  εφ3χ - γ'  όχ  -  I  (ειρχ)'  εορ3χ  όχ = 

ο  συνσί  ο 

1  1  Μ 

—~~τ  ]  4  (εφχ)' είρ3χ  όχ  =  -ν  ]  (εφ4χ)'<:1χ  = 

4  0  4  ϋ 

1  Γ  4  {Α  1  ..  η  1 

=  4  =4(1-°)  =  4 

0 
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1<ίι 
£  ^ 


β  ** άχ<2 


Λποόείξτε  ότι: 


( )λ,οκληρ«νπ·κ<>ς  Λογισμός 


300 

Λύση 


Έχουμε  ω(β-α)<]  ί(χ)  άχ  <  Μ  (β  -  α)  (1) 

α 

2 

Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  ί(χ)  =  6-χ  ,  χ  ^  [*  1 , 1  ] 
Γ(χ)  -~2χο~  * 


X 

-1 

0 

1 

Γ(χ) 

+ 

0 

— 

_ ίίχ) _ 

1/ο 

1 

- — - - 

„  1/6 

1 

Αρα  γπ  =  -  ,  Μ  =  1  ,  οπότε  η  (1)  γράιρεται: 

Ο 


ι 

6 


ο  χ  άχ<  1  (1  +  1) 


2 

ο 


< 


β_χ2  άχ<  2 


<=> 
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Αποδείξτε  ότι: 


0Χ<6 


Λύση 


Έ(Ττω  ί(χ)  =  ο*  ,  Γ(χ)  =  2χολ  ,  χε[0,1] 


χ 

0  1 

ίϊχ) 

0  + 

ί(χ) 

1  — - - ' - 6 

Ισχύει  η  σχέση  πι  (β  -  α)  < ]  ί(χ)  άχ<  Μ  (β  -  α) 

α 


Ολοκληρωτικός  Λογισμός  _  .V)  I 

Γ1  1 

οπότε  (  (I  -())<  I  ολ  όχ^ο(Ι-Ο)  <=> 

ο 

Γ1  2 

(  <  ]  οχ  <1χ<  & 
ο 
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Νιχ  βρεθούν  τα  ακρότατα  της  συνάρτησης: 

{·(*)=[  β^χ^χ+Ι^χ 

2ο 

Λύση 

ί'(1)  =  ε|4  (I2  -  3 1  +  2)  1 

ί'(1)  =  0  <=>  12-3ι  +  2  =  0  »  (ι,2=/2 

Γ(1)  =  /  (4Ε5  -  1 214  +  813  +  21-3) 
ϊ"  (1)  =  -  β  <  0 
ί"(2)  =  β16>0 

Λρα  η  £  παρουσιάζει  τοπικό  ελάχιστο  στο  ί  =  2  και  τοπικό  μέγιστο 
στο  1=1. 

ΘΕΜΑ  5 1 

(.1 

Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  ί:[1,°°)— με  ϊ(χ)  =  I  β-*1χ-1(11. 

Ο 


(ΐ)  Αποδείξτε  ότι  η  Γ  είναι,  θετική  και  ςρθίνουσα  στο 


( )ληκληιι<»ηκός  Αογισμος 


Μ)2 


(ϋ)  Αποδείξτε  άτι,  Γ(χ~Τ  1)  =  X  ί(χ) - 


Λΰση 

Γ1 

(ί)  ,  για  κάθε  [Ο,ί]  και  χε  [1  ,<»)>  οπότε  ]  6_ι  ίλ~ 1  άί>  0 

ο 

Λρα  Γ(χ)  >  0  ,  για  κάθε  χε[1,<») 

Ίνστω  χι,Χ2€  [!,«>),  με  χι  <  Χ2·  Για  κάθε  Ιβ[ϋ,1]  έχουμε  0<1^1 
οπότε  Ιλ|  ~  1  >  1Χ2_1  Αρα 

ο' 1  ιΧ|_  1  > β-1  ιί!_  1  =>  /  β-,ι*|-,άί^{  β-'ί^-'ίΐι  => 

0  ο 

>  I (χ ι )  >  ί(χι)  .  Αρα  η  ί  είναι  φθίνουσα. 

(ίί)  ((χ  +  1)  ο-1  Ιλ ά(:  =  - 1  (6_1)'Γάΐ~ 

ο  "ο 

1  ι  , 

+  Γ  6~*χΐχ"1ί1ί  =  --  +  χ 
0  * 


6  1  I*  1  ά  I  =  χ  ί(χ)  -  — 

β 
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Ί'(ΐχ(ο  ί  μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  με  Γ*  συνεχής.  Αποδείξτε  ότι 
οι  παρακάτω  προτάσεις  είναι  ισοδύναμες: 


(ί)  Για  κάθε  Χ€  Κ,  ί(2χ)  =2£(χ)Γ (χ) 


(ίί)  Για  κάθε  Χ€  Κ  , 


-2χ 

1(1)  <11=  2ί2(χ)  -  2^(0) 

ο 


Λιϊόδειξη 

•  Ήστω  ί(2χ)  =  2ΐ(χ)Γ(χ).  Τότε  για  α>0  έχουμε: 


( )ληκλΐ|μ<ι)ηκΓ>ς  Λογισμοί, 


3‘Μ 


.*<.  *<*  »'<  /  X 

|  Γ(2χ)ιΙχ  =  |  2 ί(χ)  Γ(χ)  ιΙ χ  =  |  (^'(χ))  όχ  = 
^ΐ)  ο  ο 

-  ν: 


I»  - 1(0) 


Θέτουμε  2χ  =  (:  ,  οπότε  όχ-^-τΗ  και  εχουμε; 
/'ί(2χ)«]χ=4|  ί(()  <3(=  ί2(α)  -  ί2(0) 


Αρα 


0  ο 

^  ί({)  όΙ  =  2ί2(α)  “  2^(0)  .  Θέτουμε  α  =  χ,  οπότε: 
ο 


\  ί(1)  0(  =  2ίζ(χ)  -  2^(0) 


0 

Έστω  ότι  ^  ί(ΐ)  όί  =  2ί2(χ)  -  212(0).  Παραγωγίζουμε  και  εχουμε: 
ο 

'χ 

£(<:)  <1ί  |  =  4£(χ)ί(χ)  =>  2ί(2χ)  -  4Γ(χ)ί(χ) 

ο 


ί(2χ)  =  2Γ(χ)ί(χ) 


ΘΕΜΑ 
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Έστω  Ιν=[  (2χ— 1)νβχ  ^(Ιχ  ,  νεΝ  .  Αποδείξτε 

0 


Ϊ2ν+1  =  0  . 


ότι, 


Λύση 


Ιν  =  |  (2χ-  1)ν  €χ  χ  όχ=  ί  \ 
ο  ο  λ 


2  „1  ■*  ( /'Ί _  λ  \Υ  +  I  \ 


(2χ-  1) 
ν  + 1 


6Χ_Χ  άχ  = 


) 


( ) λί  »κ λ  ι |ΐ  ι η )  π  ,κο ς  Λπγι·< τμι'ί 


,ν)Α 


1  (2χ-  1) 

2  ν  -ι- 1 

I 


ν  ι  I 


1<2ϋζΐρ(,_2ι)0.  .'Λ. 


10  ο 


ν  + 1 


ί  (2χ-ΐΓν-= 

Ο  Λ»  _ι_  1 Ν  Ο  Λι  χ  «λ.  ν  ' 


2  (ν  +  1 )  2  (ν  +  1)  2  (ν  +  1 )  ο 

I  /  -ι  \ν  +  1 


(]χ  — 


(-1)ντι  1  , 

Αι»ι - - 1 - Ιν  +  2  =  Ιν  <=> 

2  (ν  Η-  I )  2  (ν  +  1)  2  (ν  +  1) 

2  (ν  +  I)  Ιν  =  ί  -  (-  1)ν+1  +  Ιν  ι-2  » 

Ιν  ·ι  2  =  2  (ν  +  1)  Ιν  +  [(-  1)ν  +  ι-  1] 

)ϊ(ί  ν=2Κ+1  είναι  Ι2Κ  +  3  =  4  (1< -ι- 1)  Ι2Κ+1}  (1) 

Αν  στην  (])  θέσουμε  ^  =  0, !>.. .,^-1 ,  έχουμε  αντίστοιχα 
Ϊ3  -41  ίι 

Ι.,  =  4  ■  2  ■  Ι3  =  4  ·  2  (4  ·  1  ·  I»  =  42  ■  1  ·  2  ·  Ιι 
)7  =  4  ■  3  ■  Ι5  =  4·*  ·  1  2  3  Ιι 


1?.ΐί  ι  ι  =  4  ·  ·  I  =  4ν  ·  1  ·  2  ■  3  ·  · 

Όμως  Ιι=]  (2χ-1)€χ  χ  άχ 
0 

λ1  2  Γ  2Ί^ 

=  -}  (ο<-χ)'ί1χ  =  -|ε 


,χ~χ 


ο 


•ΙτΙ; 

Γ1  2 

-]  (1  -  2χ)  εχ~*  άχ 


-  (ε°  -  ε")  =  0 


0 


Λ(_κι  Ϊ2ν-ι- 1  =  0 


ΘΕΜΑ 
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Να.  υπολογιστεί  το  ολοκλήρωμα: 


1=1  1η  (συν?ζ)  (ϊχ 
ο 


( ) λ<> κλτμκ « >τ ι κ < ί ς  Λογκ 1 1 ι< 'κ, 


λύση 


π 


Θέτουμε  οπότε  όχ  ~  -όΐ  και 


Γ<)  Λ!  λ 

1  =  -]  1η(ημΙ)ό(:  =  ]  1χι(ημΙ)όί 

λ/2  0 

Θέτουμε  ί  =  2ο  και  έχουμε 

λ/4  λ/4 

1  =  2]  1υ  (ημ2υ)  όυ  =  2  ]  [  Ιη2  +  Ιη  (ημυ)  +  1η  (συνυ)]  εΙυ  = 

ο  'η 

λ/4  λ/4  λ/4 

=  21η2  ]  άυ  +  2  |  1η(ημϋ)όα  +  2]  1π(συνυ)όυ  (1) 
*ο  ',ο  *0 

Θέτουμε  ί  =  ^-ιι  και  είναι, 

ΐ/4  ^χ/4 


ι/2 


Γ/4  Λ/4  -Τ./2 

1η  (συνυ)  όυ  =  -  1η(ημΐ)όί  =  1η(ημιι)όυ 

Ο  λ/2  λ/4 


Αρα  η  (])  γίνεται: 


I  =  ?1π2  +  2 


Γ  γ*/4  Ί 

Ιη  (ημιι)  όιΐ4- 

ί  1η(ημυ)όυ 

;ο 

λ/4 

λ/2 

=  |ΐη2  +  2  ]  1η(ημυ)(1υ=^1η2  +  2ϊ 

ο 


π 


Άρα  1  =  -^·  1η  2  =  ^1  η  — 
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Να  υπολογιστεί  το  ολοκλήρωμα: 


-π/3 

Ι=1 

ο 


χσυν 


3χ 


3χ  Λ  α  3χ  ο3χ  λ 
ημ-^-  ~  8  ημ5  ^  σν\τ  -γ  συν3 


Λύση 


Ιίίναι  <τλι  ν 


3χ 


3χ 


Λ  3  3χ  2  3  ΟΧ 

ημγ-8ημ  -γσυν"  γσυν  — 


3χ 


3χ' 

4 


3χ  3χ  3  3χ  3  3χ  1  .  1  ^ 

-  ημ— συν-^-συν^  γημ  γ  =  ημ3χ—  ^-ημ  3χ 

^  π  Γνν 

Πίναι.  ]  χ  ( (ημνχ)  όχ-γ~  ]  ί  (η μ  νχ)  άχ 

ο  ο 


ρΚ/3 

Αρα  ί  =  I  χ 
() 


|ημ3χ-|ημ33χ 


π_ 

12 


1 


Οχ  =  |ίο  ^ημ3χ-|ημ33χ' 


ά\~ 


-  —  συν3χ 


0 


π 

48 


συν  3χ  συν3χ 
9  3~~ 


% 


0 


5π 

108 
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Να  προσδιοριστούν  τα  (X,  β,  Υ  έτσι  ο)στε  η  συνάρτηση 
((χ)  =  (σ  ί  +  βχ  +  γ)  \3  —  2χ  να  είναι  μια  αρχική  της 

ί(χ)  =  χ  λ/3  -  2χ  . 

Λΰση 


θέτουμε  λ/3  -  2χ  -  I  και  έχουμε 

|χν3-2χ(1χ=}^-^ 

(3  -  2χ)2  (3  -  2χ) 


π»-— _ύ_ 
ά1“  10  2  " 


10 

> 

5  “5  5 


'\χ·  χ  3λ 


^3  -  2χ  + 1<  ,  ^  ε  Κ 


ί 


Αρα 


2Χ2 


χ  _  3 
5  5 


\ 

λ/3  -  2χ  =  (αχ2  4-  βχ  +  γ)  λ/3  -2χ 


( )λοκληρο>ιικός  Λογιομο^ 


'Μ>7 

οπότε  α  =  ~  >  β  =  —  ^  ,  γ  -  ^ 

^  -Λ  2-  -*  \ 

Γ'(χ)  =  -|-  -  ^  -  —  >/3  ~  2χ  Ί-  ^  ,  \α  <=  Κ 

ν  ) 
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Να  βρεθούν  α,β  έτσι  ώστε  η  συνάρτηση: 

Ρ(χ)  =  θ~  χ  (α  συν4χ+  β  ημ4χ) 

να  είναι  μια  αρχική  της  συνάρτησης  ί(χ)  =  6  χ  01>ν4χ 

Λύση 

Ρ'(χ)  =  ε-λ  (-4αημ4χ+4β  συν4χ)  -  (α  συν4χ+  β  ημ4χ)  = 

=  β”  χ  [(4  β  -  α)  συ\4χ  -  (4α  Ί-  β)  η  μ4χ] 

Ρ'(χ)  =  ί(χ)  <=> 

€~ χ  [(4β  -  α)  συν4χ-  (4α  +  β)  ημ4χ]=  συ\4χ  β_χ  για  κάθε  χ  £  Κ.  <  > 
(4β- α)  συν4χ- (4α+ β)  ημχ=  συ\4χ  <=> 

__  1 

[4(1- α=  1  α~  17 

|4α+β  =  0  β  _1 

1  1  17 
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Δίνεται  η  πραγματική  συνάρτηση  — >Κ  συνεχής  στο  Κ  με 

800*0  και  §(Χ  +  γ)+§(χ-γ)  =  2β(χ)§(γ)  (1)  για  κάθε 

Χ,^€  Κ.  Να  αποδείξετε  ότι: 


(>)  8(0)  =  1 


μ  -α 

8(χ)(1χ=2]  8(χ)άχ, 

-α  0 


αΕΚ 


Λύση 

(ΐ)  Για  γ=0  η  (1)  δίνει 
2β(χ)  =  2£(χ)8(0)  β(0)  =  1 

διότι  £(χ)^0  για  κάθε  χεΚ. 

(ϋ)  Για  χ=0  η  (1)  δίνει 

β(ν)  +  8(-ν)  =  28(0)β(ν)  =*  8(γ)  +  6(-ν)=28(ν)  =>  8)-γ)=8(Υ) 

για  κάθε  Κ. 

Άρα  §(-χ)  =  β(χ)  για  κάθε  χε  Κ,  δηλαδή  η  §  είναι  άρτια. 
Επομένως 

|  μ(χ)θχ  =  2]%(χ)άχ 

-  α  0 
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Έ(Ττο)  Ρ  —  {  ί  |  ϊί  Κ.  — )  Κ  ,  ί  -  παραγωγίσιμη 

χ,ιι  ί  ί(χ)  άχ=  Γ(0)  άχ=  ί(1)  } 
ο 

(ΐ)  Να  βρεθούν  οι  πολυωνυμικές  συναρτήσεις  3ου  βαθμού  του 
συνόλου  Ρ. 


(ϋ)  Αποδείξτε  ότι  η  εξίσωση  Γ(χ)  =  0  έχει  τουλάχιστον  2  πραγ¬ 
ματικές  ρίζες  στο  διάστημα  (0,1)  για  κάθε  ί  6  Ρ. 


( )λ()κλΐ)^(ΐ)τικ<)^  Λογισμός 


λΨ) 

Λύση 

( ΐ)  Έστω  Γ(χ)  =  αχ"  +  βχ  +  γχ  -Η  6  ,  α ,  β  ,  γ  ,  δ  Ε  Ιλ  και  α^Ο 

|  Γ(χ)όχ-|  (αχ2  +  βχ2  Η-  γχ  +  6)  οΐχ  =  ^  +  ^  -Ηχ-Η  6 
ο  (>  4  3  ζ 

1(0)  =  δ  και  ί(1)  =  α+β+γ+δ 
Αρα  ^-Η·^·-ι-^Η'δ  =  δ  =  α  +  β  +  γ  +  δ  οπότε  α  =  2γ  και  β~~3γ 

Συνεπώς  ί(χ)  =  2γχΊ  -  δγχ2  +  γχ  +  δ  όπου  γ,ό<Ξ  Κ  και  γ^ϋ 

(Π)  Έστω  ίσΡ.  Τότε  αν  ί(χ) > ί(0)  =  ί(1)  γιακάθε  χ€ (0,1),  είναι 

|  ί'(χ)όχ>|  ί(0)όχ  =  ί(0)  (ατοπο) 
ο  0 

Αν  ί(χ)<£(0)  =  ί(1)  γιακάθε  χ€(0,1),  τότε 

|  ί(χ)όχ<|  ί(0)όχ=£(0)  (άτοπο) 
ο  ο 

Συνεπούς  υπάρχει  (0,1 )  τέτοιο  ώστε  ί(ξ)  =  ί(0)  =  ί(1),  οπότε  βάσει 
του  θ.  ΙΙοΙΙο  υπάρχουν  χχσ  (Ο,ξ)  και  Χ26(ξ,1)  τέτοιοι,  ώστε 
Ρ  (χι )  =  Γ  (χ2)  =  0 
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Αποδείξτε  ότι: 


2\η\< 


ημ 


—  άχ<π1η 
χ 


3 

2 


Λΰση 


Έστω  ΰ(χ)  =  ημ---  .  χ  €  [2,3] 

π  π  2  π  (2  π 


II  ν  X-/ 

ϋ(χ)=-^συν-  +  -=  2 
X  X  X  X 


—  -  συν— 
π  χ 
ν  / 


>0 


400 


( )λοκλη(Ηοτικ(Κ  Λύγισμά; 


ν  ,  λ  >  κ  ,  1  2 

πιοτί  0<συν— <  —  <  — 

χ  2  π 

Λρα  η  §  είναι  γνησίιος  αυξουσα  στο  [2,3], 
«πότε  8(χ)>8(2)  =  ϋ  <=>  ημ”>·| 


Είναι,  ημ— <“  ,  για  κάθε  χ£  [2,3] 

X  X 


Συνεπώς  ημ^ 0χ>  ^  ^  άχ-  [2  Ιηχ]  =21η^ 

<2> 


οποτε 


:  ^  ημγ(1χ<|3^ε1χ=π  [ΐηχ]  =πΙη^ 


ΘΕΜΑ 
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Να  δείξετε  ότι 


Γ 

=  Ι=Ι . 


(1χ 


(  πΛ1 

(  πΛ 

συν 

Χ~6 

αυν 

χ+6 

V  / 

V  / 

4 1η  2 

ΊΓ 


Λύση 


/ 

π> 

( 

π\ 

χ  — 

6 

συν 

χ+6 

V 

) 

Λ  2 

2συν 


Η  συνάρτηση  ί(χ)  = 


.  π  2συν2χ4-1 

-  συ ν  2χ  4-  συν  = - - - 


είναι  αρτια,  οποτε  εχουμε 


1 

=ί 


Οχ 


(  π^ 

συν 

Χ“6 

συν 

χ+6 

V  ) 

* 

=2ί 


2  Οχ 


Θετουμε  εφχ  —  ί  =>  Οχ- 


0  2  συν  2χ  + 


Γ% 

Γ4 
1  0 


Οχ 


2  συν2χ+ 1 


1+Γ 


=  4} 


Οχ  ,  Γ1^  01 


ο  2συν2χ+ 


-  =  4  ί 

1  ■'ι 


ο  3  - 12  2  τ/3~ 


>1ΛΙΓ  0ί  Γ1/νΤ  <Κ  ' 

■"ο  ν5~+ 1  (,  τ/Τ—  ι 


( )λο>ίλΐ[|_>(οτικόί1  .Ληγιο]ΐόί; 


401 


( )ληχληι><ι>τιχ<>ς  Λογιαμός 


402 


1  Γ  κΐ/ύχ  1  Γί~  1  1  Γ  (.11  I  Γ  01 

^  ( 1  η-  χ  Υ  ~  3  «I  ,2  I  3^  12~ 

1  λ 


3 


ν  / 


1>  1  ,  Μ  .  3,  .  I 

=  -=-  1η  1  +  χ  +  — — ,-'  - 

3  3  (χ3  +  I ) 


1 


+  ο 


(ίϋ)  Θέτουμε  1+χ5  -  I  =>  5χ4όχ  =  (11 

ι  =  1[  χ-5ί| ■  ηχ=1  ΓίζΙ^^Ι  ίΐ~2ϋ(- 1  |ΥΛϋι= 

^  3  Π  +  χΎ  5·)  (3  5  ·>  5^ 


ί  Μ  1 

ί-1> 

1  1  1 

Γ  1  11 

Τ  5 

V  ) 

212 
^  ) 

"ιοί2  5ε  5 

2  (1+χ5)2  1+χ5 

+  0 
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Να  δείξετε  ότι: 


1Λ4 


4x4-5 
Χ4- 1 


άχ= 


—  ^  Λ^Χ2 

1 


-  16x4- 17  <1χ=  νΐ  4-  (2χ- 4)ζ  <1χ 


Λύση 

Ιίατω 

"4ί  V 


4χ+  ^  1 

αχ=^τ 


2  3  .  Ί  χ+1  2 


Λ/4  +  -ί-  <Ιχ  =  |  λ/ 
*  Χ+1  _ι 


Θετουμε  I  =  4(χ+1) 

,ι=1ί  λ/1+Τ ^ 


4  + 

-ι  *  + 
Οι  —  4<3χ 


1  + 


Τ 


4  (χ  +  1) 


όχ 


Ί  *α  ιτ<·>  Ϊ2  —  'ν/4χ2  -  16χ+  17  (3χ  =  VI  +  (2χ-4)2  <3χ 

1  1 

Θέτουμε  1+(2χ-4)2  =  γ  =>  γ-1=(2χ-4)2  =>  ±Ίγ- 1  =  2χ-  4 


( ) λ( >κληρωτικΟς  Λογισμός 


403 


1+(2χ-4)2  =  γ  =>  γ- 1  =  (2χ~4)2  =>  ±>/γ  —  1  =2χ-4  ~~> 


λ/υ  —  1 
-  ?  -μ -2- — - 


=>  χ  =  2  ± 


Ομως  χε  [1,2]  =>  χ  =  2- 


Οχ  = 


άγ 


4  χ/γ  —  1 


,2=-ϊ15·ν/^Τ  ' ^=-ϊί5  νι+ρτ  ^=?^λ/1+ργ  £|ν 


Θέτουμε  γ-1  =  ΐ 
Αρα  Ιι  =  12 


άγ^άΐ  =>  ί2-  4  Γ  λ/ι  +7  όΐ 

Η  ο  1 


[,  =  )  VI 


Έστω  Ι3  =  |  VI  +  (2χ-  4)  όχ 

2 

θετο  ύ  με  2χ-4  =  ΐ  =ί>  όχ  = 


Ι3  =  χ]  νΐ7?" <11 


Όμο) 


+  (2χ-4)2  άχ  και  αν  θέσουμε  (:-2χ~4  ==> 


=>  Το 


ς  Ϊ2  =  [  VI 

ι 

2=||  νϊΤ?’<η=γ]  λ/ι  +  ι2<κ  =>  ι2=ΐ3  =  ΐ] 
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Να  δείξετε  ότι  ισχύουν  οι  ισότητες: 


(0 


_  2\> 

V  1  +  χ2  άχ= 


(") 


2α 


-2ν  +  1 


2ν-  1 


2χ+1 


2α 


2χ 


άχ 


οπού 


0<α<1> 


VI +  χ2  άχ= 


Γ2ν?+2ν_1Λ/2χ  +  4 


2ν2-2ν- 1  2Χ+3 


άχ 


οπού 


V  > 


Λύση 

(ί)  Θέτουμε  2χ=ζ2  2άχ—2ζάζ  ==>  άχ=ζάζ 


[ζ2  +  1  ί2Η>/? 4 

- — ~ —  ζάζ-\  - 

Ζ  2α  |ζ| 


ζ  όζ  = 


V I  +  X  άχ 


(ίί)  Θέτουμε  2χ  +  3  =  ζ2  =>  ύχ-ζάζ 
Αν  χ  =  2ν2-2ν-1  => 

ζ  =  ^4ν2  —  4ν  —  2  +  3  —  λ/4ν2  ~  4ν  +  1 —  |2ν  —  1 1  =  2ν  —  I 
Αν  χ  =  2ν2  +  2ν-1  => 

ζ  -  ν4\^  +  4ν  -  2  +  3  —  τ/4ν2  +  4ν-{- 1  =  |2ν  -  1|  =  2ν  +  1 


|αν~  +  2ν~1  [25ΓΓ4~^  _  Γ2^1 
2ν“- 2ν- 1  2χ+3  2ν- 1 


ίζ+Τ 


Ζ  ί\ζ- 


-Γ* 


2ν-.1 
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Να  δείξετε  όχι:  ΗΐΠ  ^  ~  άί  =  0 

Λ  ^ _  Ι 


χ  0  χ 


Λύση 


Έατο>  ημΙ  =  ί(1)  και  §(ΐ)  =  γ  .  Τότε  υπάρχει  θχ£  (χ ,  2χ)  τέτοιος  ώστε 


/  εΙ{  =  ημθχ|2  γ  <31  =  ημοχ  [ΐπ  ΐ]  = 


Ολοκληρωτικοί,  Λογιομικ, _  ΊΟδ 

-  ημοχ  (I ιι 2χ~  Ιπ  χ)  =  ημι*  )»  2 

Όμως  όταν  χ— >0  είναι  οχ— >0  και  ημοχ— >0 
λρα  Ιϊιη  -^01  =  Παι  Ιη2ημοχ  =  0 

χ  — : >  0  χ  χ  -4  Ο 


ΘΕΜΑ 
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Να  αποδείξετε  ότι: 


Γ 

ΙΙηι  ί, 

ν  —>  οο  '/ν  +  α 


ημ?χ 


άχ=α 


Λύση 

Έατα)  ί(χ)  =  και  β(χ)  =  ~Κ .  Τότε  υπάρχει  Ον  €  ^  ^ 

X 


X2 


Ο 


ν  +  α  ν 


τέτοιο  οηττγ 


I 


'/ν 

I  Υ4 

/ν  +  «  '*■ 


'φί'/ν  1<1χ=φί% 

Ον  ’κ+α  ^  Ον  '/ν  +  « 


7 


χ  2  όχ  = 


ημ2  Ον 

ά 


ΐ 

χ 


% 


=!φ[_ν+ν  +  0]  =  α2φ 

1/  Ον  Ον 

/ν  +  α 


Όταν  ν  — >  °°  είναι  ον  — >  0 
,.  Γ/ν  ημ2χ .  ■·  ημ2£ν 

Ιιιώ  1Γ·1  αχ  -  Ιιπη  - — -ζ — α  =  α 

^1/  \ 
ν  — >  ΟΟ  Λμ·<4  Α 


V  — >  οο 


Ον 
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Λν  Γ  συνεχής  στο  Κ.  αποδείξτε  ότι: 


406 


( Ολοκληρωτικός  Λογισμός 


Ιΐιη  Γ  <3χ  =  2α  ί(0)  ,  α  >  0 

V  — >  οη  %  -μ  α)2  ^ 

Λύση 

Ξέρουμε  ότι  αν  οι  ί,  £  είναι  συνεχείς  στο  [α,Ο]  και  η  £  διατηρεί 
σταθερό  πρόσημο  στο  [α,β]  τότε  υπάρχει  γε  [α,β]  τε'τοιο  ώστε 

/  Ι'(χ)  β(χ)  <3χ=  ί(γ) }  β(χ)<1χ 

<(  α 


Έστω  §(χ)  =  χ  /2  .  Τότε  υπάρχει  γν£ 


1  _Γ 
(ν  +  α)2  ’  ν2 


τέτοιο  ώστε 


Ι,ζ 


I  ό  χ  =  Γ(γν)  I  χ,/ιάχ=  ί(γν) 

/(ν  ΜΙ)  Λ 


’/2 

/ν 


/(ν  +  (ί) 


ι^11/ν2 


ι 

2 


/(ν  +  ο)2 


=  -  2ί  (γν)  [ν  -  ν  -  α]  =  -  2ί  (γν)  (-  α)  =  2α  ί  (γν) 
Για  ν— είναι  γν-^0,  οπότε  ί(γν)  —»  ί(0) 


Ιίιυ  |  όχ=  Ιίπι  2αί(γν)  =  2αί(0) 

V  — >  <ό  /(ν  ι  α)  X  V  — ■>  00 


\.ϊ 


ί(χ) 
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Αν  Ρ(χ)=ν(ν-1)χν·2+(ν-1)(ν-2)χν'3  +  ...  +  3·2χ+2·1 

Τ  ό  χν " 1  -  χν " 2  ^  Λ 

να  υπολογιστεί  το  ολοκλήρωμα:  1  —  - ΟΧ  V  £  2 

•ο  ^Ρ(χ) 


Ολοκληρωτικές  Λογισμοί 


407 


Λύση 


χν^_ι 

'  Εστω  Γ(χ)  =  1  -I-  χ  +  χζ  +  . . .  4-  χν  = -  ,  χ  Φ  1 

χ-  1 


Γ'(χ)  =  ν  χν  1  +  (ν  -  1)  χν  2  +  . . .  +  2χ  +  1 


(ν  +  1)  χν  (χ  -  1)  -  (χν+ 1  —  1 ) 

(χ-υ2 


Γ  =  ν(ν-1)χν~2+(ν-1)(ν-2)χν_3 ...  +  2  = 


(ν  + 1)  χν  +  ι  -  (ν  +  I)  χν  — χν  +  Ι  +  ] 

/ 

νχν  + 1  -  (ν  Ί-  1)  χν  +  1 

(χ-1)2 

(χ  -  I)2 

(ν2  -  ν)  χν  *  ί  -  2  (ν2  -  1 )  χν  +  ν  (ν  +  I)  χν  1  -  2  Ο  (χ) 

(χ-1)3  ~(χ-ΐ)3 

Άρα  ^/Ρ(χ)  =  και  (2'(χ)  =ν  (ν2  —  1)  (χ-  1)2χν-2 

χ-1 


ο 


1χν’2(χ_1)2<1χ=  1 


1  Γ\* 


να(χ) 

.1 


ν  (ν2  - 1)  ο  V 0(χ) 


Η 


0'(χ) 


Δχ- 


2ν(ν"-1)“'0 
3^4 

2ν  (ν2  - 1) 


}  (  \'02(χ))'ι1χ  = 


2ν(ν  -  1)  ί. 


^/θ2(χ) 


0 


1  = 


3  λ/4 


2ν  (ν2  - 1) 
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Αν  ΠΙ,νΞ  Ν*,  να  δείξετε  ότι  για  κάθε  0  <  1ηθΙ< 


Γη 

ν 


<  Ιηβ  ισχύει 


40Κ 


< Ιλοκληρωτικάς  Λογισμοί; 


(Ι>  -  «) 


Λΰαη 


/  Υ  Λ 

ΓΠ 

V  7 


ΓΠ 


_(λ  ν 

βηΙ  <|  ——  (1χ<  πι αχ 

-1,,  1  η'ηχ 


ί  αν 


.ν  λ 


ΙτΤα  ’  Ιη"1!) 


V 


Μ>-α) 


) 


Κάτω  ί:(0  ,  <*>)  — >  Κ  ,  με  ί(χ)  = 


χ 


1η™  χ 


ηη/ 

θα  μελετήσουμε  την  ί'  στο  (α,β)  όπου  1  <  α  <  ο  ν  <  β 


νχν_ιΙηΠ,χ-χ 


ν  ιη  Ιπι”  1  χ 


Γ(χ)  = 


]η2™χ 


χν~'  Ιη1*1  ~ (ν  Ιηχ-  πί) 
Ιη2π,χ 


ην 

1  (χ)  =  0  <=>  χι  =  1  ,  Χ2  =  β  4  >  1  [χι  £  (α ,  β)] 


X 

ι 

7^ 

-+■  ©ο 

Γ(χ) 

+ 

— 

— 

0  + 

+ 

ί(χ) 

+ 

^ _ _ 

τ.ε. 

Μ  (  παρουσιάζει  τοπικό  ελάχιστο  στο  6™  ,  το 


(  ν 


ηι 

ν  χ 


=  ηιΐηί 


Όμυ>ς  και  Γ  =  ΐΉ3χ(ί(α),ί(ά)) 

Αίμου  η  ί  είναι  συνεχής,  υπάρχουν  ηι,  Μ  τέτοιοι  ο>στε 


ιυ 


(Ι>  =  α)  <  | 
Συνεποχ 


15  χν 


α  Ιη™  χ 


όχ<  Μ  (5 ,  α) 


(Ι'  -  α), 


(ν_λ 

ιη 

ν  ) 


ΓΠ 


( 


«Ιη"χ 


άχ<  ΓΠ3Χ 


'  (  Χν 


.ν  \ 


Ιη™  α  Ιη1”  1η 


ΓΠ 


λ 


(ά-α) 


Οληκληριηηκός  Λογισμός  4()1) 
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Έστω  £1  Κ. — >Κ  μια  άρτια  συνάρτηση  (περιττή)  που  έχει.  αρχικές 

συναρτήσεις.  Αληθεύει  ότι  κάθε  αρχική  Ο*  Κ — ->1\  της  £[  είναι 
περιττή  ή  άρτια; 

Λύση 

Έστω  ότι  η  μ  είναι  άρτια  και  Ο  μια  αρχική  της. 

Η  Ο  δεν  μπορεί  να  είναι  άρτια  διότι  τότε  είναι 
Ο"  =  £  περιττή  (άτοπο) 

Αν  η  Ο  είναι  περιττή,  τότε 
Ο'  =  §  άρτια 

Όμως  δεν  είναι  άρτια  κάθε  αρχική  της  β. 

Αν  Ο  είναι  μια  περιττή  αρχική  της  β,  τότε  η  αρχική  Η  της  μ  με 
Η(χ)  =  0(χ)  +  1 
δεν  είναι  άρτια*  ούτε  περιττή. 
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Να  δείξετε  όχι  δεν  υπάρχουν  συναρτήσεις  που  έχουν 

αρχικές,  τέτοιες  ώστε  για  μια  αρχική  Ρ  της  ί  στο  Κ.  να  είναι: 

Ρ(χ)Γ(1-χ)=Ρ(χ2)  *  για  κάθε  ΧΕ  Κ. 

Λύση 

Υποθέτουμε  ότι  υπάρχει  συνάρτηση  ί  που  πληρεί  τη  σχέση 
Ρ(χ)Ρ(1-χ)  =  Ρ(χ2)  (1) 

παραγωγίζουμε  την  (1)  και  έχουμε: 

Ρ'(χ)Ρ(Ι  -χ)-Ρ(χ)Ρ'(1-χ)  =  2χ  Ρ'(χ2)  ,  για  κάθε  χ<=  Κ 
Λρα  Ι(χ)Ρ(1-χ)-Ρ(χ)ί(1-χ)  =  2χ  Γ(χ2)  (2) 


Ί  ΙΟ 


( )λιικλ)|(ΐπιΐΊκοζ  Λογι<ΐ|κκ 


Για  χ  — Ο  και  χ  =  I  η  (2)  γίνεται 
ί(0)Ι·'(  I  )-Ρ(())Γ(  I )  =  Ο 
Γ(Ι)Ι'(ΟΗ-(1)Ι(0)  =  2Γ(  I )  (3) 

Προσθέτουμε  κ αχά  μέλη  τις  (3)  και  βρίσκουμε 

2ί(Ι)  =  0  =>  Γ(1)  =  0  (άτοπο,  διότι  ί(χ)*0,  για  κάθε  χε  Κ) 
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Λν  η  ί:Κ — έχει  αρχικές  συναρτήσεις  στο  Κ.  και  είναι 

μια  συνάρτηση  με  £  συνεχής  στο  Κ,  τότε  η  συνάρτηση  1ι:Κ.— »Κ. , 
μι·  Η(χ)  =  1'(χ)8(χ)  έχει  αρχικές  στο  κ. 

Λΰιτη 

Έστω  Ρ:Κ— μια  αρχική  της  ί.  Είναι  προφανές  ότι  η  §  είναι 
συνεχής  στο  Κ.  οπότε  έχει  αρχικές. 

Εστω  Ο  μια  αρχική  της  £  στο  Κ. 

Είναι  (Ρ-β)'=  Ρβ+Ρβ'  =  ί£  +  Ρ8' 

Επειδή  οι  Ρ  και  %  είναι  συνεχείς  προκύπτει  ότι  Ρβ'  είναι  συνεχής 
στο  Κ,  οπότε  έχει  μια  αρχική  Η  στο  Κ. 

Ίίχοιιμι:  Γ-β  =  (Ρ-β-Η)'  οπότε  η  Ιΐ£  έχει  αρικές  συναρτήσεις  στο  Ε.. 
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Να  δείξετε  ότι  υπάρχει  το 


1 

συνχ 


(μ)  Να  δείξετε  ότι  υπάρχουν  πραγματικοί  α,Ι)  τέτοιοι  ώστε  για  κάθε 

Λ 

Χ<=  II  ,  X  Ψ  -Ζ  +  Κπ  με  1ί<=  Ζ  να  ι.ιχΓιι  ι: 


411 


Ολι >κλ'τ)(Η' σικός  Λογ ι ομ< 


1  συνχ  .  συνχ 

- =  α -  + 1) 

συνχ  ι  +  ημχ  I  -  ημΧ 


(ΐϋ)  Να  βρείτε  τις  αρχικές  συναρτήσεις  της  συνάρτησης  -  στα 

ίτυ  νχ 

διαστήματα  που  δεν  περιέχουν  σημεία  Χ  =  ^τ  +  1ί3ΐ  με 


(ίν)  Να  υπολογιστεί  το  I. 

Λύση 

1  π 

(ι)  Η  '  ~νχ  είναι  συνεχής  στο  0  ,  οπότε  υπάρχει  το  I. 
(π)  Έστω  Ό  =  Κ\{  ^  +  λπ  ,  ίίΕ  ζ} 


Για  κάθε  χε  Κ.  ,  συνχ^Ο  και  είναι 
1  συνχ  συνχ  σ 


συνχ 


συνχέ  1 


συνχ  συλ?χ  1  -ημ2  χ  (1  -  ημχ)  (1  4-  ημχ)  2  1  +  ημχ  1-ημχ 


11  συνχ  1  συνχ  1  .  1 

Αρα  — —  =  — - +  7Γ -  και  α  =  ->ο  =  ο 

συνχ  2  3  η- ημχ  2  1-ημχ  2  2 


(ίϋ)  Η  ί  έχει  αρχικές  συναρτήσεις  σε  όλα  τα  υποδιαστή  ματα  το  Ο. 
Έστω  I  ένα  τέτοιο  υποδιάστημα.  Οι  αρχικές  της  Η  στο  I  είναι 

Γ  1  .  1  Γ  συνχ  .  1  Γ  συνχ  1  ,  1+ημχ 

I  - άχ^ττ  - όχ  +  ττ  - =  χ  1η - — +  ο 

*»  συνχ  2 ι+ημχ  2-,ι_ημΧ  2  1-ημχ 

?'*  1  1  Γ  I  α-„„νΊ%  Γ  ,1 


1  Γ  συνχ 


+  ημχ 


.  1  Γ  συνχ  1  .  1  +ημχ 

όχ  +  ττ  - =  χ  Ια - — +  ο 

ζ  ■'  1  -  πιιχ  ζ  1- ηιιχ 


(ίν)  Ι  =  |  ■ — - —  ύχ  =  1 

\  2|  1-ημχ  Ιο 


ο.?  ^ 
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Λ 

Λν  I  συνεχής  στο  [Ο,ιι]  και  αν  ί(χ)<ϊχ=0,  να  δείξετε  γ5τι 
-υπάρχει  #Ε  (Ο,Ιΐ)  τέτοιο,  ώστε  ί(θί)  =  Οννα. 

Λύση 

'Κστο)  ^(χ)  =  ί(χ)-συνχ  ,  για  κάθε  χΕ  (Ο,π) 

Ηίναι  I”  £(χ)ύχ=  Γ  [  ](χ)  “θυνχ](1χ=  Γ  ί(χ)  άχ-  Γ  συνχϋχ= 
η  \  ο  ο 

-  ί(χ)  άχ  -  ^  (η μχ)/  άχ  =  ί(χ)  <3χ -  [η μχ]  =  0 
υ  ο  ο  0 

II  ι*  είναι  συνεχής  στο  [Ο,π].  Βάσει  του  Θεωρήματος  μέσης  τιμής 
υπάρχει  αΕ  (Ο,π)  τέτοιο,  ώστε 

[  ^(χ)ίϊχ=β(α),π  ,  δηλαδή  §(α)π  =  0 
ο 

Λρα  υπάρχει  αΕ  (Ο,π)  τέτοιο,  ώστε  §(α)  =  0  ή  ί(α)-συνα-0  ή 
ί(α)  -συ  να 
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Να  δείξετε  ότι  ισχύουν  οι  σχέσεις: 


Ολοκληρωι ι κι'^  Λογι  ημο^ 


413 


Γ  χζ-2χ-ι-3  ,  Γ  χζ  +  2 

(Η)  - τ·  -αχ=  - ; - (]χ 

ο  Ιη(χ2-3χ+4)  ·φ  1η(χ2  +  χ+2) 

Λϋση 


π 


(ΐ)  Θέτουμε  γ  =  ^-χ  και  έχουμε 


ί 


Γ 


συνχ 


ο  ^3  -συ\?χ  Ί  ^3  -  ημ3  (~  -Ί) 


% 


ημ 


π 


λ 


2  Χ 


-ό.χ~ 


Μ 


„  Γ  ΓΚ?_ί 

•V;  &-ημ*γ^  ο  ^3^ 
(ίΐ)  Θέτουμε  γ  =  1-χ 


η  μ5  χ 


-όχ 


Γ1  χ2-2χ-}-3 
ο  1η  (χ2  -  3χ+  4) 

-ί  Α2 


όχ  =  | 


(Ι-χΓ  +  2 


ο  1π[(1-χ)2  +  (1  -χ)η-2) 

1 


όχ  = 


<*Υ  =  | 


1  1η(γ2  +  γ  +  2)  *ο  1π(χ2  +  χ  +  2) 


άκ 
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Να  δείξετε  ότι: 


(0 


α 


νΐ  +  β2χ^χ=]  λ/Γ^"  άχ  ,  όπου  0<  α  <  & 


(»> 


ί 


άχ 


^χ4  —  4χ*  +  θχ2  -  4χ  +  2  ο  VI  +  χ4 


ο 


όχ 


4 1 4 


(  )λθκλΐ|(Μι)1 


Λύση 


(ΐ)  Θέτουμε  ο'-χ  =>  ϋχ  =  βιόί  και  εχουμε 
/  €<  ^  ={  +  1  οΐί  =  /  νΐ+ο2χ<1χ 


(ϋ)  Θέτουμε  ν  =  1-χ  και  έχουμε 

Γι  άχ _ ί1  άχ 

ο  λ/χ71  -  4χ  +  όχ2  -  4χ  4-  2  ο  Λίΐ  +  (1- 

Γ1>  "^Υ  _  Γ1  ϋχ 

ι  V I  +  /  ο  VI  +χ4 
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Να  δείξετε  ότι  ισχύει  η  ισότητα: 


Γ*  Α4ί_  Γσ<ρχ  άΐ  = 

Λ.  1  +  12  +  ^/ο  1(1  +  12) 


.σφχ 


Λύση 


Ίίστιο  I  = 


-ι. 


’4  1(1  +  0 


θέτουμε  1  =  —  και  το  ολοκλήρωμα  γράφεται 
ζ 


Μ  1  (_1}  , 

ι  (.  η  ,2  ά  ' 


0  -  I  +  -τ  2 

'■  ζ2 

.  I  »  \  ) 

Ι<χουμε 

Γ'*  I  (Η  Γχ  όί 


*  ζ  άζ 
^χ  ζ2ίΐ  +~ 


ζ  όζ 
ζ2+1 


-Γ 


/,  I  +  I  ·’  '4  ι  (1  +  ι  )  '/«  1  + 1 


I  +  (' 


( ίλοκλη^Ηΐίτικη^  Λογισμός 


_  ί  <<1  _  1  ίΓ  21  ίΐι 
^/0  1  -Μ2  2  '/ς  12  +  1 


2ΐιΙ1  1  γ 


Ιπ(Γ  Ι'  1) 


Μ 


1 

2 


1η  (ε2  +  1)  -1η 


η  λ 

τ1 

V  Ρ 


14 


1 ,  6  +  1  1  τ  2 

=  ?  1ηΤ~ τ  =  9  Ιη€ 
ζ  + 1  2 


=  1 
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Αποδείξτε  ότι:  1  < 


€2  (6  -  1) 


X  .  6 

ΪΤΤνϋχ<2 


Λύση 


λ  / 

Θεωρούμε  τη  συνάρτηση  ί(χ)~]^7  »  [β,  β“  ] 

ί  (χ)  =  ,  2  -  χε  [β.β  ] 

1π  χ 

Λ 

Γ(χ)>0  οπότε  η  ί  είναι  αΰξουσα  στο  [©,ε  ] 

62 

Αρα  β<ί(χ)<-^-  οπότε 


2 

Γ  ί(χ)£ΐχ<| 


*’  β2 


(1χ 


1 


1 


,€  2 
χ  ,  ε 
ύΧ  <  ~Γ“ 


1 


βΑ(β-ΐ)  % 
Συνεπώς 

1 


Ιηχ 


2  ©2  (ο  - 1) 


(β2-£)=| 


-Γ 

β"(β-1)  α 

Επίσης 


χ  .  © 

1 — όχ<τ- 
Ιηχ  2 


ί(χ)>ε  οπότε 


ε  (1χ  <=> 


I  ί(χ)<1χ>{ 


<=> 


( 


ί 


ε  (ο-1)  « 


X 

Ιηχ 


1  Λ 

ϋχ  >  ~ - ε(ε  —  β) 


ο  (0-1) 


=  1 


Μ 

,Α  ,  1  Γ*  X  ,  6 

Λ(»(1  I  <  - -  7 - ίΐχ  <  Τ' 


0Ζ  (ο  - 1) 


)πχ 
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Έστω  Γ:Κ-^Κ  ,  με  ί(χ)  =  ΓΠ3Χ  ί?  για  χ<0  και 

ί<χ 

Γ(χ)  =  ητιη  ί2  για  χ>0.  Να  υπολογιστεί  το  ί(χ)  ίΐχ . 
1>  χ  - 1 


Λΰση 


,  αν  Χ<0 
,  αν  χ>0 


Μια  αρχική  συνάρτηση  της  ί  είναι  η  συνάρτηση  Ρ:Κ— >Κ.  ,  με 


,  αν  χ  <  Ο 
4 

χ3  η 

>  αν  χ>0 


ί(χ)ϋχ  =  ί(1)-ί(-1)=|-| 


_ι_ 

12 


( )λοκληη<οτικ<  Α ( 'γιαμ^ 


417 
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Να  όείξετε  ότι  για  κάθε  (Χ,1)Ε  Κ.  και  ΥΕ  Ν*,  ιαχΰει 


<τυνν  χ  άχ 

> 

Γ 

συνν  + 1  χ  άχ 

ν 

α 

/ 

α 

V 


/V 


ν  + 1 


(α  - 1>)  (ημα-  ημ1>)  (1) 


Λύση 

& 

Έστω  Ιΐ(  =  I  συν^χάχ 


α 


Γ 

Ι()  =  ]  όχ-5-α  , 


α 


Ιί  =}  συνχόχ  =  [ημχ]  =ημβ“ ημα 
α  α 

Άρα  Το  ■  Ιι  =  (β-α)  (ημΙ>- ημα)  =  γ  (α  -  β)  (ημα-ημβ) 

Αρα  η  (1)  ισχύει  για  π  =  0 

=  Τΐ(-2  ,  (ί€Ν*{1)  (2) 

11  1 
Αρα  Ϊ2  =  2  1ο  =*  !2  =  ^  (1>  —  οχ)  =>  Ιι  12=  ^  (α"-β)  (ημα-ημβ) 

Για  1ί  =  2>3>·.·Λ'  +  1  η  (2)  γράφεται 


1?γ;2Ιι> 


1/1 

15 


■I" 

■ί„ 


V  —  1 

Ιν  =  · - Ιν-2 


V 


ΐ  ν  -Η  I  — 


ν  + 1 


Ιν-1 


(3) 


Πολλαπλασιάζουμε  τις  (3)  κατά  μέλη  και  έχουμε: 
ϊν  1  ν  + 1  =— γ  Ιο  Ιι.  =  — ~(α-ΐ>)  (ημα-  ημβ) 


ν  +  I 


ν  + 1 
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I·1  ρν  ν! 

Να  δείξετε  ότι:  I  (1  -  Χρ)ν  <1χ=  γ  - ' -  ,  V  ,  ρ  £  Ν 

Π^ρ+1) 


ν! 


Λύση 

Γ1  Γ1 

Έ(ττο)  I  =  ]  (1  -χρ)ν  άχ- ]  χ'  (1  -  χρ)ν  άχ  = 
ο  ο 

1  .ι 
Ό 


1  ι 

~ Γχ  (I  —  χρ)ν  -ϊ  χν  (-ρ)χρ_ί  (1  -χρ)ν_1  <}χ  = 
^  -Ώ  ο 


Γ1  Γ1 

=  νρ]  χι>  (1  —  χρ)ν  ^χ=νρ] 


Γ1 

ίχΡ+') 

0 

1ρ+υ 

(  I  “  χρ)ν  ~  ^  (I  χ  — 


( >λοκλϊ[ρωι  ικάς  Λογιομο^ 


4 1  <) 


ί  Ρ  +  I 

=  Υ.(Υ^Ι)ρ!(1  χ2,'  (I  -  χρ)ν  “  2  ϋχ 

Ρ  +  ί  ο 

Συνεχίζουμε  κατά  τον  ίδιο  τρόπο  και  στο  τέλος  βρίσκουμε 

Ι  = _ ν[£ _ 

(ρ  +  1)  (2ρ  +  ί  )  (3ρ Η- 1)  ■  ■  ■  (νρ+  1) 


γ1  ν>'  1  , 

--  V  ρ  Γ  - —  (—  ρ)  Χρ  (ν  -  I )  ( I  “  χ!>)ν 

(}  Ί)  Ρ  +  I 


4.1 


ιΐχ 


ΘΕΜΑ  82 


Χωρίς  να  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα  να  δείξετε  ότι: 


-8 

5 


2χ-  9  , 

- άχ< 

2χ+  5 


1 


Λύση 


Βάσει  του  θεωρήματος  μέσης  τιμής  του  ολοκληρονακου  λογισμού, 
υπάρχουν  ιη,  Μ  τέτοιοι,  ώστε 

ιη  φ  -  α)  <  ί(χ)  άχ<  Μ  (β  -  α) 

<χ 

Για  να  βρούμε  τους  ιη,  Μ  πρέπει  να  μελετήσουμε  τη  μονοτονία  της 

2χ-  9 

συνάρτησης  ί(χ)  = -  στο  [5,8] 


Γ  (χ)  - 


2χ  +  5 
2  (2χ+5)  -  2  (2χ-  9) 
(2χ  +  5)2 


^  2>0  ,  για  κάθε  χ&  Ι1{  - 


(2χ  +  5) 


Αρα  η  Γ  είναι  συνεχής  και  αΰξουσα  στο  [5,8],  οπότε  έχουμε 
ππ  =  ΐ(5)  =  και  Μ  =  ί(8)  =  |· 

Συνεπώς  έχουμε: 


420 


( > λ «> κ λ ϊ ) π < ι > 1 1 κ ι ίς  Λογισμός 


I  ί*2χ-9  ,  ^  1  /0  I  ΐ  2χ  -9  .  , 

Τ5<8-5)<]^^3(8-5)  «  Ι<ί5Τχ+1,ΙΧ<1 
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Έστω  1  μια  συνεχής  συνάρτηση  στο  [α,β]3[α,1ϊ]  .  Να  βρεθεί  η 
παραγωγός  της  συνάρτησης  §:[α-α,β-1>]Η>Κ,  με 

8(χ)  =  |  ί(χ  +  γ)  £ΐγ 

α 

Λύση 

Γ  +  Ιι 

ί(1)  οΙ  I  £'(χ)  =  ί  (χ  +  0)  -  ί(χ  +  α) 

χ  +  α 
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Να  δείξετε  ότι: 


I  χ3  ί^χ2)  άχ 

ο 


χ  ί(χ)  <3χ  ,  α  >  0 


Λύση 

Θέτουμε  1-χ2  =>  άί  =  2χάχ 

2  2 

ί  χ3  ί(χ2)  άχ=  ~  Γ  *  ί(0  άί  =  -  Γ  χ  ί(χ)  είχ 
Ο  ^  ο  ^  ο 


( )λοκληρ<ι>πκοθ  Λπγιπμπ·, 


Α?. 


ΘΕΜΑ 
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Αν  η  ί  είναι  ολοκληρώσιμη  στο  [0,1]  ,  να  δείξετε  όχι: 


1  Γ1 

I  χ4ν“'1  ί(χ2ν)  άχ=^  ]  χί(χ)άχ,ν€ 
0  Ζν  ο 

Αΰση 

θέτουμε  χ2ν  =  1  =Φ  2νχ2ν_1  άχ=  ϋ( 

}  χ2νχ2ν~ιί(χ2ν)<3χ=~~|  Ιί(1)εΙΙ  =  -Μ  χ  Γ(χ)  (Ιχ 


Νί 
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Έστω  Ιν  (χ)  =  Γ  ί2ν^α2  -  ί2  άί  όπου  0  <  Χ<  α ,  ν  =  0,Ι,2,.. 

(ί)  Να  βρεθεί  ένας  ανδρομικός  τύπος  για  τον  υπολογισμό  της  ΐν(χ) 
(ϊΐ)  Να  υπολογιστούν:  Ιο(α)  και  Ι,(α) 


Αΰση 

(ί)  Μχ)^  ι2ν ^α2 - 12  ϋί  =  -^ ίΖν_1 


ο 


Μ 


(  τ 

α  -  γ 


όι  = 


1  Γ  ι2ν-  1  ,2  ,2ώ/2 


λ  ι 


,.ζν  —  1  χ  Ζ  ,.Ζ\  . 

ι  (α  -  [  ) 


1 

+  3 

0 


ί  (2ν- 


1)ι2γ-2(«2-ΐ2)^ε1ϊ  = 


422 


( )λι »κ/ 1{( >«Ρ ι  ι,κός  Λογισμός 


^  χ2ν_  1  (α2  -  χ2)^  + 


«ί2/  (2ν-2ν<χ5-ίΐ _  Γ 

Ο  1) 


ϋί 


I  χ2ν' 1  «χ2  -  χ2)'/2  +  — α2  Ιν  ι  (χ) — ~ζγ~~  ίν  (χ) 


2ν—  1 


Λρα 


2ν  -  1 


\ 


-ι- 1 


Ιν  (χ)  =  -  4  χ2ν~ 1  (α2  -  χ2)3/2 


3α  2ν- 1 


^  /λ.  /χ  ^  Η-  ^  α  Ιν-ι  (χ) 


<=·>  (2ν  Η-  2)  Ιν  (χ)  =  -  χ21" 1  (α2  -  χ2)*  +  (2ν  -  1)  α2  Ιν  - 1  (χ) 


(ϋ)  !„(«) 


Ο 


Γ  ο] I  Θέτουμε  ί=αημυ  =>  ά£  =  ασυνιιςΙιι 


*/2  π/2 

->  ϊη(α)  =  |  α2  συν2  υ  άυ  =  α2 1  συν2υί1υ  = 
ο  ■'ο 


(] +αυν2υ)  =  ^  α2  +  ^- 1  σΐ)ν2υάιι- 
2  -»η  4  2  ο 

π  2  α2  Γ  ο  1 72  πα^ 

■·ϊ11  +τ1^2ί  =τ 


ίι  (α)  = 


ο 

α2  Ιο  (α)  πα4 


16 
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α  α 

Νιχ  ήι·(ξι·.τε  <5τι:  I  συν(χ ί(χ2))  άχ=  2  I  συν(χ ί(χ2))  άχ 

-  α  0 


Λύση 

)  I  (Τυνάρτηση  συν  είναι  άρτια  οπότε: 


( )λοκλΐ|(Ηΐ>ιικόί,  Λογισμοί, 


42λ 


Μ 

]  συν (χ  ί(χ2))  ϋχ-  2  ]  συν  (χ  Γ(χ2))  ϋχ 


-  α 
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88 


Να  δείξετε  ότι:  1=  ί  - (1χ=0  για  κάθε  1ί£  Ζ 

•'ο  ημχ 


Λύση 


Θε'τουμε  χ  =  π-1  και  έχουμε 
Ι  =  _  [°  ημ(21;(π-ί))ί|{_|π  ημ(2ίιπ— 21<1) 


π  ημ(π-ι)  -'ο  ΐί11 
[πημ21ίπ  συν21<:1-  συν2^π  ημ2]ίί 

ημΐ 

ι2Ι< 


ν 


<3ί  = 


[*  ημ21ιΐσυν2!επ  γ"  (-1)  Κημ2Κί 
-'ο  Ή  Μ  ο  ϋί” 


ημ 

=  -  Γ  ^άί  =  -Ι 

•'ο  ΘΜ-Ι 

Άρα  21=0  =>  1  =  0 
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Έστω  ί0;[0, 1ΗΚ  μια  συνάρτηση  συνεχής  και  1ν+ι  η  αρχική  της  ίν 

στο  [0,1],  με  Γν+ι(0)  =  0?  ν€  Ν.  Αν  ^1982^)  ~  1983!  ' 

αποδείξτε  ότι  υπάρχει  Χο6  [0>  1]  τέτοιο,  ώστε  ίο  («ο)  =  χο  ■ 


424 


( >λ  σκληρό >τιχος  Λογισμό:; 


Λύση 

Έχουμε  Ιν -μ  ι  (χ)=|  ίν(0<11  ,  χξ  [0,1] 

ο 

1  Γ1  Γ1  ί]982 

Λ^α  * ι « 2 ( ^ )  “  ]983!  ^  -I  ^ΐ98ΐ(0  =  .1^  1982! ^  ^ 

Λί  ε1982  Ν 

<;=>  () ^ί9χι^) —  1982!  =  ^ 

Άρα  βάσει  του  θεωρήματος  μέσης  τιμής  υπάρχει  χϊ9δ1€  (0  ,  1)  τέτοιο, 


<31:  <£=> 


ϋϋ  =  0 


.1982 


ώστε  Γ,  (;8 ,  (χι  98ΐ)  1 982! _  ^ 


Άρα 


ΓΙ  ι)Χ  I  ( 

μ 


1 980(0  1981! 


οπότε  υπάρχει  Χ|980€  (0  » Χΐ98 ^  τέτοιο,  ώστε 


*  ι*>κο(χΐ98()  1 9  δΤΐ  ^  ν-λ.π. 


-2α 


υπάρχει.  χ0ξ[0,  1]  τέτοιο,  ώστε  ί0(χ0)  =  |ί| 
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Να  βρεθούν  οι  συνεχείς  συναρτήσεις  ί:[1,4]-»Κ  ,  αν 


Γ  Γ2  (χ2)  άχ-2 1  ί>(χ2)άχ=| 


19 

ί(χ)  άχ--^- 


Λύση 

η 

Θέτουμε  χ  =  ΐ  οπότε  <3χ  “  2ϊάί  και 
{  Ι  (χ)<1χ=/γ(ι2)2(ιΙγ  =  2|  χί(2χ)ί)χ 


<  )λοκλη[ΗθΐΐΗ<κ;  Λογισμός 


42Ν 


Είναι  ^  ί2  (χ2)  ϋχ  -  2  ^  Γ  (χ2)  ϋχ-  2  ί(χ2)  χ 

ι  !  ι 


,  [ί)  Α 

ϋχ-ι^-ϋ 


Είναι  /  (χ  +  1)2ί1χ  =  |2  (χζ  +  2x4-  I)  ύ\  = 

ι  ι 

8  .  0  1  (  7  .19 

3+4-ΐ'2  3  I  1  3+4  3 


X  2 

7+λ  +χ 


2 

1 


Αρα 


ί2(χ2)- 


άχ- Ο 


[ί(χ2)-(χ+1)]2-0 


Αρα  ί(χ2)  =  χ4-1  οπότε  ί(χ)  =  νχ"+1 
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Θεωρούμε  τις  συναρτήσεις  ίΐ[-(Χ,(Χ] — >1  ΟΙ >  0  ,  Ι<ϋΡ  και 
Αν  η  ί  είναι  άρτια  και  συνεχής  η  £  συνεχής  και 

Γα 

^  §(χ)  άχ=  λ  ,  λ  €  Κ 

-  α 


να  υπολογιστεί  το  ολοκλήρωμα: 


8  (?(*)) 

€χ+1 


Λύση 


Θετού  με  χ  =  -ΐ  οπότε  άχ  =  -όΐ 


>=-Γ 


8(ί(-£)) 


-1 


α 


4-1 


όί 


■Γ 


-  α 


8  (ί(0) 

1  , 
-7+1 


και  ε'χουμε 

^  γλ  ί!ί»Μ= 

4  .  ι 
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Ίίοτω  ί':[1,4]— >Κ.  μια  συνάρτηση  συνεχής  και  μονότονη.  Αποδείξ- 

γ'  1 

π:  <ΐτι.:  ]  |ί'(χ)  -  α|  >  |Γ(χ)  -  Γ(χ)|  <1χ 


Λύση 

Γ1  (/2  Γ1 

Ιίίναι.  ]  |ί(χ)-α|άχ=]  |  ί(χ)  -  α  |  <3χ+ ]  |ί(χ)-α|ίΙχ  = 

ο  ο  '/ϊ 

γ'λ  Μ  ι 

]  1 Ι(χ)-α  |(1χ+  \  |  ί  (ί  +  χ)  ~α  |  <31  - 

ο  ο  ζ 

(/ι  1 

“  I  (I  Ηχ)  -  α  I  +  ]  ί  (χ+ -α  I )  άχ> 

(I  Δ 

\/  \/ 

>.  ^  I  ί(χ  + 1)  -  ί(χ)  |  =  ί  |  ί  (χ  + -  ί  φ  +  ί  φ  -ί  (χ)  |  Οχ  = 

( μ,,ν,,τ,.νν,  '/;  1/2  .  .  . 

=  ί  ( 1 1  (χ  + 1)  -  ί  I  + 1  ί  -  ί  (χ)  I ) £ΐχ= 

("  (Γ(χ  +  ^)-ίφ|0χ  +  {/2  |ίφ-ί(χ)|0χ  = 


<  >λ« )Κ.λΐ|( χοτι χοι ,  Λογισμός 


427 


=4  ΐΓ(*)-/ώι«ι* 


ΘΕΜΑ 
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Έστω  ϊ:[α,β]— μια  συνεχής  συνάρτηση  τέτοια,  ώστε 
ί(α  +  β  -  χ)  =  ϊ(χ)  ,  για  κάθε  Χ€Ε  [α,β]  -  Αποδείξτε  όχι: 

Ο  Λ  α  +  Ι^ 

Γ  α  +  β  γ  γ  2 

]  χί(χ)άχ= — -ζ — ]  ί(χ)  άχ=  (α  +  β)  ]  Γ(χ)  οΐχ 


α 


α 


α 


Λύση 

Θέτουμε  χ  =  α  +  β-1  οπότε 

χί(χ)ς1χ-  (α  +  β-ί)  ί(α  +  β-ί)  (-όί)  = 

^  ^  Λ 

α  (3 

/  (α  +  β)  ί(ΐ)  άΧ  - Ιί(1)όί  =  |'  (α  + β)  ί(χ)  άχ- χί(χ)άχ 


α 


Άρα 


ί* 


α 


ί(χ)  άχ  = 


α  +  β 


(χ 


ί 


α 


α 


α 


Γ(χ)  άχ 


α  +  β 


Έχουμε  |  ί(χ)όχ=|  ί'(χ)άχ4-|  1:(χ)άχ  (1) 

"  α  — 

θέτουμε  χ  =  α  +  β-ιι,  οπότε 

α  +  β 

£♦„  ί(χ) ~ ί! + β  ί(α  +  β-υ)(-<1υ)  =  |  2  ί(υ)<Ια 


α 


43 


α  +  β 


Γ  Γ  2 

Η  (})  γράερεται  ^  ί(χ)όχ=2]  ί(χ)  άχ  <=> 


α 


α 


((  Η- 
"2 


Γ(χ)  ϋχ  =  (α  +  β)  | 

α 


Γ(χ)  ϋχ 
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Έίττιο  ί:  [α,β]  — μια  συνάρτηση  συνεχής  και  Γ  μια  αρχική  της 
I.  Αποδείξτε  άτι  για  κάθε  X  3  γ€  [α,β]  ισχύει  η  σχέση: 

I  τίχ)  -  Ρ(Υ)  I  <  1ί|  X- Υ  I  ,  όπου  1ί>0 

Λύση 

I)  συνάρτηση  Ρ(χ)=Γ  £{1)  ι1(  είναι  μια  αρχική  της  ί. 

α 

Ι·(χ)  -  Ρ(γ)  =  /  ί(1)όΙ-/ί(()-όΙ  = 
α  « 

=  [  Γ0)όι  +  ]  ί(ί)όι  =  |  ί(()ό( 

α  Υ  υ 

Αν  γ<χ,  βάσει  του  θεωρήματος  μέσης  τιμής  υπάρχει  χ0ξ  |γ,  χ)  τέτοιο, 
|  ί(ι)όι  =  (χ-γ)  ί(χ^) 

V 

I  I  ί  είναι  συνεχής  στο  [γ,χ]ο:[α,β],  οπότε  είναι  ιρραγμένη  και  υπάρχει 
Μ  >  0  τέτοιο,  ιόστε  |  ί(Χβ  |  <  Μ  για  κάθε  χ()£  (α  ,  β)  . 

Αρα  |  Ρ(χ)  -  Ρ(ν)  |  <  Μ  |  χ  -  υ  |  για  κάθε  χ ,  χ  ε  (α  ,  β)  με  χ>γ 
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Ί  ιστοί  ί  μια  συνεχής  συνάρτηση  με  ί(α-χ)  +  Γ(α +χ)  =  2β  για 


<  ϊλοκληρωτικοι,  Λογισμοί  ( 


·!.>«) 


κι 


χΟ ι·  ΧΕ  Κ  ,  α,  β  δοσμένοι.  Ν<ι  υπολο 


-2<χ 

γίσ  τι.·: 

0 


Γ(ί)  άί 


Λύση 

Θέτουμε  χ  =  α-ϊ  οπότε  άχ  =  -όΐ 

-2α  α  .« 

]  ί(χ)άχ  =  ~]  ί(α-1)όΐ-]  ί(α-ί)όΙ  (1) 

0  α  ~α 

Θέτουμε  χ  —  α  +  ΐ  οπότε  άχ  =  άΐ 


^  ί(χ)όχ  =  |  Γ(α-Κ)άΐ  (2) 


0  -α 

Προσθέτουμε  κατά  με'λη  τις  (!)  και  (2)  και  έχουμε: 

|*2α  |*α  ι*α 

2]  ί(χ)όχ=]  ί(α  Η*  ί)  άί-Η  ]  ί(α-1)άί:  = 

ο 


-  α 


-  α 


|  (ί(α-Κ) +  ί(α- Ι))άί:  =  |  2βόί  =  2β|χ]  -2β2α  = 

-α  -α  '  -α 

ί 


4αβ 


Αοα  |  ί(Γ)όι=2αβ 
ο 


ΘΕΜΑ 


Έστω  μια  συνεχής  συνάρτηση  με 

ί(1)  άΙ=  Χν  για  Μάθε  X €  [-  1 , 1]  ,  V  £  Ν* 


-  X 


Α 

Αν  ]  ί*(χ)  άχ  = 

-  1 


V2 


2  (2ν-  1) 


,  να  βρεθεί  η  Γ. 


Λύση 


Έστω  Ρ  μια  αρχική  της  Γ. 

Τότε  Ρ(χ)-Ρ(-χ)  =  χν  και  Ρ(-χ)-Ρ(χ)  =  (-χ)' 
Αρα  -χν  =  (-χ)ν  ,  οπότε  ν  περιττός 
ί(χ)-Η(-χ)  =  νχν_ι  και 


,,  ,;  ,  νχΥ  1  \χ,  ,  ν(~Χ)' 

ΐ;(χ)  =  Ι(χ)  - — ^ — =“  #χ) - 2~ 


=  -  6(~  χ) 


Αρα  £(χ)  =  -β(-χ)  οπότε  η  £  είναι  περιττή  και 


Ι(χ)  =  β(χ)  +  ^2 
/  Γ2(χ)ϋχ=- 


2  (2ν  —  1) 


/■'  , 

οπότε  ]  ^(χ)όχ-0  και  §(χ)  = 


Συνεπώς  ί(χ)  = 
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Έστω  ί·:[α,β]-^Κ  μια  συνεχής  συνάρτηση  που  πληρεί  τις  συνθήκες: 

β2  —  α 2 
ί(χ)  — 

α 

Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  τουλάχιστον  ένα  Χφ€  [α,β]  τέτοιο,  ώστε 

*(*ο)  =  *0 
Λύση 

Αν  Γ(χ)>χ  για  κάθε  χεΙα,βΙ 


I)  ί'(α)>α  2)  Γ 


Ολοκληρωτικός  Λ< ι ο| ι < Κ,  _ _  4 3 1 

Ρ  Η1  ί\?  (Γ 

Τ <5τΐ£  ]  ί(χ)ϋχ>]  χίΐχ  - — ·λ  (άτοπο) 

«  α 

Αν  υπάρχει  ο€[α,β|  τέτοιο,  ώστε  ί(ο)  <  ο 
τότε  η  συνάρτηση  β(χ)  =  £(χ)-χ 

έχει  τις  ιδιότητες  β(α)  -  ί(α)-α>0  και  £(ο)  =  ί(ο)-ο<0 
και  επειδή  η  §  είναι  συνεχής,  βάσει  του  0.  Βοΐζ&ηο  υπάρχει 

χ0  β(α  ,  ο)  ^  (α ,  β)  τέτοιο,  ώστε  β(χο)  =  0  <=»  £(χο)  =  χι> 


ΘΕΜΑ 
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Έστω  ί:  [0,1]— »Κ  μια  συνάρτηση  δυο  φορές  παραγωγίσιμη.  μ» 
την  ιδιότητα  ότι  η  (  δε  μηδενίζεται  στο  [0,1]  ,  Αποδείξτε  ότι: 


Λύση 


Η  ΐ"  δε  μηδενίζεται  στο  [0,1],  οπότε  Γ'(χ)>0  για  κάθε  χε[0,1| 
Γ'(χ)<0  για  κάθε  χε[0,1]. 

Έστω  ότι  ί"(χ)>0  για  κάθε  χξ  [0,1].  Τότε  η  ί'  είναι  γν.  αυξουσα. 

2 


Υποθέτουμε  ότι  |  ί(χ)όχ  =  £ 


Τότε 


( 


V  ) 


1 


[£(χ)  -  ί(~)}  άχ  =  0  <=> 


Γ/2  1  Γ*  1 

ο  ]  [£(-)-  ί(χ)  άχ  -  I  [£(χ)-%)]όχ  (1) 

ο  ζ  'Δ 

Εφαρμόζουμε  το  Θ.Μ.Τ.  του  Δ. Λ.  στα  διαστήματα 


- 1 

X! 

Ν)  |  >— ^ 

,  Χ€ 

°·! 

και 

1  >— *' 
X 

,  Χ€ 

[]■■] 

ι_  ^ 

1  Δ 

_  ^ 

4λ2 


( )ληκλης>ιοπκο':ι  Λογισμό: 


οπότε  υπάρχουν  ξ,  ε 


X  , 


τέτοιο,  ώστε 


I 


(\\ 

2 
ν  / 

ΗΚΙ  ξ·>  <Ε 


-  Γ(χ)  - 

1 

2  ’ Χ 


η 


2  Χ 


V* 


Γ  (ξ)  < 


(1  >ι 

2~Χ 


7 


V 


Γ 


7 


ΠΛ 

2 

ν  / 


για  κάθε  χ  £ 


τέτοιο,  ώστε 


τι 

2 

— 

Γ  η 
Χ~2 

^  (^2)  > 

(  η 

Χ  2 

Γ 

(]) 

2 

V  7 

\  7 

V  7 

V  2 

ί(χ)-ί 


Από  την  (!)  έχουμε 


ί  >ι 


Γ 


Λ 


0Χ>  |  [χ-τ 

V  7 


2 

7^7 

^  ι*ίΓι  ι *|Τ\ 
2  >  8  1  2 


Γ 


7 


2 

\  7 


άχ 


1 

(» 


δηλαδή  77  ί 

ο 

Όμοια  όταν  I  (χ)  <0^  για  κάθε  χε(0,1] 


(άτοπο) 


ο,Ι 


για  κάθε  χ  ε 


*.· 
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Έοτο)  οι  συναρτήσεις  [€Λ5β]  — >Κ  συνεχείς.  Αποδείξτε  ότι  αν 

υπάρχει  |€(α,β)  τέτοιο,  ώστε  |  Γ(χ)  άχ  =  |  §(χ)  (ΪΧ  τό 


τότε 


α 


α 


υ 


πάρχει  τουλάχιστον  ένα  μ  £  ((X  >  β)  τέτοιο,  ώστε  Γ(μ)  =  8(μ) 


Λύση 

Λν  Γ  και  Ο  είναι  αρχικές  των  Γ  και  §  αντίστοιχα,  έχουμε 

Ι:·(ξ)-Ρ(α)  =  0(ξ)-0(α)  «  Ρ(ξ)-0(|)  =  Ρ(α)-0(α) 

Έστο>  φ(χ)  =  Ρ(χ)-0(χ) 

Μ  φ  είναι  συνεχής  και  παραγωγίσιμη  στο  [α,ξ],  οπότε  βάσει  του  θ. 
Κοίΐυ  υπάρχει  με  (α,ξ)  τέτοιο,  ώστε 
φ'(μ)  =  0  «  Ρ'(μ)-0'(μ)  =  0  ο  ί(μ)  =.  *(μ) 


Ολι>7·λΐ|(Ηι)πχ<>ς  Λογιιιιιοι,  _  Ί  ί.' 
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Έστω  ί:[0,1]— >Κ+ 
κάθε  βε(0,1)  ισχύ 


μια  συνάρτηση  φθίνουσα.  Αποδείξτε  άτι  για 

•β  Α 


ει: 


Γ(χ)  <3χ>  β  I  Γ(χ)  άχ 

ο  ο 


Λύση 


0  <  β  <  χ  <  1  οπότε  ί(χ)  <  ί(β) 

και  ί  ί(χ)άχ<  Γ*  ί(β)  άχ  =  (1  -  β)  £(β) 
β  Π 

/  ί(χ)άχ=βί(ξ)  όπου  ξ€(0,β) 
ο 

Αρα  ^  ί(χ)  άχ  >  β  ί(β)  >  ^  1  £(χ)  όχ  <=> 

ο  1  —  β  π 


Ρ 


/ 


4 


<=>  (1  —  β)  |  ί(χ)άχ>β|  ί(χ)  όχ  <ί=> 

ο  β 


<=> 


/  ί(χ)  άχ  >  β  |  ί(χ)  ιΐχ  + 1  ί(χ)  άχ  =  β  |  ί(χ)  όχ 
"ο  β  ο 


ΘΕΜΑ 
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Έστω  ί:[α,β]— >Κ.  μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  με  ί'  συνεχής. 
Αποδείξτε  ότι  αν  ί((Χ)“ί(β)— 0  τότε 


ϊΐΐΏΧ  |  Γ(χ)  |  > 

α  <  χ<  β 


_ 4 _ 

(β  -  α)2 


]  |  ί(χ)  |  Λχ 


( )λοκΑηι><οπκός  Λογισμός 


434 


Λύση 

'Κστω  χ<=(α,β)·  Βάσει  του  Θ.Μ.Τ.  υπάρχουν  ξιβ(α,χ)  και  ξ2^(χ,β) 
τι-τοιοι,  ώστε 

ί(χ)  ”  ί(α)  =  (χ  -  α)  Γ(ξι)  και  ί(β)  -  ί(χ)  =  (β  -  χ)  Γ &) 

Αρα  Γ(χ)  =  Γ(α)  +  (χ  -  α)  ί'(ξι)  =  (χ  -  α)  ί'(ξι)  και 
Γ(χ)  -  ί(β)  +  (χ  -  β)  Γ(ξ2)  =  (X  -  β)  Γ(&) 

Συνεπούς  |  Γ(χ)  |  <  Μ  (χ  -  α)  και  |  ί(χ)  |  <  Μ  (β  -  χ)  όπου  Μ  -  ηΐ3χ|  Γ(χ)  | 


χε  Ια,  βΐ 


ί 


2  I  I  Κχ)  I  - 2 

(Β-«)2·,„’  (β-α)2 


(β  -  α)' 


α  +  β 


|  2  Μ(χ-α)£ΐχ+]  Μ(β-χ)(1χ 

α  — - - 


® μ  4-— — —Μ 
8  8 


Μ 


ΘΕΜΑ 
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Εστω  ί:[α,  β]^Κ  μια  συνάρτηση  αυξουσα.  Αποδείξτε  ότι: 

<4»  Γβ 

(χ  -  α)  ί(χ)  άχ  >  ]  (β  -  χ)  ϊ(χ)  άχ  (ΐ) 


α 


α 


Λύση 


Η  (!)  νράίρεται 


/  (χ-«- 


β  η-  χ)  £(χ)  άχ  >  0  <=> 


α 


/  (2χ  -  α  -  β)  ί(χ)  όχ>  0  <=>  | 

(<  Λ 


α  +  β 


Λ 


ί(χ)  άχ>0  <^> 


ΐ 


*  / 


<1+  β 

Τ“ν 


χ  - 


(X  4-  β 


Λ 


ί(χ)  όχ>  | 


α  +  (5 


/ 


) 


α 


α  4-  β 


Λ 


-  X 


V 


β-α 

2 


ί(χ)  άχ  ^ 


Ολοκληρωτικός  Λογ  1 1  ιμάς 


435 


<1  Ί-  β 

}  2  (χ-α)Γ 


<(Ή' 


(1 


Ρ  -  (ι  'ι 
~  γ--ι  χ 

|<1χ>]  2 

(α+Ά  ) 
Ί  ~Χ 

Δ 

\  ) 

'  α 

Δ 

\  ; 

ί(χ)ύχ  (2) 


Η  Γ  είναι  αύξουσα,  οπότε  όταν  χε 


α3 


α  +  β 


είναι 


ίβ-α  > 
2  +χ 

>ί 

ία  +  βΝ 
2 

1.  ) 

V  ) 

Άρα  ε'χουμε 


«  +  β 


|  2  (χ-α)Γ 


/ 


α 


β  -  α 


λ 


+  χ 


=  ί 


α  +  β 


V 

α  +  {1 


(1χ>ΐ 


ρ  1.0+1 
2 


ο  +  β 


(χ  -  α)  όχ  = 


) 


η 


ί 


Λ 


α  +  β 


—  χ 


V  ^  "  V 

Άρα  η  (2)  αληθεύει 


ϋχ>{ 


α  +β 


ί 


/ 


« 


α  +  β 


-  χ 


V 


ί(χ)  όχ 


2 


ΘΕΜΑ 
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Υποθέτουμε  ότι  ί:[α?β]— είναι  συνεχής  με  ί(χ)^0  για  κάθε  ΧΕ  [(Χ,β] 
Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ξε  (α,β)  έτσι,  οκκε 

■β  ί(χ) 


Γ  ί(χ)  ,,  1  Γ  η  \  α 

Λ  ^άχ=^\  (ίχ> άχ 


α 


α 


Αΰση 

Θεωρούμε  Η(χ)  =  —  Γ  ί(0  άί 

β  α 

Επειδή  6~ (Τ  >  ε“ χ  α  ί:(χ)  >  ο” *  ί(χ)  >  0  => 


^  /  ί(χ)£ΐχ>/  ^(1χ>0  => 

Ο  α  α  & 

"  ί(χ) 


Ιι(β)>/  ^>1ι(α) 
((  & 


436 


<  >λοκληρ<υτιχός  Λογισμός 


Συμφο)να  με  το  θειορημα  της  ενδιάμεσης  τιμής  υπάρχει  ξ€  (α,β)  έτσι 
πΜττε: 


Επομένως 


Γ(χ) 


άχ 


ΘΕΜΑ 
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Εστω  ί:  Κ->Κ  μια  συνάρτηση  συνεχής,  περιττή  και  περιοδική,  με 
περίοδο  Τ.  Αποδείξτε  ότι: 

ί  ί(χ)<ΪΧ=0  για  κάθε  ΙΪΙ,ΠΕ  Κ.  ,  ΐη  +  Π  =  Τ 


ΙΪ1 


Λύση 

ί(-χ)  =  -ί(χ)  και  ί(χ  +  Τ)  =  ί(χ)  για  κάθε 
Άρα  ί(-χ)  +  ί(χ+Τ)  =  0  (1) 

Για  χ  — >  χ-Τ  η  (1)  γίνεται: 
ί(-χ+Τ)  +  ί(χ)  =  0 

ε  1°  (ί(-χ  +  Τ)  +  ί(χ))άχ  =  0  Γ(χ)ϋχ  = 

πι  πι 

θέτουμε  -χ+Τ  =  I  και  ε'χουμε 

"  Τ-η 

]  Γ(-  χ+Τ)  άχ  =  -  ]  ί(1)  άΐ 

ιη  Τ-γπ 


Χ6  Κ 


οττοτε 


-ί 


ί(-χ  +  Τ)  όχ 


ΓΠ 


Λρα 


Τ-ΓΠ 

Γ  Τ-π  .τη 

Γ(χ)  όχ  - 1  ί(χ)  άχ^  |  ί(χ)  όχ  <ί=> 


ιη 


Τ  “  ΓΠ 


|  Γ(χ)ιΙχ  +  ]  ί(χ)άχ=0  <=>  2|  ί(χ)όχ=0 

111  ιη  ΓΠ 


( )λοκληρ ( ι > τ ι. κ < ) ς  Λογισμός 


4  Μ 


ΘΕΜΑ 
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Έστιο  ί  μια  συνάρτηση  συνεχής  στο  ϋ  και  8»  =  «X)  Γ  Γ(1)  άί  . 

ο 

Αποδείξτε  ότι  αν  η  §  είναι  φθίνουσα,  τότε  Ι  =  0  για  κάθε  Χ£  Ιν. 

Λύση 

Έστω  0(χ)  =  ί  Γ  ί(1)  άΐ )  ,  0'(χ)  =  2ί(χ)  Γ  £(()  Ο'(Ο)  =  0 

1°  )  0 

Αν  χ>0  είναι  §(χ)  <  £(0),  οπότε  2&(χ)<2§(0)  και  Ο  (χ)  =  2β(χ)<2^(0)-0. 
Αρα  η  Ο  είναι  φθίνουσα  στο  (0,°°).  Όμοια  αποδεικνΰεται  ότι  η  Ο 
είναι  αυξουσα  στο  (-«>,0],  0(0)  =  0.  Αρα  Ο(χ)  >  0,  για  κάθε  χε  Κ  και 

|  {(ι)  όι= ο 

0 

Έστω  ότι  υπάρχει  χοε  II  τέτοιο,  <υστε  £(χο)*0  π.χ.  £{χο)  >  0.  Όμως  η 
Γ  είναισυνεχής  στο  Χο,  οπότε  υπάρχει  μια  περιοχή  V  του  Χ(>  τέτοια, 
ώστε  £(χ)  >  0,  για  κάθε  χε  V. 


Έστω  χι^ν  με  χι  >  χο  £(ΐ)όί  = 


Γ 


£(ί)  άί  =  0 


>α  ] 


£(1)01  =  0  ,  Από  το  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει  ξΕ(χο,χι)  τέτοιο,  ώστε 


£(ί)  όΐ=  (χι -χο)  ί(ξ)  =  0  δηλαδή  ί(ξ)  =  0  (άτοπο) 


ΘΕΜΑ 


Να  βρεθούν  οι  συνεχείς  συναρτήσεις  ί:  [0,1]  — τέτοιες,  ώστε: 


( )λοκληρ<ι»τι.κος;  Λογισμός 


ί'(χ)  άχ = ^  + 1  ί2  (χ2)  άχ 


Λύση 

Α  Χ  =  <!  ί1  γ' 

I  Γ(χ)  ύχ  =  ]  21  Γ(12)  ςΐί  =  ]  2ί(χ2)χόχ 
Ο  ο  ο 

Η  (1)  γράφεται  διαδοχικά; 

Δ  Λ  .1 

-|  2ί (χ2) χ  όχ+  ]  ί2  (χ2)  οΙχη- ]  χ2  ϋχ-  Ο  ^ 
ο  ο 

δ 

]  (Ε2  (χ2)Ί-χ2-2χί(χ2))άχ=0  <=> 

() 

*Ι 

]  (Γ  (χ2)  “  χ)2  άχ -  Ο  <=>  ΐ(χ2)  -  χ  -  Ο  <=> 
ο 

Γ(χ2)  =  χ  <=>  ί(χ)  =  λίχ 


ΘΕΜΑ 


Έατο)  ί:  [0,1]  — >Κ_  Αν  η  ί  είναι  παραγωγίσιμη  στο  [ο,ΐ]  και  υπάρχει 

Γα 

α  <=  (0 , 1]  τέτοιο,  ώστε  I  ί(χ)  άχ  =  Ο  .  Αποδείξτε  ότι; 


|  Γ(χ)  άχ  <  -  -  -  8ορ  |  ΐ  (χ) 

Ο  α  <  χ<  1 


Ολοκληρωτικής  Λογισμός 


4.0 


Λύση 


ι<  χ  =  ηί1  1 

|  ί(χ)  (]χ  =  ί(αί)<11  =  Ο 


ο 

Λν  Μ  =  $υρ  |  Γ  (χ)|  έχουμε  Γ(χ)  -  ί(αχ)  <  (}  -  α)  χΜ 

(><χ<  I 


οποτε 


|  ί(χ)  είχ  -  |  (ί(χ)  -  ί(αχ))  είχ  <  (1  =  α)  Μ  |  χ  όχ  =  \τ  ( I  -·-  α)  Μ 

0  Λ  η  Ζ 


Λ 

0 


.1 

ο 


(  ολ 

ισότητα  υπάρχει  για  ί:[0,1]“>Κ,  με  ί(χ)-±Μ  χ-  — 

V 


ΘΕΜΑ 
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Έστω  ϊ:[α,β]— ,  με  τις  ιδιότητες:  Γ  -  2  φορές  παραγωγίσιμη,  ί(χ)>0, 
για  κάθε  Χ€ΐ  (α,β)  και  ϊ(«)  =  ί(β)=0. 


(])  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  (σ,β)  τέτοιοι,  ώστε  0ι<02  και 


ί'  (χΧ)  -  Γ  (χ2)  > 


4Μ  ΛΜ  Π  \ 

-  όπου  Μ  =  ΠΙΒΧ  ΐ(χ) 

β-α  α  < χ<  β 


(ϋ)  Αν  ύπαρχε 


Τ  ίβ  I ΐ"  (X) I  ,  4 

ίοχει  1=  - άχ  τότε  Ι> - 

\  ΦΟ  β-« 


Λύση 

(ί)  ί  -  συνεχής,  οπότε  υπάρχει  χ<>€  (α,β)  τε'τοιο,  ώστε  ί(χο)  =  Μ.  Βάσει 
του  Θ.Μ.Τ.  υπάρχουν  οιε(α,χυ)  και  Ο2δ(χο>β)  τέτοιοι,  ιόστε 


Γ  (χ,,)  -  ΐ(α)  =  Γ  (Ο;)  (χ0  -  α) 
Γ(β)-ί(Χ»>  =  ί'(θ2)(β-*ο) 


( )λοκλΐ|(Ηΐΐτικ<>ς  Αογιομός 
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Λρα  ί  7(θ| )  -  Ψ  (ο2)  =  Μ 
Μ  (β  -  α) 


/  1  |  Λ 

+ 


Χ0-α  β-χ 


ο 


/ 


Μ  (β  -  α) 

(*<>  -  «)  (β  ~  «ο) 


;> 


Ν>-«  +  β-Χρ 
2 


4Μ 
β  -  α 


(ϋ 


«)/ 


1|Γ"(Χ)Ι  I*  I  Γ'  (χ>  I  .  1 


..  ί(χ) 

I  ^ 

Μ 


0Χ> 


μ  ΙΓ«Ι^ 

λ  α 


Ζγι  Γ  I  ί"  00  I  <^χ  ^ 


*·Ί 


1_ 

Μ 


Υ  ί"  ( χ )  ύχ 
0[ 


=  ^1^2)-^,)^  4 


β-α 


ΘΕΜΑ 
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Α  ν  (:  [0,1]  — >Κ.είναι  μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  σχο  [0,1] ,  με  Γ  συνεχής 


και  ί(0)  ~ί(1)—0,  τότε  ί(χ)  (1χ 

0 

V 

Λύση 


λ 


) 


<  -^  ί  (Γ (χ))  2  <1χ 


•I  1  ρ  -■  ί  .1 

ί  ί(χ)όχ=|  χ'  £(χ)  άχ  =  I  χ  ί(χ)  I  -  Γ  χ  ί'(χ)  άχ 
ο  ο  *ο 


ι-ιι 

Ο  Ο 

=  Γ(Ϊ)~|  χ£/(χ)<1χ=-|  χΓ(χ)άχ 
ο 


α 

ο 


.1 


.1 


2 1  Γ(χ)  άχ  =  |  (1  —  2χ)  ί'(χ)  άχ 
ο  ο 

Από  την  ισότητα  δοΐι^ναιζ  έχουμε 
4  ί|  ί(χ)  όχ  =  ί[  (1  -  2χ)  Γ(χ)  άχ 


< 


/ 


( )λ<>κλϊ)ΐ  Ηοπκ<κ,  Ληγισμο*, 


441 


}  (Ι-2χ)2<Ιχ  1  (αχ))  ή· 
ο 

4Χ3 


-2Χ2 


ο 

I 


|  (γ(χ))  ϋχ  =  4 1  (Γ^χ0  ιΙχ 
_Ι0  ο 


Αρ<χ  |  £(χ)  άχ  {  (ΐ'(χ))  άχ 

η  ^  ΑΖ  ο 

Ισότητα  έχουμε  όταν  ί(χ)  =  οχ(χ-Ι) 


ΘΕΜΑ 
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Έστω  ί:Κ^[-  α,α]  μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  με  Γσυνεχής 
στο  [-α,α]  Αποδείξτε  ότι: 

|ί(0)|<^}°  |ί(χ)|(1χ+1  |  Γ(χ)  |  άχ 


—  α 


-  α 


Λύση 

|  ϊ(0)  I  =  I  ί(χ)  +  ί(0)  -  ί(χ)  |  <  |  ί(χ)  |  + 1 1(0)  -  ί(χ)  | 

1  Γ(0)  |  =  |  κ-  X)  +  ί(0)  -  ί(-χ)  I  <  I  Γ(Χ)  I  + 1  {(0)  -  ί(-χ)  | 

Αρα  2 1  ί(0)  |  <  |  ί(χ)  |  +  |  ((-  χ)  |  + 1  ί(χ)  -  ί(0)  |  + 1  ί(-χ)  -  1(0)  | 

2  |α  |  ί(0)  |  όχ  <  ]°  |ί(χ)|όχ+|  |  ί(-χ)  I  όχ  + 1  |  ί(χ)-ί(0)  |  <Ιχ  + 


-α 


-α 


-  α 


-α 


+  }°  I  ί(-χ)  -  ί(0)  |  όχ  (1) 


-α 


Όμως  |  |  ί(-χ)  |  άχ  =  |  |  ί(χ)  |  όχ 


—  α 


-α 
,α 


[  |Γ(-χ)-ί(0)|όχ  =  /α  |  Ι(χ) -  1(0)  | όχ 


-  α 


-α 


442 


( )λ<>χλ,ψ><ι>πκός  Λογισμό 


οπότε  η  (})  γράφεται 

■Ια  |  Γ(0)  |  <  2  |  |  ί(χ)  |  <ϋχ+  2 1  |  ί(χ)  -  ί(0)  |  είχ  (2) 

I  ίπίσης 


-α 


-  α 


I  ϊ(χ)  -  Γ(0)  |  = 


\  ί'(0  άΐ  <  I*  |  ί'(£)  \όΐ  <  |  [  Γ(1)  |  όί  για  χε  |0,α] 
ο  ο  ο 


Γ 

I  Ί.ίχ  χε  [-α,Ο]  |  ί(χ)  -  ί(Ο)  |  <  )  [  ΐ'(ί)  |  όι 


α 


Λπα  )  |  ί(χ)-ί(0)|(3χ=|  |  ί(χ)  -  ί(0)  |  (1χ  + 1  |  ί(χ)  -  ί(0)  |  ίΙχ< 

-  (ΐ  -  α  Ο 

<|  ί[  |  Γ(χ)  |  ίΐχ  <3χ+|  ί|  |ί'(χ)|<1χ  εΙχ  =  α|  |  ί'(χ)  |  (1χ  (3) 

"Ί  ^  °1° 

Από  τις  (2)  ν.αι  (3)  βρίσκουμε  το  ζητούμενο. 


ΘΕΜΑ  111 

Αν  1\  ς:[α,β]— >Κ  είναι  δυο  συνεχείς  συναρτήσεις,  με  §(χ)  >  0  για  κάθε 
ΧΕ  [α,β]  .  Τότε  υπάρχει  μΕ  (ΐΉ,Μ)  τέτοιο,  ώστε 

γ“  γρ 

]  ί'(χ)ε(χ)(1χ=μ]  β(χ)άχ 

«  α 

111  και  Μ  είναι  αντίστοιχα  το  ελάχιστο  και  το  μέγιστο  της  ί. 

Λύση 

1 1  Γ  είναι  συνεχής,  οπότε  υπάρχουν  γπ  και  Μ  τέτοιοι,  ώστε  πι<ί(χ)<Μ- 
για  κάθε  χ<=  [σι.Μ]. 


Λρα  ιυ  ί(χ)  <  ί(χ)  β(χ)  <  Μ  £(χ) 


ΦΜ 


( ) λη  κ λτ| ( ><  ι  >τ ι  κο  ς  Λ  ( >γ  ι  0|  ιι  >ς 


Λ 


οπότε  ηι 


Λ» 


<{ 


μ(χ)ιΙχ<|  ί(χ)μ(χ)  (Ιχ^  Μ  |  β(χ.)όχ  (!) 

ιι  «/ 

Διακρίνουμε  2  περιπτοκτεις: 


(ΐ)  |  μ(χ)ιΙχ  =  ()  Τότε  ]  1'(χ)  ^(χ)  ίΐχ  =  0 

α  (ί 

οπότε  μ  είναι  ένας  οποιοσδήποτε  αριθμός  του  [α,β] 

$ 

(ίί)  ^  §(χ)όχ>0  Τότε  η  (])  γράφεται 


<Τ 


{* 


ί(χ)  §(χ)  (1χ 


ί 


ί(χ)  £<χ)  ιΐχ 


ΓΠ  < 


α 


ί 


α 


<  Μ  ν.αι  μ  = 


α 


4> 


§(χ)  £ΐχ  I  β(χ)  ίΐχ 

α 

Αμεση  συνέπεια  αυτής  της  άσκησης  είναι  ότι  υπάρχει  ϋε(α,β)  τέτοιο, 
ώστε  /  ί(χ)  §(χ)  ίΐχ  =  Γ(ο)  |  β(χ)  <1χ 


« 


(I 


ΘΕΜΑ  112 


"Εστω  £[0,1]->Κ  παραγωγίσιμη  με  Γ  συνεχής  στο  [0,1]  .  Αποδείξτε  άτι 

γ1  ι 

υπάρχει  ΟΕ  [0,1]  τέτοιο,  ώστε:  ]  ί(χ)άχ=ί(0)  +  |Γ(ο) 


Αυση 

ί(χ)  οΐχ  =  [(χ  -  1)  £(χ)]  -  ί  (χ  -  1)  ΐ'(χ)  (1χ  = 
ο  0  ο 

=  ί(0)  -  ί  (χ  -  1 )  Γ(χ)  <Ιχ  =  ί(0)  +  ί  (1  -  χ)  ί'(χ)  ύχ 
0  0 

Όμως  για  χ€[0.1]  είναι  ί'  συνεχής  και  1-χ^0>  οπότε  υπάρχει  υ<Ξ  ((>.  I ) 


444 


( ϊ  λ  ο  η  λ  ι )  σ<  ι  >  γ  ι  κ  ός  Λ  ο  για;  ιός 


τέτοιο,  ιοστε  |  (1  —  χ)  Γ(χ)  ϋχ  =  Γ(ο)  |  (1  —  χ)  ϋχ  = 


χ  (  η  ι 

-Ιν(ο)  χ-γ  =  Γ(ο)  1  - ^ 

ϋΟ  V  ) 

Λρα  υπάρχει  οε(0.1)  τέτοιο,  ώστε 


I  Γ(χ)  ϋχ  =  Γ(ϋ)  +  \  ί'(ο) 

I  I  ^ 


ΘΕΜΑ 
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Ί,ΐοτω  1:  |  0,°°) — μια  συνάρτηοη  συνεχής  και  για  κάθε  01,  βμε  0<<Χ<β 

,Ρ  |·Ρ  +  ε 

και  κάθε  ο>0  ισχύει,  η  σχέση:  I  ί(χ)  άχ  <  I  ί(χ)  άχ 


α  +  ο 


Λποόείξτε  ότι  η  ί  είναι  αύξουσα  στο  [Ο,οο). 

Λύση 


:>ι(τουμε  α  =  χι  >  0  ,  β  =  χ^+χ  ,  χ>0  και  ο  =  Χ2-χι  με  Χ2  >  χι 


-ίναι. 


ώ)  άυ  <  ] 


£(ιι)  ά  υ  (1) 


Βάσει  του  Θ.Μ.Τ.  υπάρχουν  οι(χ)ε  (χχ,χι  +χ)  και  02(χ)ξ  (χ2,Χ2+χ) 


τέτοιοι  ώστε 


Γ(+Χ  Λ+Χ 

Γ(υ)  άιι  =  χί(οι  (χ))  και  ]  Γ(υ)  άυ  =  χ  ί(θ2  (χ)) 

*,  Χ2 

Άρα  η  (1)  γράιρεται  χί(ο*(χ))<  χί(θ2(χ))  όπου  χ>0 
λρο  Ι'(υι(χ))<ί(02(χ)) 

οπότε  Νιυ  Γ(θ|  (χ))  <  Ηιυ  ί(θ2  (χ))  «=>  ί(χ})  <  Γ(χ2) 

χ  — >  I)  χ  — ^  0 

Λρα  η  (  είναι  αυξουσα  στο 


Ολοκληρωτικοί,  Λογιομο^ 


44.*> 


ΘΕΜΑ 
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Έστω  ί*.  [α,β]— ^Κ.  αΰξουσαστο  [α,β].  Αποδείξτε  <πιγι<χκ<ί()Ε  Χ<Ξ  |  (Χ,β  | 
ισχύει  η  σχέση: 


I  Γ*  1 

ί(ιι)  (Ια  < 


λΡ 


χ-  α  ■' 


■Ρ 


α 


β  “  α  α 


ϊ(υ)(Ιιι<  — —  |  Ι'(ιι)  (Ιιι 

β  _Χ  α 


Λύση 


Έστω  β(χ)  =  — - — Γ  Γ(υ)  ,  χε(α,β] 

V  _  /Ί  ^ 


χ  -  α 


α 


β'(Ό  = 


1 


Η(χ)  = 


1 


/ 

β-*λ 


ί(υ)  ϋυ  ,  χε  [α,β) 


— )ί  ΐ(υ)  <3υ  +  - — ^ —  ί[  ί(υ)ςΙυ  }  = 
χ-α|  α  χ-α Γη  ^ 

(χ-α)£(χ)-|  ί(υ)<Ιυ 

— ϊ|  ί(υ)άιι  = 


ί(χ)  ' 
χ-α  (χ-α)^α 


(χ  -  α)" 


-ί(χ)(β-χ)  +  ]  ί(υ)οΙα 


Όμοια  Η'(χ)  = 


(β  - 


βάσει  του  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει  οε(α,χ)  τέτοιο,  ώστε 
|  ί(υ)  άιι  =  (χ- α)  ί(ο) 


α 


Λρα  §'(χ)>0  ,  χε  (α,β].  Όμοια  1ι '(χ)>0  ,  χε  [α,β)  ,  οπάτε  οι  μ 
και  Η  είναι  αύξουσες. 

Λρα  αν  α<χ<β  είναι  ίι(α)<1ι(χ)  ,  &(χ)<£(β)  ,  με  Ιι(α)  =  μ(β) 


446 


( ) λ< )κληρ<οτιχός  Λογιομ< [ς 


ΘΕΜΑ 
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Έστω  η  συνεχής  συνάρτηση  β [(Χ,β]  — > [θ,(ϊ]  ,  με  (Χ,β?Ο,(1>0,  <λ>β, 

.  I45  άχ  β  -  α 

0<(Ι  Αποδείξτε  ότι:  - < - 

α  Γ(Χ)  0 


Λΰαη 


, .  -  (Γ(χ)  -  ο)  (ί(χ)  -  ό)  Λ  ,  _  /  . 

Ιϋ,ναι  - -<0  για  κάθε  χε  (α,β] 

ί(χ) 

<=>  I2  (χ)-  (ο-η3)  ί(χ)  4~οό  <0  <=>  ί(χ)  -  (ο  +  <1)  +  —  <  0 


/ 


ί(χ) 


α 


1(χ)  —  (ο  +  ό)  ■+- 


0(3 

ί(χ) 


<3χ<  0  <=> 


4*  1  ^ 

0(1  ]  - — <3χ<  (ο  Ή  (3)  (β  -α)-]  1(χ)  <3χ 

κ  Ηχ)  α 

Από  το  Θ.Μ.Τ.  έχουμε  ότι  υπάρχει  ξΕ(α,β)  τέτοιο,  ώστε 
I  Ι  (χ)  ύχ=  (β  -  α)  ί(ξ) 

I  ( 

1  ϋχ 


Αρα  ο(Ι 


<  (ο  +  ά)  (β  -  α)  -  (β  -α)  Γ(ξ)  <  (ο  +  ϋ)  (β  -  α)  -  (β  -  α)  ο  = 


α  «X) 

=  οβ-  αο  +  ϋβ-α<3-  βο  +  αο  =  (3  (β  -  α) 

Λ,,, 

α((Χ)  αίΜ  0 
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Ί  ·'(Ττ«ι>  Γ,8:[α,β]->Κ  δυο  συνεχείς  συναρτήσεις  στο  [α,β]  με  ε(χ)*ο, 
γκί  κάθε  Χ6  [α,β]  .  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  06  (α,β)  τέτοιο,  ώστε: 


< )λι»ίλΐ|ΐ_><ι>τικ<>ς  Λογιι>|ΐο(_, 


447 


4» 


,Ι> 


Ι'(0  }  8(χ)  άχ=  β(ο)  |  ί(χ)  (1χ 


α 


α 


Λύση 


Έστω  Ρ(χ)  =  ί(1)όί  ,  0(χ)=|  §(ί)  άί  ,  χε  [α,β] 


■/ 


α 


α 


Οι  Ρ  και  Ο  πληρούν  τις  προϋποθέσεις  του  Θ.  Ο&ιιοΗχ,  οπότε  υπάρχει. 
εΕ(α,β)  τέτοιο,  ώστε 

ί*  ί(ί)  (3 1  —  [  ί(ι)άί 

Ρ(β)  -  Ρ(α)  _  Ρ/  (ο)  >α  α  _  ί(ο) 

Ο(β)-Ο(α)  Ο'  (ο)  ^ 


Γ.Ο--Γ 


8(0<3< 


«(«) 


α 


α 


<=> 


§(ο)  {  ί(χ)  οΐχ  =  ίΓο)  |  8(χ)  άχ 


α 


α 


ΘΕΜΑ 
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Έστω  ί,  Ρ:(0,α]-+Κ  με  ί  συνεχής  και  αΰξουσα  στο  [Ο,α]  και 
Γ* 

Ε(χ)  =  Γ(1)  άί  ,  <5ταν  ΧΕ  [Ο,α] ,  α  >  ο.  Να  αποδείξτε  ότι: 

0 


Γ“  α2 

}  Γ(1)  άί  >  \  ί(0) 

ο  1 

Λύση 

Έστω  Ρ)Ο:[0,α]-ί>Κ.  ,  Ρ(χ)  =  [  {(ι)  ύ 1 ,  <3(χ)=χ 


Βάσει  της  προηγούμενης  άσκησης  υπάρχει  οε  (Ο,α)  τέτοιο,  ώστε 


44Κ 


( >λ< >κλΐ|Μη) ι  ικ<  >«,  Λογισμό·; 


(,ί(ο)  |  Ρ(χ)  οΙχ=  Ρ(ο)  |  0(χ)  ϋχ  <=> 
ο  ο 


ο 


Ρ(θ)  _ 

ί  Ρ(χ)£]χ 
0 

0 

Γα 

1  χ(<1χ) 

0 

ί  Γ(1)  <31 

Ρ(<=)  ()  .οί(0)  „η, 

ϋμ">ς  — — = — τ — >— — =ί(0) 


€ 


Λρα 


I  Ρ(χ)  οΐχ 

_0 _ 

Γχάχ 


>  ί(0)  <=* 


1  ρ(χ) £!χ 

- — 5 - >ί(0)  ο  ί  Ρ(χ)  όχ  >  ί(0) -X 

α  ί)  2 


α 
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'Κστο)  1\  [α,β]  -^Κ.  μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  με  ί(β)=0.  Αποδείξτε 

Γ°  (X  +  β 

άτι υπάρχει  (α,β)  τέτοιο  ώστε:  ί'  (ο)  ]  Γ(1)  άΐ  +  ο  <  — ^ — 


α 


Λύση 

'Επτοι  Ρ,0:[α,β]— ,  Ρ(χ)  =  Γ'(χ)|  £(£)<.Ιί  +  χ,  0(χ)=χ,  χε[α,β] 

Ο 

Βάσει  της  άσκησης  116  υπάρχει  οβ(α,β)  τέτοιο,  ώστε 
Ρ(χ)  άχ 

1  Ρ(7Λ  Γ° 

Λ - =  ~Ζ=ί'(0)]  ί(ι)«11  +  ο  (1) 

I  I  οΐχ  “ 


( )λοκλΐ|ΐ>(ι)τικ< >ς  Ληγκ ι ) ι ο ^ 


4·Ι<> 


Όμιυς 


/  Ρ(χ)ϋχ  |  (Γ'(χ)Ι  ΐ(1)  ίΐΐ)  ϋχ-π|  χϋχ 

α  __  <ί _ α _ α _ 

/<1χ  Ρ"“ 


α 


ί(χ)/  ί(ί)  <3  ί 

*-\ 

V 

(χ)  άχ  + 

β2 

-  α2 

2 

α 

α 

Λ 

β- 

“  α 

(9  2 

-]  Γ(χ)ς1χ+ 

α 

β2- 

2 

α2 

^  β2  -  α2 

α  +  β 

β-α 

1/ 

Ν> 

ΤΕ> 

! 

"  2 

ί'(ο)|  ί(()ίΙ(  +  ο< 

α 
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Έστω  ί,8:  [α.β]  δυο  συνεχείς  συναρτήσεις.  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει 
ξ€  (α,β)  τέτοιο,  ώστε: 

Γβ 

ί(ί)άί\  §(1)  άί  = 

I 


ί(1)  8(1)  <11 


ί(ξ)|\(1)<11+8(ξ)/ ί(ί)άί 


I 


Λύση 


Έστω 


ί 


1ι(χ)  =  ί(1)  £(ί)  άί  ί(ΐ)  άχ 


/  ί(1)  εΐί  / 


α 


β(ί)0ί 


I)  -  συνεχής  στο  [α,β],  παραγωγίσιμη  στο  (α,β)  1ι(α)  =  1ι(β)  =  0 
οπότε  βάσει  του  Θ.  Ηοΐΐο  υπάρχει  ξ<=  (α,β)  τέτοιο,  ώστε  Η'(ξ)  — 0 


450 


(  )  λ  ο  κ  λ  ηΐΗοηχο;  Λογισμο 


Ι»Ό<)  =  Γ(χ)  8(χ)  /  ί(1)  ί!ΐ|11  βίΟ  ιίΐ 


+ 


X 


+ 


Γ  ί(ΐ)8(0<*1 

-  ί(χ)  /  8(0  *  -  8(χ)  /  ί(0  <Κ 

(4 

X  X 

Λρα  υπάρχει  ξ£  (α,β)  τέτοιο,  ώστε 


/(ξ)8(ξ)/!ί(ί)^Γ  8(0  «**  = 

ξ  ξ 


Γ  ί(0  8(0  Ίι 

ί©  Γ  ί(ο  ίι+8©  Γ  ί(ο<ί* 

α 

5  5 
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ΓΡ 

Εστω  (X  >  0  και  ί:  [(Χ,β]  — >Κ  με  I  ί(χ)  (ΪΧ  =  0  .Αποδείξτε  ότι  υπάρχει 

α 

εε  (α,β)  τέτοιο,  ώστε  }  ί(χ)  ίΐχ  =  Γ(ο) 

α 


Λΰση 

Εστω  1ι(χ)  =  β_χ  ί(ί)  (1ΐ  ,  χε  [α,β] 

α 

Ιι(α)  =  0 

1ι(β)  =  ε“|1/  {(()  ά  1  =  0 

α 

Λρα  βάσει  του  Θ.  ΚοΙΙο  υπάρχει  θΕ(α,β)  τέτοιο  ώστε  1ι"(ο)  =  0 

ΓΧ 

Ιι'(χ)  =  -ο  ί(\)άί  +  ε  £ί(χ) 
α 


( )λ<  >κλ)[^π)τι κ< Λ< ίγΗ^ιοΓ 


ΊΜ 

1/  (ε)  ·-:  0  <=>  ο"0  Γ(ο)  =  ιΓ° |  1(1)  όί  <=>  Γ(ο)  =  |  Γ(χ) « I χ 

(I  κ 
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Έστω  α>0  και  ίΐ [θ^β] — μια  συνάρτηση  συνεχής  με 

Γ11 

|  Γ(χ)  άχ  =  0  .Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  ΟΕ  ((Χ,β)  τέτοιο,  ο'κττε 

(X 

}  Γ(ί)  <ί1=  ο  ί(ε) 

α 

Λύση 

Έστω  £(χ)  =  — ]*  ΐ(ΐ)  ,  χε  [α,β] 

χ  (I 

£(α)  =  β(β)  =  0,  οπότε  βάσει  τοτ)  θ.  ΪΙο1ΐ€  υπάρχει  οξ  (α,β),  τέτοιο  ώστε 
8'(<0  =  0 

«·».-!['  «ο  λ,  Μ 

8(0  =  0  «  ■\Γί(*)<1ι  =  ·^  »  Γί(1)£)1=εΓ(ο) 

^  α  « 
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Λν  I:  [α,β]  -^Κ  είναι  μια  συνάρτηση  συνεχής  και  φθίνουσα  και  δε  μηδε¬ 
νίζεται  για  ΧΕ  (α,β)  αποδείξτε  ότι  υπάρχει  ΟΕ  (α,β)  τέτοιο»  ώστε 


452 


( )  λυκλ  η  ρω  ι ι.κ< >ς  Λογισμός 


(Α  Υ  Γε  ,Ι> 

]  ί(1)άΙ  =6]  ί'(ί)(3ΐ]  Γ(ί)  <31 


V 


α 


α 


Λύση 


Κστω  ^(χ)  =  |*  ί(1)ί1ί/  ί(ΐ)άί  ί(ί)  <Λί  —  ^  ί(ί)ε)1 


α 


V 


α 


7 


μ(κ)  =  £((■})  =  Ο,  οπότε  βάσει  του  θ.  Κο1ϊε  υπάρχει  οξ  (α,β)  τέτοιο,  ώστε 


ί(χ)/  ί(Ε)  <3 1  —  ί’{χ)  \  ί(1)  ϋϊ 

χ  α 


β'  (X)  = 

-ι-[  1(1)  ίΐι/’  ί(ΐ)  (11  (-  ί(χ)  -  ί(χ))  = 


]*  /«ΟΕΐι-Ι* 


Γ(0  £)1 


α 


+ 


«(  X 


-  Ι(χ) 

Β'  00  -  0 

ί  Α'· 


α 


ΙΥΐ  )(1(-[  ί({)  <3ΐ  —  2  ί(χ)  ]*  ί(Ε)ά({  ί(1)  (Η 


α 


I  Γ(ε)  ίΐΐ  - 1  ί(()£ΐΙ  ~2 1  ί(Ι)  <3 ί 4^ ΐ(ί)  ϋΐ 


α 


α 


<-> 


<:> 


I  Γ(1)ί1ί  ]  +  ί/Ρ  ί(1)  <3 ΐΊ  =  4 1  ί(ί)(ί(/  ί(1)(3ί 


ν“ 

ί  X 


7 


\ 


ο 


7 


α 


}  ί(ι)  £ΐ{  + ί(1)  <3(1  - 2  }  ί(1)  άΐ· [  Γ(1)  <11  =  4  \  ί(1)  <11 1  Γ(()  <11 


Μ 


7 


α 


V 


<-·>  ιι  ί(ε)  ϋε 

α 


=  6  _[  ί(()ίΙ(|  ί(1)  <3 1 


) 


α 
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Αν  (:  [α,β]-»Κ  είναι  μια  συνεχής  συνάρτηση  φθίνουσα  αποδείξτε 
άτι  γ ι.<χ  κάθε  Χ€  (<Χ,β)  ισχύει 


( )λΐ)ν.λη()ΐ')τικ<Ί  Λιιγιιΐ|(«>'_, 


453 


1 


-Ι> 


Γ  1(1)  <1.  ]■>(()  <11  < 


β 


ρ-χ 


»Χ 


Ρ-α  « 


χ  —  α 


ί’(ί)  (II 


α 


Λύση 

Για  την  πρώτη  ανισότητα  θεωρούμε  τη  συνάρτηση: 

Ρ(χ)=-^|  ί(()<3ι--^{  ί(ΐ)4(  χε(α,β) 
β  -X  Λ  -  Π  ύ 


β  —  α 


1  Γ  1 

Ρ'(χ)  =  — +—2  I  ί(!)  άι + - —  [-  ί(χ)]  = 
(β-χ)2^  β-χ 

1  £(ι)άι-(β-χ)£(χ) 


(β  -  XV 


Βάσει  του  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει  οΧ·ε  (χ,β)  τε'τοιο,  ώστε 
/'  £(0  ά(=  (β  -  χ)  ί(θχ) 

X 

Ρ'(χ)=-^- [£(<:*) -£(χ)]<0 
β-χ 

Συνεπώς  η  Ρ  είναι  ιρθίνουσα,  οπότε 
Ρ(χ)  <  Ρ(α)  =  0 

ρΈ')ί'ί?Έ,)<,' 


Λρα 


Όμοια  για  τη  2η  ανισότητα. 
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ΓΡ 

Έστω  £[α,β]-Λ  ^νεχήζ,  με  ί'(α)>α2  και  3  I  ί(χ)  άΧ<  β^  —  0?, 

α 

α  <Ρ  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  |€  (α,β)  τέτοιο,  ώστε  ί(ξ)=Ι2· 


45  Ί 


( )λ,οκληρ<·>τικης  Λογιομικ, 

Λύση 

Έστω  ^(χ)  =  ί(χ)-χ2  ,  §(α)>()  (1) 

|  ^(χ)4χ  =  |^  Γ(χ)4χ“|^  χ2άχ=|^  ί(χ)ε!χ-^  = 

<<  α  α  α 

ί/  ί(χ)άχ-(β3~α3) 

α  η 

3  <ο 

Από  το  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει  0£(α,β)  τέτοιο,  ώστε 

/  6(χ)  <ί*  =  (β  -  α)  8(ε)  <  0 

<ί 


Αρα  β(ο)<0  (2) 

Από  τις  (1)  και  (2)  προκύπτει  ότι  υπάρχει  ξ£(α,β)  τέτοιο,  ώστε 
Ι’(ξ)~0  (ΒοΙζαηο) 

Λρ«  ί(ξ)  =  ξ2 
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Έστω  ί:  [α,β]  — μια  συνεχής  συνάρτηση.  Αποδείξτε  ότι  υπάρχουν 
0,0 'ε  (α,β)  τέτοια,  ώστε: 


|  Γ(χ)  <ϊχ=  (β  -  ο)  ί(ο)  και 


ί(χ)  <ϊχ=  (ο'  -  α)  ί(ο') 


Λΰση 


Έυτω  1ι(χ)  =  [Ρ(χ)  -  Ρ(α)]  (β -χ)  όπου  Ρ  μια  αρχική  της  ί 
Ιι(«)  =  1ι(β)  =  0 

οπότε  βιίαει  του  Θ.  Κοίΐε  υπάρχει  οε(α,β)  τέτοιο,  ιόστε 

Ιι'  (ο)  =  0 


4.Υ> 


< )  λ  ( >  χ  λη  ρΐΐ)  η  ηο  Λογισμοί, 

Ιι  (χ)  =  |  Ρ(Χ)  - Ρ(α))'  (Ρ  -  X)  - 1  Ρ(χ)  -  ΓΟΟΙ  = 

=  Ρ'(χ)  (Ρ  -  χ)  -  Ρ(χ)  +  Ρ(α)  =  ί(χ)(β  -  χ)  -  Ρ(χ)  +  Ρ(α) 

|,'(ο)=0  «  Γ(α)(β-ο)  =  Ρ(ο)-Ρ(α)  <=>  Γ(ε)β-ο)|  Γ(χ)ιΙχ 

« 

Για  τη  2η  ισότητα  θεωρούμε  τη  συνάρτηση: 

6(χ)  =  [Ρ{χ)-Ρ(χ)](χ-α)  κ.λ.π. 
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Έστω  ίΐ  [<Χ>  μια  συνάρτηση  συνεχής  και  Ρ  ένα  πολοιό 

νυμο  με  πραγματικούς  συντελεστές  με  ΓΪ11Π  (Ρ((Χ)  ,Ρ(  (1)  )  < 

β-α  <  ηιαχ  (Ρ(α)  ,Ρ  (β) )  Αποδείξτε  ότι  υπάρχουν  (ο^β)  τέτοια, 

Γβ 

ώστε:  Γ(χ)  ϋχ=Ρ(θ!)  ί(ο2) 

* 

α 

Λύση 

Έστω  &(χ)  -  Ρ(χ)  +  α~β 
£(α)  =  Ρ(α)-(β-α)<0 
β(β)  =  Ρ(β)  +  α-β>0 

Άρα  βάσει  του  θ.  ΒοΙζηπο  υπάρχει  οιΞ(α,β)  τέτοιο,  ώστε 
β(οι)  =  0  Ρ(θ])  =  β-α 

Βάσει  του  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει  02^(α,β)  τέτοιο,  ώστε 
Α 

ί(χ)  άχ  =  (β  -  α)  ί(ο2)  =  Ρ(ο1)  ί(θ2) 

α 
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Έστω  ίι^ιΚ — )Κ  δυο  συνεχείς  συναρτήσεις.  Αν  η  γραφική  παρά 


456 


( )ληκληι><ι>πκος  Λογισμός 


στάση  0|·  είναι  συμμετρική  ως  προς  την  ευθεία  Χ  = 


αι  +  Ρι 


,  τότε; 


Γ*'·  β,  Η-  αι  Γ^1 

]  X  (ίχ  ο  ί2)  (χ)  <1χ  =  — ι —  |  (ίι  Ο  ί2)  (χ)  (1χ 


α, 


α, 


Λΰ<τη 

Μια  ευθεία  χ  =  χο  είναι  άξονας  συμμετρίας  για  την  οι  όταν 

I  (  χ  )  ~  £(2χο~χ) 

Αρα  έχουμε  Χβ  =  αι  *  ^  και  ί2  (χ)  =  ί2  (α!  Η-  β ί  -  χ) 

λΡ|  Λ 

Βίναι  ]  χ  (ί{  ο  Γ2)  (χ)  άχ=  ]  χή  (ϊ2  (χ))  όχ=  ]  χί{  (ί2  (α1  +  β]  -  χ))  τΐχ 


α. 


α. 


α, 


β  έχουμε  αχ  +  βχ-χ=1 

^αι 

Οπότε  ]  χή  (ί2  (οχ-!  +  β}  -  χ))  οΐχ-  -  ]  (α^  Η-  β4  —  I)  Γχ  (Γ2  (()  ϋΐ)  = 

α,  β, 

=  -(«ι  +  βΐ)/"'(ίιθί2)(1)<11  +  |  'ΐίι  (ί2(1))ϋί  = 

β,  β, 

=  («I  +  β()  /  (ί]  Ο  ί2)  (χ)  <3χ-  /'  χ  (ί,  ο  ί2)  (χ)  άχ 


α, 


(X, 


Αρα  /  X  (ίι  Ο  ί2)  (χ)  όχ=  ίαι  /  (ί1  Ο  (2)  (χ)  όχ 


α. 


α, 
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Έστω  ΐ;8:[0,1]^Κ  δυο  συνεχείς  συναρτήσεις  τέτοιες,  ώστε 


Ολοκληρωτικής  Λογιπμός 


I  Γ(χ)  ίΐχ  —  Γ  β(χ)  <1χ  =  ^  (ιη  +  Μ) 
ο  ο  ζ 


όπου  ΓΠ  =  ίηί  ί(χ)  και  Μ=  $11  ρ  β(χ) 
0 < χ <  I  0<  χ< 1 


Αποδείξτε  ότι;  ί(χ)  §(χ)  ύχ< 

^0 


ΠΙ' 


+  Μ2 


Λύση 

Έχουμε  (ί(χ)  -  ιυ)  (§(χ)  -  Μ)  <  0 

οπότε  |  (ί(χ)  -  ηα)  (£(χ)  -  Μ)  <  0  <=> 
ο 

.1 


<=> 


<=> 


|  [ί(χ)  §(χ)  -  Μ  (ί(χ)  -  τη  β(χ)  +  ηι  Μ]  όχ  <  0 


ο 

.1 


|  ί(χ)§(χ) όχ- Μ |  ί(χ)όχ-ιη|  β(χ)όχ+ΓπΜ ]*  όχ<0 

ο 


|  ί(χ)  £(χ)  όχ  <  Μ  ί(χ)  όχ  +  ηι  |  §(χ)  όχ -  ιη  Μ  = 


ο 


ο 


=  Μ  —  (ιη  +  Μ)  +  τη  ~  (τη  +  Μ)  -  ιυ  Μ  =  ^  -  ιη  Μ  = 


ΓΠ2  Η-  Μ2  +  2  01  Μ  -  2  Γη  Μ  ιη2  +  Μ2 


Αρα  |  ί(χ)^(χ)όχ< 
ο 


ηι2  +  Μ2 
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Ί  '(ΐΤ(<)  Ι:Κ  >Κ  μια  συνάρτηση  συνεχής  και  περιοδική  με  περίοδο  Τ. 

.α  +  Τ  ,Τ 

Αποδείξτε  ότι: 


α 


Γ(χ)  <3χ  =  |  ί(χ)  <1χ  για  κάθε  (ΧΕ  Κ. 
0 


Λύση 


Ί·αγτ<ι)  Ρ(χ)=Γ  ίά)  1*  ί(ΐ)  άΐ 

0  ο 

I  ■■  -  παραγωγ ίσιμη  και  Ρ'  (χ)  =  ί  (χ  Ί-  Τ)  —  ί(χ)  =  Γ(χ)  -  ί(χ)  =  0 

-X  +  Τ  .0 

Λρα  ί·(χ)  =  !<:  (σταθερά)  οπότε  |  ί(ι)ό!:  +  |  ΐ(ι)άί  =  1< 

ο  *  χ 


Λ  Η  I 


<  ·>  |  ί(ΐ)<:1ΐ  =  ^  για  κάθε  χξ 


II 


ΓΤ 

1  κι  χ=()  είναι  ]  ί(χ)όχ=Ι< 

0 


.α  +  Τ 


οπότε  ί(χ)όχ  =  ί(χ)  άχ 

ϋ  *ο 


ΘΕΜΑ 
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Ί{<ϊχ(ι)  1:Κ->Κ  μια  συνάρτηση  συνεχής  και  περιοδική  με  περίοδο  Τ. 
Αποδείξτε  ότι; 


.1* 


,β  +  νΤ 


ί  ί(χ)  άχ=  ί  ί'(χ)  άχ  για  κάθε  (Χ,βΕΚ.,  ΥΕ  Ζ 
α  α+νΤ 


Ί5() 


( )λ< >χλ ι ) ι  ΐ(>>ιικ< ) ς  Λογισμός 

Λΰση 

Θετού  με  χ  +  νΤ  =  ε  και  έχουμε 

3  Λ*  +  νΤ  Γβ  +  νΤ 

]  Γ(χ)άχ  =  ]  1(τ-νΊ)άΙ  =  \  ί(ί)  ύί 

α  α  η  νΤ  α  +  νΤ 

διότι  Γ(Ι-νΙ)  =  ί(Ι)  ατροΰ  η  ί  είναι  περιοδική. 
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Έστω  £»[0,οο) — ^[0>°°)  μια  συνάρτηση  που  πληρεί  τις  συνθήκες: 

1)  β  συνεχής  στο  [0?α),  για  κάθε  <Χ>0 

2)  §  περιοδική,  με  περίοδο  Τ 

ΓΤ 

3)  I  8(1)  {11=0 

% 

Αποδείξτε  ότι  για  κάθε  συνάρτηση  ί:[0,°ο)— >Κ,  συνεχής  και 

ΓΤ 

φραγμένη,  ισχύει:  I  1(1)  §(νί)  (31  —  0  για  κάθε  νΕΝ 

0 

Λΰση 

Επειδή  η  ί  είναι  φραγμένη,  υπάρχει  Μ>0  τέτοιο,  ώστε  |  ί(χ)  |  <  Μ  για 
κάθε  χ>0 

Τ  νΐ  =  χ  νΤ  /  \ 

Είναι  0<  ί  ί(ί)β(νΐ)ϋ{  =  -{  ίΡ|β(χ)όχ  < 

ο  ο  [ν) 

I  ΓνΓ  ΛΑ  Μ  ΓνΤ 

<Μ  ί  Α  8(χ)  όχ<  —  |  |β(χ)|όχ  = 
ν  «  Γ  « 


( ?λοκλ)|(Ηΐΐπ,κης  Λογισμός 


460 


Μ 

ν 


.νΊ 


/;ι 


Γτ '  Μ  ’  Γ  Γ2  Γν  λ 

]  β(χ)(1χ  =  —  ]  £(χ)όχ  +  ]  β(χ)  ϋχ Η-  ...  +  ]  β(χ)όχ 

0  ν  0  Τ  (ν-Ι)Ί' 


,(ν+ί)Τ 


Όμως  |  £(χ)όχ=|  β(ΐ)  ςΐΐ  για  κάθε  νσζ 

<)  νΤ 


Αρα  0  < 


{  ί(ί)8(νΐ)«1ί 

0 


<0 


>ποτε  |  ϊ({)  &(νί)  ύί=0 
ο 
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Έστω  Γ:Κ-»Κ  μια  συνάρτηση  συνεχής,  περιττή  και  περιοδική  με 
περίοδο  Τ.  Αποδείξτε  ότι:  Γ(χ)  (Ιχ~  0  για  κάθε  μ,ν6Ε  Κ.  με 

μ 


μ  +  ν  =  Τ 


Λύση 


ί(-χ)  =  -ί(χ)  και  ί(χ+Τ)  =  ί(χ) 
Αρα  ί(-χ)  +  ί(χ  +  Τ)  =  0 
θέτουμε  χ  =  χ-Τ  και  είναι 
ί(-χ  +  Τ)  +  ί(χ)  -  0 


οπότε 


-  χ + χ  -  ( 


|  ί(χ)  άχ  =  —  |  Γ  (-  χ  +  Τ)  οίχ  = 


μ 


Τ-μ 


Αρα 


μ 


ί(χ)  όχ=  0 


461 


Ολ<ηφΐ(Μΐ)ΐΐ >{(><,  Λογισμός 
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Έστω  ί:  Κβ]->κ  μια  συνάρτηση  3  φορές  παρ«γο>γίσιμη,  μι:  I ,  I  ,  Γ 
ιη/νεχείς  και  ί((Χ)  =Γ(β)  =0  ,  Γ (β)  —Ο.  Αποδείξτε  όχι: 


ι 


β  ι 

ί"'  (χ)  ί(χ)  άχ=  [  Γ  (α)  ]2 


α 


Λύση 


/  ϊ"’  (χ)  ί(χ)  <1χ  =  [ί"  (χ)  ί(χ)]  - 1  ί"  (χ)  Γ(χ)  άχ = 

α  α  σ 

=  ί"  (β)  ί(β)  -  Γ"  (α)  £(α)  -  \  )  [ί'  (χ)2]'  ί!χ= 


,Ρ 


-  \  ί(Γ  (χ))Ί  =  -  {'  (β)ΐ2 + \ 1 Γ  (ο)  )2 = 

ί  Δα 


|[Γ·(«)]: 


ΘΕΜΑ 


Έστω  Ρ  ένα  πολυώνυμο  με  πραγματικούς  συντελεστές.  Αν  ΙίΕ  Κ 
είναι  η  μοναδική  πραγματική  ρίζα  του  πολυώνυμου  Ρ  στο  [(Χ,β| 

και  Ρ  (1ί)<0,  αποδείξτε  ότι  για  κάθε  ΧΕ  [α,β]  είναι: 


Γ 


Ρ(ί)<11>  Ρ(1)(11 

α  α 


Λύση 


Έστω  Ρ(χ)=^  ?(ί)άί 

α 

Γ(χ)  =  Ρ(χ)  και  Ρ'(Ρ)  =  Ρ(^)  =  Ο 
Γ  '  (χ)  =  Ρχχ)  οπότε  Ρ"(^)  =  Ρ'(Ρ)  <  0 
Ιίπι-ιδή  Ρ'(Κ)  =  0  και  Ρ"(1<.)  <0  η  Ρ  παρουσιάζει  τοπικό  μέγι¬ 
στο  στο  χ-Ια 

Συνεπώς  Ρ(χ)  <  Ρ(Ρ)  για  κάθε  χξΚ 
δηλαδή  Γ  Ρ(1)ϋΙ<|ίί  Ρ(1)  άί 

α  α 
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Ήστο)  Γ:  [«-ρ  ,<Χ  +  β]  — >Κ. ,  β  >  0,  μια  συνάρτηση  συνεχής. 

(ϊ)  Αν  ϊ(α-χ)=ϊ(α+χ),  για  κάθε  ΧΕ  [Ο,β]  ,  αποδείξτε  ότι: 

.α  -ι-  (]  .α  +  β  α 

I  ί'(χ)  άχ  =  2  £(χ)  άχ=2  ί  Γ(χ)  άχ 

α  -  Ρ  α  α  -  Ρ 

(ίι)  Λν  £(α-χ)  =  -£(α  +  χ),  για  κάθε  ΧΕ  [α,β]  ,  τότε: 
α  -Η  Ρ 

ί(χ)  άχ=  0 

(χ-Ρ 

Λύση 

.<Μ·β  ΛΧ  +  β 

(ί)  ]  Γ(χ)όχ~]  ΐ(χ)άχ  +  ]  ί(χ)άχ  = 

<<-β  α-β  η 


( )λ ι  >  κ λι ιρωηκός  Λογισμός 


403 


-0 


„  Λί  +  β  Λ)  (1·ϊ\\ 

=  ]  Γ  (α  -ι- 1 )  (1 1  +  ]  ί(χ)  ιΐχ  =  ]  Γ  (α  -  ί )  ά I  +  ]  Γ(1)  ιΙ I 

-0  ιι  "β  << 

ί(  ΛΙ  +  β  λί  »  β  α  +  β 

=  -  ]  Γ(χ)  όχ  Η-  ]  Γ(χ)  όχ  =  ]  ί(χ)  ζΐχ  +  ]  ί(χ)  ίΐχ  = 

α  -Η  β  α 

^+0 

=  2  ]  ί(χ)  όχ 


α 


α 


.«  -η  β  .α  .α  +  β 

|  Γ(χ)ί]χ=|  ί(χ)όχ+|  ί(χ)όχ  = 

α - β  α-β  α 

=  |  Γ(χ)όχ  +  |  Γ(α  +  1)ί1ΐ  =  |α  ί(χ)  όχΗ- ί  (α  -  ί)  όΐ  = 

α-β  ϋ  α - β  0 

.α 


,α-β 


-  [  ί(χ)  όχ  -  ί  Γ(χ)  άχ  = 

«  -  β  α 


α  λ  -α 

I  ί(χ)άχ+]  ί(χ)άχ=2  ί(χ)(1χ 


«-Ρ 

!*α  +  ^ 


α-β 


α-β 
+  β 


α  +  ρ  .α 

(ϋ)  ]  ί(χ)άχ  =  ]  ί(χ)όχ+]  ί(χ)άχ  = 


α-β 


α-β 


α 


-  ^  ί(χ)όχ  +  |  £(α  +  ί)  <31  =  1°  £(χ)<3χ-|  ί(α-ϋ)(11  = 

α-β  0  α - ρ  0 


0 

Γ«  Λ«-β  ^ 

=  ]  £(χ)άχ+]  ί(χ)<3χ=]  ί(χ)όχ-]  ί(χ)ϋχ=0 


α-ρ 


α 


α- 1 


α-β 
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Έστω  οι  συνάρτησε ΐζ  φΐΚ — >Κ  και  Γ:Κ-*Κ  .  Αν  η  ί  είναι  συνεχής, 

περιττή  και  περιοδική  με  περίοδο  Τ,  με  ί* συνεχής  και φ  είναι  συνεχής 
και  άρτια,  αποδείξτε  ότι: 


.Τ  +  β 


1=  ί  χΓ  (χ)φ(Γ(χ))άχ=Τ 
τ-β 


ΛΡ) 


φ(χ)  (ΪΧ  για  κάθε  βΕ  Κ 


Γ(-Ρ) 


Λύση 

Ηχούμε  φ('Χ)  =  φ(χ)  >  ΐ(~χ)  =  -ί(χ)> 

Γ(-χ)  =  Γ(χ)  και  ί(Τ  +  χ)  =  ί(χ)  για  κάθε  χε  Κ 

Θέτουμε  γ  =  Τ-χ  και  εχουμε 

;ι·'·ΐ'  λ- ο 

[  -  ]  X  Γ  (X)  φ(ί(χ))  άχ=-\  (Τ-γ)Γ(Τ-γ)ψ  (ί(Τ  -  γ))  <3  γ 
Γ-μ  (1 

/  (Τ-γ)Γ(γ)φ(-ί(γ))4γ=  /  (Τ-γ)ί'(γ)  φ(Γ(γ))  άγ- 

-II  -Ρ 

τ/  Ι'(γ)φ(ί(Υ))<1ν-  }  γ  Γ  (γ)  φ(ί(γ))  (]γ 
-Ι'  -Ρ 


.0 


ν=-ζ  Π 


Ίίχουμι·:  =|  γ  Γ  (γ)  φ(ί(γ) )  άγ  =  -  }  -  ζ  ί' (-ζ)  <:ρ(ί(-ζ))  άζ 
-1^  Ρ 

]  7.  ί'  (ζ)  φ(ί(ζ))  άζ 


ο 


Λ 


Αρ((  |  γΓ(ν)φ(£(γ))άγ  +  |  γ  ί' (γ)  φ(£(γ))  άχ=  0 
ο  -ρ 


Λ* 


ο  |  γΓ(γ)φ(ί(γ))<3γ=0 

-I* 


%)  =  < 


Συνεποκ  1  =  Τ  ]  Γ  (γ)  φ(ί(γ))  άγ  = 

-β 

Λβ)  Μ) 

τ]  ίρ(1)ϋί  =  τ|  φ(χ)ο1χ 
«-β>  ί(-β) 


465 


( )λ< )κλη(Ηΐ>τικ<  >ς  Λ ι >γ κ η  ιό  ς 
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Έστω  οι  συναρτήσεις  ί:[α,β]^Κ  συνεχής  και  Ρΐ  [α,β]->Κ  μι: 


Ρ(Χ)  =  Γ  ί(γ)  άγ  .  Αποδείξτε  ότι: 


α 


(ΐ)  Υπάρχει  1ί>0  τέτοιο,  ώστε  I  Ρ(Χΐ)  ~  Ρ(χ2)  I  -  ^  I Χ1  “  χ2 1 
για  κάθε  Χ|  ,  Ε  [(X,  β]  . 

(ϋ)  Η  Γ  είναι  συνεχής  στο  [α,β] 

Λύση 

(ί)  Έστω  Μ=  δαρ  I  £(χ)  1 

χ€[α:β] 


Ιρ^-ρ^Ι  = 

}  %)  £1)- +  _|  ί(ν)  άγ 


ί 


ί(γ)  άγ~  ]*  ί(γ)  £)γ 
α  α 


Τ‘%)^  = 

1  *2 

=  (X!  - χ2)  I ί(ξ) I  ,  ξσ(χ2,χι) 

Άρα  I Ρ(χ^) - ί(χ2)Ι  =  (Χι-*2)  Ιί(ξ)Ι  <|χ1-χ2|  Μ 
Αρα  υπάρχει  1ί  =  Μ>0  τέτοιο,  ώστε 
|Ρ(Χ,)-Ρ(Χ2)Ι  <Υ  |χ1  —  ^2 1 

(Η)  Έστω  χ0€  [α,β] .  Από  την  (ΐ)  έχουμε  για  κάθε  χε  [α,β] 
|Ρ(χ)-Ρ(χ0)<Ι<  |χ-Χο| 

Όμως  Κιη  1<:|χ-χο|=0 

οπότε  Π  οι  Ρ(χ)  =  Ρ(χ0) 


X  ->  Χλ 


Αρα  η  Ρ  είναι  συνεχής  στο  [α,β]. 


466 


<  υ.ρ;'λΐ|ι Ίίπικιη;  Λογκηιό·. 
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ϊάττω  μια  (συνάρτηση  £[0,1]->Κ  συνεχής  με  ί(0)  =  ~  .  Αν  υπάρχει 

Λ 

Κ>0  τέτοιο,  αχτιε  ϊ(χ)  άχ  >  Κ  |  α  -  β|  για  κάθε  α,βΕ  [0,1]  τότε: 


(ί)  Γ(ί)  <31  >  Ιί  X  για  κάθε  Χ€  [0,1] 


(ϋ)  |  ί2  (ί)  άί>Χ  ^2Ι<*  για  κάθε  ΧΕ  [0,1] 


Λύση 

'ίίιτχω  Ρ  μια  αρχική  της  ί,  Ρ(χ)  =  |*  ί(ί)  ςΐΐ 

α 

Λν  Ρ(α)  =  Ρ(β)  είναι  0  =  ^  ί(1)ϋΙ 

α 

Λρα  0  =  ί(ί)  όί  =1ί|α-β[  ,]<>0 

α 

οπότε  α=β.  Συνεποις  η  Ρ  είναι  'Ί-Γ’,  οπότε  είναι  γν.  μονότονη. 
Ήατω  ότι  η  Ρ  είναι  γν.  αΰξουσα.  Τότε 

I  ·'(*)  =  ί(χ)  >  0 

1 

και  επειδή  Γ(0)=—  έχουμε  ί(χ)>0. 

Λρα  |  ί(ί)(1ί>0  για  κάθε  χε  [0,1] 


(I)  |*  Γ(1)<)1=  ί 
0  0 


=  Γ(ί)  ςΐί  >  1χ  |χ  -  0|  =  ^  χ  για  κάθε  χε  |0, 1 1 


467 


( )λοκληριηπκ< >ς  Λι »γι< ιμη^ 


(η)  Είναι 


/ 


('«-ί 


ν 


;>() 


λ 


οπότε  ί2  (χ)  >  ί(χ)  - 


και  |*  ί2(ί)όί>  Γ  {(Οόί-Ι/ 

ο  ϋο  4  ο 

__  Ιοί2  χ  (21ςχ-  1)χ 
~  ~2~  ~  4  ~  4 


ά[ 


>-*ί 


ο 
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Έστω  ί,§:[α,β]-ΑΚ  δυο  συναρτήσεις  με  {-συνεχής  και. 

8(χ)  =  ;  ί(ί)  άί ,  για  κάθε  ΧΕ  [α,β].  Αν  Γ((ΐ)§(β)  <0  αποδείξτε  όχι: 
α 

(ί)  υπάρχουν  0,(16  [(Χ,β]  τέτοιοι,  ώστε  Γ(θ)  =0  και  £(ά)  —0 
Γά 

(ϋ)  ]  ί(ί)  άί  =  0 

α 


(ϋΐ)  υπάρχουν  |1,  V  τέτοιοι,  ώστε 


α  μ 


Λΰση 

(ί)  Υποθέτουμε  ότι  ί(α)>0  και  £(β)<0. 

Αν  ί(χ)£θ  ,  Χ€[α,β],τότε  ^  ί(1)ό£>0  δηλαδή  β(β)  >  0  (άτοπο). 

α 

Αρα  υπάρχει  ξΕ(α,β)  τέτοιο,  ώστε  ί(ξ)<0. 

Αρα  Γ(α)Γ(ξ)<0,  οπότε  βάσει  του  θ.  Βοΐζζιηο  υπάρχει  οξ  (α,ξ)  τέτοιο. 


( )ληκληρ(ΐ)τιν»ός  Λογισμός 


468 


ώστε  Γ(ο)  =  0 .  Επειδή  η  (  είναι  συνεχής  και  ί(α)>(),  υπάρχει  η£  (α,β) 
τέτοιο»  ώστε  ί(χ)>0  για  κάθε  χσ  [α,η]  . 

Λρα  6('1)  =  1  ί(0  <31  >  0 

« 

Όμως  η  £  είναι  παραγωγίσιμη  στο  [α,β],  άρα  και  συνεχής  στο  [α,β] 
κιχι  επειδή  β(η)£(β)<0  υπάρχει  ά<Ξ[η,β]  τέτοιο,  ώστε  §(ά)  =  0 
γδ 

(»)  «0^=0 

α 


(ΐϊΐ)  Αν  ν  =  ό  και  μ€  [α,ά]  τότε 
ί(()  άΐ  =  /V)  άί  +  |  ί(ί)άι  =  0 

<ί  η  μ 

οπότε  ί(ΐ)<1ι  =  -|  ί(ί)άΐ 

α  μ 


I 
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Να  βρεθούν  οι  συνεχείς  συναρτήσεις  βΚ.+  —>ϋ  τέτοιες,  ώστε: 


|*  |ημ£(*)Ι 
0 


«X 

<11=  |συνί(ί)|  άΐ  ,  χ>0 

*ο 


Λΰοη 

Παραγιογίζουμε  τη  δοσμένη  σχέση  και  έχουμε 
|ημί(χ)|  =  |συνί(χ)|  ,  χ>0 
Άρα  |  εφ  ί(χ)  |  =  1  οπότε  εφ  (ί(χ)  =  +  1 

Αν  εφ  ((ί(χ))  =  1  είναι  ί(χ)  =  ~  +  Ιχπ  ,  1χ  €  Ζ 
Αν  εφ(ΐ(χ))--1  είναι  ί(χ)  =  -^  +  Ιςπ  ,  Ζ 
Άρα  ί(χ)  =  1χπ±~  ,  1χ  £  Ζ 


Ολοκληρωτικός  Λογισμός 


4<><) 
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'  Εστω  ί:[0,α]— >Κ.  μια  συνάρτηση  με  Γ  συνεχής  και  1(0) =ο.  Αποδείξτε  άτι: 


ω 


-« 


0 


Γα 

ί·(χ)  άχ=  (α  -  χ)  ί  (χ)  είχ 


(») 


α 

Γ(χ)  άχ 
ο 


α' 


<~2  πιαχ  ΙΓ  (χ)| 

Ζ  05χ<α 


ί>«)  |  I  ?  (χ)  ϊ(χ)  I  Λχ<  τ  I  I  γ  (χ)  1 2  <ΐχ 

ο  Λ  ο 


Λύση 


(ί)  1°  ί(χ)  <3χ=  /"  χ'  ί(χ)  άχ  =  [χ  ϊ(χ)]  - 1  χ  Γ  (χ)  άχ  = 

οο  Π  ο 


(ϋ) 


-  α  ί(α)  -  Γ  χ  ϊ'  (χ)  άχ  =  α  ί(α)  -  α  £(0)  - 1°  χ  Γ  (χ)  άχ  = 

ο  ο 

α  α  α 

—  α  ]  Γ  (χ)  άχ  -  ]  χ  Γ  (χ)  άχ  =  ]  (α  Γ  (χ)  -  χ  ϊ'  (χ))  άχ  - 

0  ο  ο 

=  ]  (α  -  χ)  ί'  (χ)  άχ 
ο 

Γ«*>  άχ  <  1°  (α-χ)Γ(χ)άχ  <  ί  |α-χ|  |Γ(χ)|  άχ  = 
ο  ο  ο 


ο 

,α 


=  |  (α -χ)  |  ί' (χ)|  άχ<  πιαχ  |ί'(χ)||  (α-χ)άχ= 

0  ΰ£χ<α  0 


X 

(IX-  2 


α 

ΓΠίΐΧ 
_Ι0  ο  <  χ  £  « 


Ο  α 

Γ(χ)|  = 


Α  α2^ 


Ο2  --Γ-  ΓΠ3Χ  I Γ  (χ)  I  = 
^  ο  ^  χ  ^  ηι 


470 


( ) λη κ ληρωτικός  Λογ κ νμ,< > ς 


α 


7Γ  ηυιχ  |Γ(χ)| 

Ζ  0£χ£<1 


(ίϋ)  Η  συνάρτηση  |Γ(ϋ)|  άί  είναι  παραγωγίσιμη  στο  [Ο,α], 

*ο 

σπάτε  β'(χ)  =  | Γ(χ) |  .Συνεπώς 
I  |('(χ)  Γ(χ)|  £ΐχ=|°  |ί'(χ)|  |  Γ(()  <ίΙ 


όχ< 


—  }  |ί'(*)|(ΐ  ί ί' (*) ε*ΐ)  1  |ύχ<|  δ'(χ)  8(χ) ε1χ= 
ο  Ιο  Ιο 

=  \\  (82  (*))' Ίχ  =  \  [§2(χ)] _  =  \ [ι 82(α)  - §2(0) 


0 


=  {ίΓ(«)  =  τίΤ  Ο'ΟΟΜ*  ^α2/  | ί'(χ) 1 2 ίΐχ 
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Έστω  οι  συνεχείς  συναρτήσεις  £,§:[α,β]-σΐ  .  Αποδείξτε  ότι  η  εξίσωση 

|·Χ  (-Ρ 

Ι(Χ)  I  §(ί)  άί  =  §(χ)  I  Γ(ί)  <3ί  ,  έχει  τουλάχιστον  μια  ρίζα  στο 
α  χ 

χ»<=  (α,β) 

Λύση 

Ί·;<!Τ<1)  ι|ι(χ)  =  /  β(0 άΐβ(χ)|  ί(ΐ)<1ι  ,  χε  [α,β] 

α  χ 

Οι,  ί  και  β  είναι  συνεχείς,  οπότε  έχουν  αρχικές. 

Έστω  ΡΧ=ί  και  0'  =  β 


( )λ<  ικλϊ|ρωτι.Χ( η:  Λ( )γιπμ<  κ, 


ΛΊ\ 


.χ 


[ί 


Έχουιιε  ψ(χ)  =  [θ(1)]  ■  [ρ(γ)]  =[0(χ)-0(α)|  |Ρ(|ί)- Ρ(χ)| 

α  χ 

ψ(α)  =  ψ(β)  -  0  ,  οπότε  βάσει  του  θ.  Κο  1 1  ο  υπάρχει  Χί«=(α,β) 
τέτοιο,  ο'χττε  ψ  (χο)  =  0 

'Ι'ϊχ)  =  Ο'(χ)  [Ρ<β)-Ρ(χ)ΜΟ(χ)-0(α)][-Ρ'(χ)]  = 

=  Β(χ)ΙΡ(|:!)-Ρ(χ)]-ί(χ)[0(χ)-0(α)]  = 

=  8(χ)|  ί(0  (I  ι  -  ί(χ)  \  8(()  £1  ( 


α 


Αρα  υπάρχει  χοΕ(α,β)  τέτοιο,  ώστε 
8(Χ0)ί  ί(1)  οΙΙ  =  ί(Χ0)  ^  β(1)  ίΐΐ 


α 
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Έστω  ί:[α,β]->Κ  μια  συνάρτηση  συνεχής.  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει 

$ 

ξΕ  (α,β)  τέτοιο,  ώστε:  ]  Γ(1)Λ-]  ί(1)  άί  =  (α  +  β  -  2ξ)  ί(|) 


α 


Αΰση 

Έστω  §(χ)  =  (χ-β)|Χ  ί(()  άί  +  (α  -  χ) )  ί(ΐ)  άι 

α  χ 

§(α)=£(β),  οπότε  βάσει  του  θ.  Κοίΐε  υπάρχει  ξΕ  (α,β)  τέτοιο,  ώστε  ^(ξ)·  0 


δ» = Γ 

α 


ί(ί)  01  +  (X  -  β)  ί(χ)  + 


ΐ 


-/ 


Γ(ί)  άί-  (α-χ)  ί(χ) 


ί(ΐ)  ϋΐ  +  (χ  -  β)  ί(χ)  -  ί(χ)  άί  -  (α  -  χ)  ί(χ)  - 


α 


=  \  ί(1)  ι)1"  ί(ΐ)  άΐ  +  (χ  -  β  -  α  +  χ)  ί(χ) 


Λς>α  υπάρχει  ξξ(α,β)  τέτοιο,  ώστε 


|Ί(ΐ)ϋι-/  ΐ( 


1(1)  <1ΐ-\  1(1) ϋι  =  (α  +  β  —  2ξ)  ί(ξ) 
'<  ξ 
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Έστο>  α<β  και  I  μια  συνάρτηση  θετική  και  συνεχής  στο 
Να  υπολογιστούν  τα  ολοκληρώματα: 


1.= 


Ρ 


ϊ(χ-  α) 


α  Γ(χ-α)  +  Γ(β-χ) 


άχ  , 


Ρ 


ί(Ρ-χ) 


α  ί(Ρ-χ)  +  ί(χ-α) 


άχ 


Λΰ<τη 


ι 


4τ 


ί  (χ  -  α)  άχ 


Ο  ('  (X  -  α)  +  ί  (β  -  χ) 
οπότε  άγ  -  -άχ 

Γ(β“Υ) 


Θέτουμε  γ-α  +  β-χ  , 


I, 


ί"  ΠΡ-: 

ιι  ί  (β  —  Υ)  +  ί 


άγ 


=/ 


ί(β-γ) 


μ  ί(β-γ)  +  ί(γ-α)  ■’α  ί(β-γ)  +  ί(γ-α) 


=  I- 


Λρα  Γ  ι  =  Τ-2 

Όμως  1 ,  -ι- 12  =  |  Γ·" . άχ 


^Μ^άχ=/άχ=β-α 

α  ί  (χ  -  α)  +  ί  (β  -  χ)  \ 

β  “  α 


λρα  21]  =  β-α  ,  οπότε  I]  “  Ιι  =  — ^ 


[α,β] 


(. ) λ< >κλη ρωτικος  Λογισμοί, 


47.1 
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Έστω  £[«,!>]  — μια  συνεχής  συνάρτηση,  με  την  ιδιότητα  άτι 
"Ψ  0 .  Να  δείξετε  ότι  υπάρχει  ξε  [α,Ι>]  τέτοιο,  ύδστε  να  ισχύει: 


2 

ν  ) 


]  ί(0<11  = 


α 


ί(ξ)  (ξ-«)(ξ-ι?) 
α  +  &-  2ξ 


(ΐ) 


Αΰση 


Έστω  φ:[α,6]— >Κ.  ,  με  φ(χ)  =  (χ  -  α)  (χ  - 6)  ί(£)  <1ί 


Γ 


α 


Η  φ  είναι  παραγωγίσιμη  στο  [α,β]  και  έχουμε 
φ'(χ)  -(χ-ό+χ-α)]*  ί(1)  άΐ  +  (χ  -  α)  (χ  -  ό)  ί(χ) 


α 


Φ 


'(χ)  =  (2χ  -  α  -  ό)  |  ί(1)  <31  +  (χ  -  α)  (χ  -  δ)  ί(χ) 


λ 


Όμως  φ(α)  =  φ(1>)  -  0  .  άρα  η  ορ  πληρεί  τις  προϋποθέσεις  του  0. 
Κοίΐβ,  οπότε  υπάρχει  ξ€  (α,β)  τέτοιο,  ώστε  ψ'(ξ)  =  0.  δηλαδή  υπάρχει 
ξ€(α,1>)  τέτοιο,  (Αστε 

2ξ  -  α  - 1>)  _Ρ  ί(1)  ϋΐ  +  (ξ  -  α)  (|  -  6)  ί(ξ)  =  0  « 


α 


«  έί(ί)ά1  =  ί(ξ)(ξ~-^~1,)  ,αν 

α  α  +  ό'-2ξ  ζ 


Όμως  ^  φζ  ο  ί 


/α  +  ΐΛ 


Φ  0  οπότε  η  (1)  αληθεύει. 


(  >Αμ*<  Μ||  ΜΙΜ  ΙΗΟΙ.,  ΛθγΗΤ|Π>(„ 
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Αν  η  1  είναι  μια  συνάρτηση  άρτια  και  ολοκληρυίσιμη  στο  [-α,α], 
τότε  ισχνι.ι  η  σχέση: 


ίΥ  χ)  Γα 

.  .  άχ=  ϊ(χ)άχ,  για  κάθε  £ 
α«  +1  0 


II 


Λυ<τη 


ί' 


Γ(χ)  ι)χ 


=1” 


Ι(Χ) 


,,^'+ι  ·|-α«|ίχ+1 


ϋχ  +  | 


α  ί(χ) 


Λ1<χ  ,  1 
0  6  Η-  1 


άχ  = 


(I  Ο*  +  I  0  ε  "  VI  V  ^  +  1 


ί"  «X) 


Γ<( 

I <ω 

ο 

,«  / 

('(χ) 


1<χ 


I  1 

4- 


- 


() 


ΓΙ1  <Γ*Λ+1 

1  €**  ' 
-  + - 


άχ  =  ]  ί(χ) 


<1χ+| 
1 


“  ί(χ) 


ο  (Γ^+Ι 


άχ- 


+ 


Λχ  ,  \  I 

ε  +1  4;+1 
©ΚΧ 


Ι^χ  ,  ι  1  .  λ!(χ 

©  +  1  1  +  € 


V 


άχ  =  |  ί(χ)άχ 


ύχ  = 
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Ίάττο)  α  €·  Κ+-{1}  και  ί  μια  άρτια  συνάρτηση,  ολοκληρώσιμη 
στο  [-6,1)]  .  Να  δείξετε  ότι: 


ι 


,1)  4.*/. Λ  -ϊ_.  Λ) 


Γ(χ)  ϋχ 


,,  ο,**  + 1 


=  Γ(χ)  <!χ  ,  για  κάθε  Ιί  Ε  Κ 

*0 


Ολοκληρωτικός  Λογισμοί, 


475 


Αυση 


ί 


Η  ϊ(χ)  <1χ 


=1 


ί(χ) 


_.ϊίχ  .  ι  1  ,  ί 

— 1>  01  +1  —  +1 


ο1χ  +  ] 


^  £(χ) 


^  X  ,  ϊ 

ο  α  + 1 


ο!χ  = 


5  ί(χ)  ,  Γ1'  ί(- χ)  όχ  ,  γΗ  χ,  χ 

Ί4Γ~7άχ  +  \  _ι<χ  ά*=1  ί(χ) 
ο  α  +1  οα  κ  +1  ο 


=ϊ  ί(χ)ί~7 — +  α 

ο 


Ι^χ 


1  1 

-4- 


<*■"+!  α'^+Ι 


Ι(χ  Λ 


άχ  = 


αι<χ+  1  '  α^+Ι 


4 


Γ 

όχ^  ί(χ)ύχ 
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Έστω  (I  Ε  Κΐ-{1}  και  ί>§  δυο  συναρτήσεις  ολοκληρώσιμες 
στο  [-&,&].  Αν  η  1  είναι  άρτια  και  η  §  είναι  περιττή,  να  δείξετε 


οτι: 


ίΥ  Χ^ 

— — - άχ=  I  ί(χ)  άχ 

_^α^>  +  1  •'ο 


4 


Αυση 


ί 


ί(χ) 


ί" 

<3χ  =  ] 


ί(χ) 


-η  αΒ"'+1  -ι>  αΒΙΛ’  +  1 

ί”  ί(χ)  ,  .  ίΗ  ί(-χ)  , 

=Ν  ~  ϋχ  = 


εΙχ+| 


ί(χ) 


ο  α8(χ)  +  1 
,1> 


=1  «χ) 

ο 

=/  ί(χ) 


1 


α8(χ)  4- 1  ά 


+ 


ο  αΰί  χ)  +  I 
1 


ο  αβίχ)  + 1 

=  [*  _Γ(χ) 

•I.  ».ίίί> 


8(-χ) 


+  1 


ί 


αεΜ  +  !  η^ι  +  χ 


1  α 

— Η 


β<χ)  Ν 


4 


V 


βΟΟ 


ε!χ=  I  ί(χ) 
ο 

3α 


α  αβ(χ)  +  1 

(  1 


ϋχ  = 


ίΐχ  4- 


/■- 


ί(χ) 


α£^  4-1  α 


4- 


ο  α£ί  χ)  4- 1 

1  ^ 


άχ = 


V 


-«(*) 


+  1 


όχ  = 


7 


/ 


<1χ  =  |  ί(χ)  είχ 
ο 
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Να  δείξετε  ότι  αν  η  ί:Κ^Κ  είναι  συνεχής  στο  [α,Ιϊ]  και  παραγω- 
γίσιμη  στο  («,*>)  ,  τότε  υπάρχει  |€  (α,&)  τέτοιο,  ώστε  1(|)  =  0  ή 


ί(1)  (11 


Λύιτη 


Ίίιπιο  [ίζ,1>3 — >Κ  με  §{χ)  =  ^  £(1)ιίΐ|  £(£)<1£  £(α)  =  β(6)-0 

α  χ 

Η  είναι  παραγωγίσιμη  και  συνεχής  στο  [α,β]  οπότε  πληρεί  τις 
προϋποθέσεις  του  θ.  ΚοΙΙβ.  Αρα  υπάρχει  ξε(α,&)  τέτοιο,  ώστε 

Ομως  ^(χ)  =  Γ(χ)  |  ί(1)  άί  -  ί(χ)  ί(1)  όϊ  = 


Λ 


ΐ(χ) 


«0  λ 


α 


Συνεπούς  υπάρχει  ξε(α,1>)  τέτοιο,  ώστε 
/>  4  λ 


ϊ(ξ) 


ν 


I  Γ(ΐ)ίΐ£-}  £(1)  <3 1 

V,  α 


=  0 


ί(ξ)  =  ο 


) 


ή  {  Ι(0<1'  =  |  ί(ι)<3ί 


α 
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Ί·’στ<ι>  μισ  συνεχής  συνάρτηση  ίίΚ — >Κ  που  ικανοποιεί  τη  σχέση: 
Ι(χ)  Η-  Ι(—  χ)  =  1  ,  για  κάθε  Χ€  Ιί  .  Να  υπολογιστεί  το  ολο- 


477 


Ολοκληρωτικός  Λογισμός 
κλήρωμα: 

Γα 

]  ί(1)  (11  ,  αβΚ. 

-  α 


Αΰση 

Αφού  η  ί  είναι  συνεχής  είναι  και  ολοκληρώσιμη  στο  Κ  και  έχουμε 
|°  (£(χ)  4-  Γ(—  χ) )  ϋχ=  |  όχ  <=> 


-  α 


-  α 


<=>  |  Γ(χ)όχ+|  ί(-χ)όχ=[χ] 


α 


-  (1 


-  α 


—  α 


Όμως  αν  θ  εσού  με  -χ  =  (;  =>  <1χ  =  -άΐ  και 

|  Γ(~χ)<3χ=-|  £(£)<]£  =  |  £(χ)άχ 

-α  α  -λ 

Άρα  |  Γ^όχ  +  Ι^  ί(χ)άχ~2α  ο 


-  α 


—  ιι 


α 

<=>  ]  ί(χ)ςΙχ=α 


-α 
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Έστω  μια  συνεχής  συνάρτηση  ίιΚ — )Κ  που  ικανοποιεί  τη  σχέση: 
ί(α  —  X)  +  1(<Χ  ■+*  χ)  =  2β  ,  για  κάθε  ΧΕ  ϋ.  Να  δείξετε  ότι: 

Γ201 

£(ί)  άί  =  2αΙ> 

*ο 


Λΰ<τη 


|  Γ(((  -  χ)  ίΐχ-ΐ' |  ί(α  +  χ)  ύχ-  2β|  άχ 

μ  -α  -α 

β^τουμε  α-χ  =  I  =>  άχ  =  -άϊ  =$ 

>  |  ί(α-χ)άχ  =  -|  ί(ί)άί  =  ]^  {(1)άΙ 

'(  2α  ϋ 

(μ)πγ<  η*μι·  α  +  χ  =  υ  =»  άχ  =  άυ  => 


μ  2α 

>  ]  Γ(α  4-  χ)  άχ  =  ]  ί(υ)  άυ 


κ 


μ  -α  2α  2α 

Λρα  ]  /(α“Χ)άχ-ι-]  ί(α  +  χ)άχ  =  ]  Γ(ΐ)άΐ  +  ]  ί(1)άΙ  =  4αβ  =» 

-  «  -  α  0  0 


>  2 


—  (ί 
?.«< 


Γ(1)  άι  =  4αΙ> 


Γ 

ο 


£(1)  άϊ  =  2αβ 
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Ί',ιϊτω  μια  συνάρτηση  "1-1".  Αν  η  ΐ  είναι  παραγω¬ 

γέ  κμη  και  η  Γ  είναι  συνεχής,  να  δείξετε  ότι: 

ά 

Γ1(χ)  άχ=ϊ>ά-  ασ 

α  ^ 


Γ(χ)  (!χ+ 1 


Λύση 


Βετουμε  Γ'(χ)  =  γ  <=>  χ  -  ί(γ)  <=>  άχ  =  Γ(γ)άγ 
Ηχούμε.  γ(ε)  =  α  και  γ(ά)  =  β 


γ(<0 


|  Γ(χ)  ιΐχ  -ι-  ί  1  *(χ)  άχ  =  |  ί(χ)  άχ+ 1  γ  Γ(γ)  άγ  = 


( )λοκληι>(ιντικός  Λογιημο^ 


474) 


=  |  ί(χ)όχ+|  χΓ(χ)(Ιχ^|Ι  (χ  Γ(χ)  άχ+ ί'(χ))  όχ=  |*  (χ  ί“(χ))' ιΙχ· 


α 


(I 


!  ( 


α 


=  [χί(χ)]  =  β  ί(ό)~  α  (£(α)  =  βό~αο 
α 
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Να  δείξετε  ότι: 


ί  λ/1  Ί-χ3  άχ< 

ο 


ν5 

2 


Λύση 


(1+χ3)  άχ 


<=> 
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Να  βρεθούν  τα  ακρότατα  της  συνάρτησης: 

|*Χ 

0 


Ρ(χ)  = 


(I  -  α)  (I  -  β)  <31  ,  α  ,  β  >  0  ,  α  <  β 


( )λ(>ι<λΐ||_ΐ(·>πι«'κ  Λ(ΐγκν|«ίί 


<180 


Λΰση 

Ι'·'(χ)  =  (χ-α)(χ-β) 

Γ"(χ)  ~  0  <=>  (χ-α)(χ-β)  =  0  <=>  χι=α  ή  Χ2  =  β 
Ι·"(χ)  =  Χ'β  +  χ-α  =  2χ-α-β 

Γ"(α)  =  α-β<0  £=>  η  Ρ  παρουσιάζει  στο  χ  =  α  τοπικό  μέγιστο 
Κ'(β)  “  β-α>0  <=>  η  Ρ  παρουσιάζει  στο  χ-β  τοπικό  ελάχιστο. 
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Τ,στο)  £  [οφ]  — μια  συνάρτηση  ολοκληρώσιμη  στο  [θφ],  Να 


8ι· ίξΐ’Τΐ'  ότι. 


( 


α 


\ 


ΐ(χ)  ημχάχ 


+ 


ί |  ί(χ)  συνχάχ 


V 


α 


V  Η 

<  (|>  -  α)  ί2(χ)  <ϊχ 

* 

α 


Λύση 


/φ  \ 

^  1(χ)ημχόχ  ί^(χ)  όχ  |  ημΖχόχ 

α 

)  Λ 


ί  2 


κ 


ί  Γ(χ)  συνχόχ Ι  <  ^  ΐ2(χ)  όχ |  σατΛί  άχ 

η  Ια  α 


(ί) 


Προσθέτοντας  κατά  μέλη  τις  (1)  έχουμε 

'2  V  ^  Ρ  Ρ 

I  ί(χ)  συνχόχ  <  ]  ί2(χ)όχ]  άχ  - 


τ  «. 


Γ(χ)  ημχιΐχ  + 


<< 


V 


α 


α 


α 


-  (I)  --  α)  |  ί2(χ)  άχ 


Ο  λ< >κλη(Ηΐηπ κό;  Λογ κιμάς 


ΊΚ I 
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Δίνονται  δύο  πολυώνυμα  Ρ(χ)  και  Ο(χ)  με  θετικούς  συντελεστές, 

τέτοια  ώστε  βαθμ.Ρ(χ)  <  βαθμ-Ο(χ) .  Έστω  Γ  ,  §  :  [0, 1]  — >  Κι- 
δύο  συνεχείς  συναρτήσεις  που  ικανοποιούν  τη  σχέση; 


γ' 

■*  -  Ρ(η)  +  χ 


ο 


Γ1  δ(Χ) 

- - - αχ  ,  για  κάθε  Τ|Ε 

■ο<Χη)  +  χ 


Ν* 


Να  δείξετε  ότι  ί(χ)  —  0  ,  για  κάθε  ΧΕ  [0,1] 

Λΰση 

ί(χ)  <  ί(χ)  ,  ((X)  και  8(χ)  ^  Β(Χ)  ^  8(χ) 


Ρ(η)  +  1  Ρ(η)  +  χ  Ρ(η) 

για  κάθε  χ€  [0,1] 

Αρα 

Γ(χ)— οχ<  ίι  — ^—μχ<  ί1  Μ 

^0  Ρ(η) 


Ο(η)  +  1  Ο(η)  +  X  Ο  (η) 


ί  _^χ<  Γ 

•'η  Ρ(Τ1)  +  1  \ 


ο  ρ(η)  + 

8(χ) 


ϋχ 


Γ1  __800_(3χ<  Γ 
·’«  Οίη)  +  1  Λ 


ο  0(η)  + 

-1  ί(χ) 


ο  Ρ(η)  +  χ 

0,χ<  ί1  άχ 

0  0(η)  +  χ  ■'ο  Ο(η) 


ί 


ίχ<| 


8(χ) 


όχ 


ο  Ρ(η)  +  1  -'ο  0(η) 

/ί(χ)ί1χ<^^-/  β(χ)<1χ 
■’ο  0(1)  ο 


1ΪΠΊ  ί  ί(χ)άχ<  1ΪΓΠ  ίίϋλΐΑ  [  §(χ)<]χ=0 

0(1)  -'ο 

=>  _)  ί(χ)<1χ>0  =>  Ιίππ  1  ί(χ)<3χ  =  0 

Ο  η  Η >  °°  Ο 

=>  |  ί(χ)όχ=0 


η  — >  ο°  Ο 

Όμως  ί(χ)>0 


4X2 


<  >λ Ι>Κ/.  ||ΡΙΙ|  I  I ΧΟ-'  Α_θγΐ(ϊ|ΙΛ)ς 


Αφού  (’(χ)^Ο  ,  !'  συνεχής  στο  [Ο,!]  και 
|  Γ(χ)(1χ~0  =>  Γ(χ)  =  0  ,  για  κάθε  χε[0,1| 
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'Βατο)  ιιι>ιι  μια  συνεχής  συνάρτηση.  Να  δείξετε  άτι: 

Γ  ί(χ)  <3χ  <λ/«  [  Ι*(χ)<ίχ  ,  αβΚ+ 

0  ο 

Εφαρμογή :  0  <  ί  -ν/χ  ημχάχ<^^-  (ί) 

%  1 


Λύση 


[συνεχής 


ίΔ  -  συνεχής  =>  υπάρχει  ^  ^(χ)  άχ  ,  για  κάθε  α>0 

ο 


Γ?'(χ)^0  =>  =>  ύπαρχε  ι^α  Γ  ί2(χ)  άχ 

ο  ο 

ί- συνεχής  =>  ί+λ- συνεχής  ,  για  κάθε  λ£  Κ  =>  (ί(χ)+λ)2>0 

:■  |  (Γ(χ)  +  λ)2 <)χ> 0  =>  I”  ^(χ)  (1χ + 2λ ^ ί(χ)<1χ+λ2 1  άχ>0,  V  λε  Κ=> 


\ 

:)  άχ 

Λα 

ι2 

,  / 

0 

Μ 

ι 

ί2(χ)  θχ 

Εφαρμογή:  Γ(χ)  =  λ/χ" η μχ  Γ(χ)>0  ,  για  κάθε  χ£  [Ο,π] 
Για  α=π  ,  η  (1)  γράφεται: 


( >λοκλ)|ΐιιηπκη>,  Λογισμός 


ΑΗ  { 


^  ημχιΐχ 
0 

<  λ/  π  ί  χ  ημ2χ  άχ  =  >/ΪΓλ/ 

0  0 

I*  χημ^άχ^ 
0 

1  Γ1 

^  χ  (1  -  συν2χ)  άχ- 
λ  ο 

χημχ  όχ 


1 

2 


ν 

2 


Γ  χ συν2χ[ίχ-^-^- -~τ  ί  χ(ημ2^άχ  = 
Ο  1  ο  11  4  Λ 


1 

4  4 


Γχημ2χ]  -  Γ  ημ2χάχ  =χ  +  Τ  ί  ημ2χάχ  = 

Γ\  "θ  I  ^  ^  Γ« 


0  0 


Τ~  8 


Λρα  0  < 


|  Γ  (συν2^'  <1χ  =  ■ ~  1  [συν2χ]  ^  =  2 
<  [  Α/τΤημχοΙχ< 


4  8 

π  λ/ΪΓ 
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Έστω  Ο!  [Ο,α]  — >  [0,ϊ>]  μια  συνάρτηση  συνεχής  και  γνησίως  μ<> 

■α  Λ} 

.  Να  δείξετε  ότι:  I  υ(ί)<3ΐ+Ι  υ  '(ί)<ϋ=αΙ> 

*0  “’ο 


νοτονη 


ι, 

.'υ 


!  ·'.  Ο . 


ο  -  ^-Ρ) 


Λύση 

Θέτουμε  ιΓι(1)  =  φ  <=*  I  -  υ(φ)  =>  ψβ  υ  (φ) 
=>  ιΓ  \ί)  ά(:  =  I*  φ  υ'(φ)  τΐ ςρ  =  [φ  υ(φ)]  υ(φ)  <1φ 


0  0 


I  υ(1)άί  =  |  υ  Ι(ΐ)ά£  = 
ο  ο 


ο 

=  [φ  ιι(φ)]  α(φ)<1φ  +  |  υ(1)  ϋϋ=  αυ(α)  =  αό 
0  ο  ο 


0  ο 
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'  I  ί(  ίΧί!)  Ιι:[0,α]— μια  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  στο  [Ο,α]  και 
1  Γ*  ι*α  £(£) 

(1ι(χ)  -  Η(1))  άί  ,  β(χ)  =  |  Κ) 
ο 

1  Γα 

0 

χ€  (Ο,α] 


Γ(χ)  =  ν  Γ  Μ*)  -  **(*))  οι  ,  8(χ)  =  ί  ρρ  ΟΙ  ,  χ  €  (0 ,  α]  . 

χ*0  χ  1 

1  Γα 

Ν«  δείξετε  ότι:  —  1ΐ(1)  01=  ί(χ)  -  Γΐ(χ)  -  §(χ)  ,  για  κάθε 

(ϊ  •'λ 


Λυοη 

ι  γ" 

!(χ)-Ιι(χ)-—  Η(1)άί  ,  για  κάθε  χβ  (Ο,α] 

Υ  *  . 


Γ(χ)  =  1Γ(χ)  - 


ί  I  Γ* 


-  4  Γ  Η(ΐ) ^ + -  &οο 


X  ο 


1ι (χ)  χ  ~  Η(1)  άΐ 

ο 

χ2 


=>  Γ(χ)  =  1Γ(χ)  - 


Επειδή  η  ί  είναι  συνεχής  στο  (Ο,α]  και  £  -  παραγωγίσιμη  και 

]"  1ι(ΐ)  άί 


ί(χ)  Η(χ)  1 


-  >  Γ(χ)  =  ΙΓ(χ)  +  £'(χ)  =>  (ΐ(χ)  -  £(χ)  -  Η(χ))/  =  Ο  ,  για  κάθε  χε  (Ο,α] 

>  ϊ(χ)  -  β(χ)  “  &(χ)  -  0  (β^Κ.,  σταθερά)  ,  για  κάθε  χ^  (Ο,α] 

Για  χ-α  εχουμε  ί(α)-β(α)-Η(α)  =  ο  => 

-·>  Γ(α)  -  ε(α)  -  1ι(α)  =  γ  {  Η  (I)  όΐ 


0 


1  Γα 

Λρα  Γ(χ)  -  £(χ)  -  1ι(χ)  -  —  I  Η(ί)  άί  ,  για  κάθε  Χ€  (Ο,α] 

α  /τ 
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Έστω  ί:[0,1]— μια  συνεχής  συνάρτηση.  Ποιες  από  τις  παρακάτω 
συνεπαγωγές  είναι  αληθείς; 


1)  |  ί(χ)  0  Γ(χ)  =  0  ,  για  κάθε  Χ€  (0,1] 
0 


Γ1  Γ1 

2)  I  ί'2(χ)  <1χ=  0  ]  ί(χ)  <1χ=  0 

ο  ο 


Λΰση 

Η  προηη  πρόταση  δεν  είναι  αληθής 
Έστω  £:[Ό,1]-^Κ.  ,  με  ί(χ)  =  χ-^- 

1_ι  11 
2  2 χ 


1.  _1 
2  2 


=  ---  =  0 
Λ  ^ 


Έχουμε  |  ί(χ)άχ-|  [χ~\ 
ο  1 

Γ1  (  Λ 

Έχουμε  |  χ-^  (^χ-θ  και  όμως  ί(χ)  Φ  0 

Ί)1  ) 

Από  την  ανισότητα  0<ιιιο1ιγ-Βυηίίΐ^ο\νδ^ΐ  έχουμε 
|  ί(χ)  όχ  <  ν  |  ί2(χ)  όχ 


Αοα 


Γ  ί(χ)  άχ  <0  =>  [  ί(χ)όχ  =  0 

η 


ΘΕΜΑ 
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Έστω  Γ  μια  συνάρτηση  συνεχής  στο  ί(χ)>0  για  κάθε 


4Κ6 


:>ζ  Λονκτίΐο 


χε  [α,1>] 


2> 

,ί>]  και 


Γ(χ)  0Χ- 0  .  Να  δείξετε  άτι.  01  — 1> . 


Λίίση 

Έστιυ  Ρ  μια  αρχική  συνάρτηση  της  ί  στο  [α,β]. 

Έχουμε  ]  ί(χ)  άχ  =  Ρ(Ρ)  -  Ρ(α)  =  0  και  Ρ'(χ)  =  ί(χ)  >  0 

α 

Αιρου  Ρ'(χ)  >0  =>  η  Ρ  είναι  γν.  αυξουσα  => 

=>  η  Ρ  είναι  'Ί-Γ’  =>  Ρ(α)  =  Ρ(6)  =>  α  =  6 


ΘΕΜΑ 
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Να  δείξετε  ότι  αν  0<γ<χ,  τότε  ισχύει  η  σχε'ση: 


Χ  +  ?  X- Υ 

2  1πχ-1ηγ 


Λύση 


Για  κάθε  1>1  έχουμε 


ί ν’  ίΐ£  >  Γ4  2όί 

ι  2ί  >  ·*τ  (1+1)2 


(1  + 1)' 

I  βάΐ 


ι  0  +  ϊΥ 


Γ  όί 

Ρστω  I  -  - τ  Θέτουμε  1+ί=ζ  ϋΙ  =  άζ  => 

1  (1  +1)2 

Χ-Ι-ν  X  4-  Υ  X  +  Υ 

=>  ’=Γ5·Ι’ 


2  Ζ  2 


X  Ί'Υ 


ί/Λ 


Ολοκληριυπκύί,  Λογισμός 


ΊΚ7 


χ  -I-  υ  2γ  _  χ  γ 
2(χ  -ι-  χ)  2(χ  -ι-  χ) 


Αρα 


1  Γν" 

2  λ  Ι 


(Μ 

(ΐ  +  ΐ)2 


=> 


1 

2 


χ-γ 

2(χ  +  Υ) 


=> 


2  Υ  χ  +  γ 


Ιηχ-Ιην  χ-ν 

=>  ~ — -> - 

2  χ  +  γ 


Χ+Υ>  χ~ V 
2  1ηχ-1ηγ 
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Έστω  £[0,1] — >Κ.  μια  συνάρτηση  συνεχής  και  Ρ:Κ— >Κ.  ένα  πολικό 
νυμο  τέτοιο,  ώστε  Ρ(0)=0  και  ί(χ)άχ=Ρ(1)  .  Να  δείξετε  άτι, 

υπάρχει  Χο<Ξ  (0,1)  τέτοιο,  ώστε  ί(χο)  =  Ρ'ίχβ) 

Λύση 

Έστω  η  συνάρτηση  Ρ:[0,1]->Κ  με  Ρ(χ)=  Γ  ί(χ)  άχ- Ρ(χ) 

0 

Επειδή  η  Ρ  είναι  συνεχής  στο  (α,Ι]  και  παραγωγίσιμη  στο  [α,ί|,  με 
Ρ(0)  =  Ρ(1)  =  0,  βάσει  του  θ.  Κοίΐε  υπάρχει  χοσ(Ο,Ι)  τέτοιο,  ώστε 
Ρ/(χ0)  =  0  δηλαδή  ί(χ0)  -  Ρ'(Χο)  =  0  <=>  Ρ'(χ0)  =  ί(χ0) 


ΘΕΜΑ 
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Να  δείξετε  ότι  αν  οι  συναρτήσεις  ί  και  ξ  είναι  συνεχείς  στο 

Λ  Λ 

τότε  η  εξίσωση:  Γ(χ)  8(χ)άχ=β(χ)  ί(χ)  άχ  έχει  τουλάχε 

^  ν 

χ  α 

στον  μια  ρίζα  στο  (α,&). 


ΑΗΗ 


Ολοκληρωτικός  _Λ _ο γΐ(  η  ιός 


Λύση 

ϊίοτω  Π:|α,ό|— >Κ  με  Η(χ)=  Γ  ί(χ)  άχ  Γ  β(χ)  άχ 

α  5 

ΙΊ'(χ)  =  Γ(χ)  [  β(χ)ϋχ  +  β(χ)|  ί(χ)<1χ 

(I 

Ι-Ι(α)  -  Η(1>)  -  0  και  η  II  είναι  συνεχής  στο  [α,δ]  και  παραγιό- 

γίσιμη  στο  (ιχ,Ι^),  οπότε  βάσει  του  0.  Κοίΐο  υπάρχει  0£(α>6)  τέτοιο, 
(ΐ'κττι*  Η  (ο)  =  0,  δηλαδή 

ϊ(<·θ{  ϋ(χ)  11Χ-+-  8(ο)  /  ί(χ)  <1χ  =  0  => 

Ι>  α 

>  Γ(ο)  |  β(χ)ίΙχ=8(ο)|  ί(χ)άχ 

ο  α 
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Να  δείξετε  ότι  αν  οι  ί  και  §  είναι  συνεχείς  στο  [α,ϊ>]  και 
»  Λ 

I  ί(χ)<|χ=|  §(χ)  άχ  τότε  υπάρχει  ΟΕ  [ϋψ]  τέτοιο,  ώστε 

ιι  α 

1(0— β(ο)  - 
Λύση 

Λπο  το  Οικόρημα  με'σης  τιμής  του  ολοκληρωτικού  λογισμού  εχουμε 
0  -:]  ( Γ(χ) - 8(χ)) <3χ  =  [Γ(ο)  - §(<:)]  (I) -  α)  ,  οε[α,1>] 

ί< 

Λρα  ί(ο)-^(ο)  =  0  υπάρχει  [α,δ]  τέτοιο,  ώστε  ί(ε)  =  μ(ο). 


()λιι«λΐ|(_ιιηιΐ/ΐιιι,  Λογι<ΐ|Κ>; 


·1Η<) 


ΘΕΜΑ 
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Αν  η  Γ:[α,1>]— >Κ+  (0<α<1> ,  οφεΚ)  είναι  συνεχής  και.  παραγωγίοιμη 
στο  [«,*>]  και  Γ(χ)  <0,  για  κάθε  ΧΕ  [οψ]  ,  τότε  ισχύει  η  σχέση: 


Γ(1)  άί  +  V  ί(1)  άί  <  2 


χ-ι-γ 


ΐ(ί)  άί , 


για  κάθε  ΧΕ  [οφ] 

Λύση 


Έστω  1ι : [ιχΈ] — >1^ η  »  με  Ιι(χ)  =  (£θΡ)(χ)  ,  όπου  » 

£(υ )=>/ΐΓ  και  Ρ:[α,ό]'-^Κ+  με  Ρ(χ)  =  |*  Γ(ι)  άί  είναι  μια  αρχική  συ- 

α 

νάρτηση  της  ιρ  στο  [α,ό].  (Η  Ρ  υπάρχει  διότι  η  ί  είναι  συνεχής  στο 
(“>&]) 

Ρ'(χ)  -  ί(χ)  ,  για  κάθε  ΧΕ[α,β]  και  Ρ~(χ)  =  Γ(χ)  <  0 
Άρα  η  Ρ  είναι  κυρτή  στο  [α,ό). 

Η  £  είναι  παραγωγίσιμη  στο  (0,°°)  και  £'(υ)  =  — τ=>0  οπότε  η  μ 

2  \υ 

είναι  γν.  αύξουσα  στο 

1 

Επίσης  β"(υ)  = - τ^~<0  οπότε  η  §είναι  μη  κυρτή  στο  (0,<χ>). 

4  \ιΓ 

Επειδή  η  §  είναι  μη  κυρτή  και  αυξουσα  προκύπτει  ότι  η  £οΡ  είναι 
μη  κυρτή  και  εχουμε 


Η(χ)  +  1ι(γ)  <  21ι  ί Έ 

V  ) 


|  ί(ΐ)<ΐι 


Ρ —  Λίψ 

ί(ΐ)£ί(2  2  V  Ι({)  <]( 
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Να  βρεθούν  οι  συνεχείς  συναρτήσεις  ίί  [0,1]  — που  πληρούν  τη 

γ'  1  Γ1 

ιιχιίίΐη:  ^  X  ί(χ)  (3χ>  ^  >  ^  ί2(χ)  (1χ 


Λΰση 

' I ·χ< νι>μ ΐ  |χ  —  ί(χ)]2  >  0  =>  χ2  -  2χ ί(χ)  +  ί2(χ)  >  0 


>  χ  Γ(χ)  < 


Χ  +/(Χ^  =>  /χί(χ)ς!χ</ γ  άχ  +  ^·  /  ^(χ)  ςΐχ 
2  *0  ο  2  2  ο 


Α  Γ  3Ί1  1  1 

>  ]  χ  ί(χ)ιΙχ<  “  +  ί2(χ)ί3χ 


(I 

.1 


61)  2 -ο 
1112  1 


..>  |χΓ(χ)ϋχ<^+23-6-3 

Γ1  1  Γ1  1 

Όμως  ]  χί(χ)όχ>^  οπότε  ]  χί(χ)όχ  =  ^ 


Έχουμε  χί(χ)<γ  +  ^γ^  =>  |  χί(χ)(3χ^}  γάχ+|  ^γ^-όχ 


.1  <2/ 


0 


0 


11  ί 

'  *  3  -  6  +  2 


Γ  ^(χ)  άχ  =>  }  12(χ)(1χ>^- 
0  ο  3 

Όμως  [  ί2(χ)όχ<4  οπότε  ί  ί2(χ)όχ  =  ~ 

Ο  3  0  3 


Λρα  |  χί(χ)όχ~| 


1  X2  Η-  ί2  (χ) 


άχ  ή  |  [χ-  ί(χ)]2  όχ  =  0 


ο  (1  Ό 

2 

Λφυυ  η  ί  είναι  συνεχής  στο  [0,1]  =>  (χ-ί(χ))  =  0  => 

->  ί(χ)  =  χ  ,  για  κάθε  Χ€[0,1]> 


( )λ<»ιληρπ>ηκο^  Λογισμός 


4<>\ 


ΘΕΜΑ 
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Έστω  Ρ={β[0,1]— >[0>2]  ,  ί  συνεχής,  ί  ί(χ)(1χ=1}  .  Να 

Ο 

δείξετε  ότι  αν  ίί^Ρ  ,  τότε  η  ί  είναι  σταθερή. 

Λΰση 


Λ  Λ 

Είναι  ]  ί(χ)όχ=1  και  ]  ί2(χ)όχ=1 


|  [£(χ) -  I]2  ι!χ  =  |  ί2(χ)άχ-2|  ί(χ)άχ  +  |  όχ  =1-2+1  = 

ο  ..... 


.1 

ο 


Ο 


Αρα  |  (ί(χ)  -  I)2  ϋχ=  Ο 


Όμιος  η  ί  είναι  συνεχής  και  [£(χ)  - 1]2  >  0  , 
οπότε  Γ(χ)  - 1  =  0  και  Γ(χ)  =  1  . 
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Να  βρεθούν  οι  συνεχείς  συναρτήσεις  ί:  [0,~]  -Λ  με  ί(χ)>0. 
για  κάθε  Χ6Ξ  [0>+οο)Ι  που  πληρούν  χη  αχέση: 

2χΓ  ί(υ)  ύιι=ί(χ)  ,  για  κάθε  Χ>0  . 

0 

Λΰση 


Έχουμε 


ί 


ί(υ)  όυ  = 


Μ 

2χ 


ί(χ)  =  2χΓ«^2Μ  ^ 

4)Τ 


4<>2 


( )λοχληρωτιχ<>ς  Λογισμός 


>  4χ2Γ(χ)  +  2ΐ(χ)  =  2χΓ(χ)  =»  ^  =  — χ+  ^  ,  χ>() 

>  -  —  -  2χ  -  —  =  0  ,  χ  >  0  =>  (1η  ί(χ)  -  χ2  -  1  ηχ)'  =  0 

Ι(χ)  χ 

'Λ 

>  I η  Γ(χ)  —  χ  -1ηχ=0£Κ  ,  ο  σταθερός  => 

>  Ιη  Γ(χ)  =  Ιηχ+  χ2  +  ο  =>  ί(χ)  -  β,πχ'Ηχ => 

12 

>  ί(χ)  =  ο  ·&λ  ·ε€-αχβχ  ,  όπου  α  —  >  0 

2 

Λρα  ί(χ)  =  αχ 6Χ  ,  χ  >  0 
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Να  βρείτε  όλες  τις  συνεχείς  συναρτήσεις  ί:Κ+ — >Κ  που  πληρούν  τη 

σχέση:  (1)  |ημ£(ί)|  άί=|  |συνί(ί)|  άί  9  χ>0 

ο  ο 

Λύση 

ΓΙαραγωγίζουμε  την  (1)  και  έχουμε 

(2)  |  η  μ  1(χ)  |  =  |  συν  ί(χ)  |  ,  για  κάθε  χ  >  0 


Όμως  |συνί(χ)|  ^0  ,  διότι  αν  συνί(χ)  =  0  ,  τότε  ημί(χ) 

|ημί(*)1 


=  ο. 


11  (2)  γράφεται 


συνί(χ)  | 


=  1  ή  |  εφ  (ί(χ))|  =  1  ή 


π 


ή  1(χ)  =  1ατ±^  ,  1ί<Ε  Ζ 
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Ίίστω  (X)  1)6  Κ  με  01<Ιΐ  και  1  μια  συνεχής  συνάρτηση  στο 


Ολοκληρωτικός  Λογισμός 


493 


που  πληρι  ί  τη  οχιίση:  Γ  ((λ  +  I)  —  X)  =  —  £(χ)  ,  για  κάθε  ΧΕ  [(Χ,Ι)] 

. 

(ί)  Να  υπολογιστεί  το  ολοκλήρωμα  ι(χ)  αχ 

α 

(ϋ)  Χρησιμοποιώντας  την  (ΐ)  να  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα: 

Γ  αυνΖρ+1  X  άχ  ,  όπου  ρβΝ  . 
ο 

Λύση 

(ϊ)  Θέτουμε  α  +  β-γ  =  χ  =>  όχ  =  -όγ 
|  ί(χ)όχ  =  ]Χ  ί  (α  4-β-γ)  (-<1γ)  =  |  ϊ(α  +  ό-γ)άγ  = 


α 


α 


Λ 

=  ]  -  Γ(γ)ί1ν  =  -]  ί(χ)<Ιχ 

α  α 

Άρα  2^  £(χ)όχ  =  0  και  |  £(χ)όχ  =  0 


α 


α 


(ίΐ)  Έστω  £(χ)  =  συν2^1" 1  χ  ,  ρε  Ν 
Η  £  είναι  συνεχής  στο  [Ο,π],  οπότε  είναι 

Γ  (0  +  π  -  χ)  =  σ·υτ?ρ+ ]  (π  -  χ)  -  (-  συνχ)2ρΗ' 1  =  -  συν21^ 1  χ  =  -  ί(χ) 
Αρα  για  χ€  [Ο,π]  είναι  ί(ϋ  +  π-χ)  =  -£(χ),  οπότε  λόγω  της  (ΐ)  είναι 

Γ  συν2ρ+1χόχ-0  ,  για  κάθε  ρ€  Ν  . 


ΘΕΜΑ 


Έστω  [α,1>] -Θϋ+  ,  £  συνεχής  στο  [α,1>]  ,  Γ  μια  αρχική  της 
£και  ί(χ)<£(χ),  για  κάθε  ΧΕ  [(Χ,Ι)]  .  Αν  υπάρχουν  Χι,Χ2Ε 


404 


( )λοκλΐ|ρ(οηκος  Λογισμός 


τέτοιοι,  ώστε 


,  Γ(Χι)-Γ(χ2) 


Ι>-  α 


>  81ΐρ  β(χ)  τότε  η  ξ  είναι  σταθερή, 
χε  [α,  &] 


Λύση 

Έιττο)  Ο  μια  αρχική  της  8-  Τότε  είναι  (0-Ρ)'=  §-ί  £  0  .  Άρα  η  (Ο-Ρ) 
είναι  αυξουσα. 

Κίναι,  0(1-))  -  Ρ(Η)  >  0(α)-Ρ(α),  οπότε 


(;<1))~0(α)  >Ρ(5)-Ρ(α) 


1  Ε(χ) 


1>  -  α 


1>  -  α 


ό  -  α 


Ρ(Ρ)  -  Ρ(α) 
13  -  α 


Γ  >  0  =£  η  Ρ  είναι  αυξουσα 
χ,γ<:  [«,!)].  Αρα  έχουμε 

Ρ(Ι>)  -  Ρ(«)  Ρ(χΑ  -  Ρ(*2)  ^  _ 


7  - 8υρ  β(χ) 

^  ~  Ο-  I)  —  α  χ£[α,ΐί) 


Ρ(ό)-Ρ(α)  >  Ρ(χ)-Ρ(γ)  όπου 


Ρότα)  Μ’  =  πυρ  £(χ)  .  Τότε  είναι 

Χ€{θ,Η] 


{. 


Μ  £ 


8(χ)  όχ 


ό  -  α 


^Ρ(»)-Ρ(α),Μ 

ό  -  α 


Αρα  |  ^(χ)όχ-|  Μ  =>  |  [§(χ)”Μ]όχ=0 

«·<  α  α 

ΡπειΛή  (#-Μ)  είναι  συνεχής  και  (β-Μ)  <  0 
μ(χ)  =  Μ  ,  για  κάθε  Χ6[α,5]. 


ΘΕΜΑ 
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Λν  0  <  Χ|  <  Χ2  και  Γ :  ,  Χ^]  —>  Κη-  είναι  παραγωγίσιμη  στο 

|  Χ|  ?  Χ2]  και  πληρεί  τη  σχέση: 


Ολοκληρωτικό·,  Λογισμός 


4Μ.*ΐ 


0  0 

όπου  ν>1,  ΧΕ  Ν  ,  να  δείξετε  ότι  υπάρχει  ξε  (Χι,Χϊ)  τέτοιο, 
ώστε  (ν-Ι)ί(ξ)  =  |Γ(|). 


Λύση 

Έστω  Ρ:[0,<χ>]->Κ  με  ρ(χ)  =  ^ΖτΓ Γ(1) (3ί  — 

Η  Ρ  είναι  συνεχής  στο  [χ1  ,  χ2]  και  παραγωγίσιμη  στο  (χ, ,  χ2)  >  ενιό 
Ρ(χ1)  =  Ρ(χ2)  (λόγω  της  (1)).  Άρα  μπορούμε  να  εφαρμόσουμε  το 
θεώρημα  ΚοΙΙε  στο  [χΑ ,  . 

Συνεπώς  υπάρχει  ξΕ  (χ1>χ2)  τέτοιο,  ώστε  Ρ'(ξ)  =  0. 

Όμως  Ρ'(χ)  =  (ν  ~  1}  '  ?Χ)  - Κ- - '  Γ(χ)  /  Γ«)  4ί  +  χ*  ' 1 1  -  χ* - 1  = 

ί  00  0 

=  7277  Κν “  *>  ί(χ)  (100  -χ ί'(χ)]  Γ  ί(0  ^ 

Γ(χ)  •'ο 

Όμως  Γ(χ)  >  0  ,για  κάθε  χ  >  0  =>  (ν-1)ί(ξ)-ξΓ(ξ)  =  0 

(ν-1)£(ξ)  =  |Γ(ξ)  ,  ξε  (χ,  ,^) 
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Έστω  οι  συναρτήσεις  Γ,§:  [α,5]— >Π+  είναι  συνεχείς  και 

§(χ)*ο,  για  κάθε  ΧΕ  [α,β]  τότε  υπάρχει  ξ€  [α,1>]  τέτοιος, 
ώοτε: 


8(1)  ί>ν-«ν·' 


4% 


( )λοκληρωακός  Λογισμός 


Λύση 

ν 

χ 

Ιίοτ.π)  <ρ:|α,Ιη|— ■ >Κ  με  φ(χ)  =  Ρ(χ)-λ  — 

Ιίπειόή  οι  I  και  μ  είναι  συνεχείς  στο  [α,ϋ]  και  £(χ)  Φ  0,  για  κάθε 
χ<  |α,1>|  προκύπτει  ότι  η  1ι/§  είναι  συνεχής  στο  [α,ό],  οπότε  υπάρχει 

ί*  ί(ΐ) 

μια  αρχική  συνάρτηση  Ρ  της  {/§  με  Ρ(χ)  -\  - άί  .  Η  Ρ  είναι 

α  £(0 

συνεχής  και  παραγωγίσιμη  στο  [α,θ]. 

V  V 

Ηχουμι:  ιρ(α)  =  Ρ(α)  -  λ  —  =  -  λ  “■  και 

ίρ(Η)  =  ί*  —  εΐΐ-λ  — 

^8(0  ν 

II  <ρ  είναι  συνεχής  στο  [α,ό]  και  παραγωγίσιμη  στο  (α,β).  Θα 
προσδιορίσουμε  το  λ  έτσι,  ώστε  να  ισχϋουν  οι  προϋποθέσεις  του 
Οπορήματος  ΙΙοΙΙβ 


<ρ(α)  =  <ρ(1ι)  =>  -λ 


ν 


V  Λ 


Μ 

σ  8(0 


<1( 


>  λ_ 

8(0 


άι 


ρ  \ 

Όταν  λ  =  — -  — ~άι  ,  βάσει  του  θ.  Κ.ο11ο  ξΕ(α,ϋ)  τέτοιο,  ώ- 

Ι'  -  αν  ■’ο  8(0 

σπ'  φ'(ξ)  =0  ,  δηλαδή 

Ι(!ί.)  ...ν-!  νξν~Υί(0 

,·.(!;)  ^  ~  1ιν  -  αν  ο  8(0 


Θεωρούμε  το  πολυαίνυμο  Ρ(Χ)€Κ[Χ]  με  βαθμ.  Ρ(χ)>2.  Αν 
I*  (χ)>0  και  Ρ(0)  =  0,  Ρ(1)  =  1  να  δείξετε  ότι: 


( )λοκλ)|(Μΐΐπκ<κ,  Λογισμός 


407 


ΓΙ 

1<]  ΙΡ'(χ)  +  χ  Ρ(χ)]  άχ  <  >/β 


Λύση 

Η  Ρ  και  η  Ρ'  είναι  συνεχείς  οπότε  είναι  ολοκληρώσιμες  στο  ΙΕ  Άρα 
η  (Ρ'+χΡ)  είναι  ολοκληρώσιμη  στο  Π,  άρα  και  στο  [0,1]- 

Είναι  Ρ'(χ)  +  χ  Ρ(χ)  =  β~ χ1/ι  [βΛ  Ρ(χ) 

οπότε  |  [Ρ'(χ)  +  χΡ(χ)]  άχ  =  |  &~χ/ι  ζ/ι  Ρ(χ)1  άχ=Ι 

Λ  Λ  I—  “I 


1  .  χ2 


Αφού  χε  [0,1]  =>  -  ^  <  -  ~  <  0  =>  €~  /2  <  ο  */2  <  6°  => 


=»  -η=  <  ε~  ’/2  <  1 


Όμως  Ρ'(χ)>0,  οπότε  η  Ρ  είναι  γν.  αυξουσα. 

Επειδή  Ρ(0)  =  0  =*  Ρ(χ)>0  ,  V  χε  [0,1] 

Άρα  χΡ(χ)  +  Ρ'(χ)  >  0  [V72  Ρ(χ)^  >0 

Έχουμε  [V72  Ρ(χ)^  άχ<|  ^ [6^  Ρ(χ)  ^Χ-Ι  [€*^Ρ(χ)] 


Αρα  Ρ(1)  -  Ρ(0)1  <  I  <  ο'/!  Ρ(1)  -  Ρ(0) 

νο  I  ^ 


<1<νε~  =>  1<|  [  Ρ'(χ)  +  χΡ(χ)|  όχ< >/© 


ΘΕΜΑ 
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Να  βρεθούν  όλες  οι  συνεχείς  συναρτήσεις  Γ:[0,1]-αΚ  με  την  ιδιό- 


ί(χ)  <1χ=  1  + 1  ί'2(χ2)  (1χ 


τητα;  ϊ(χ) 
0 


( )λοκληρ<οτικός  Λογισμός 


Λΰ(τη 

Βέτουμι:  χ-ί2  οπότε  άχ  =  2ΐϋ(:  και  έχουμε: 

|  Γ(χ)ιΙχ  =  |  ΐ(12)  21  ς|1  =  2 1  χΐ(χ2)όχ 
ο  ο  'ώ 

Η  (!)  γράφεται: 

|  ί2(χ2)  όχ  -  2  |  χ  ί(χ2)  ς1χ+{  Χ2όχ=0  ή 
ο  ο  α 

.1 

]  Γί2(χ2)  -  2χ  ί(χ2)  +  χ2  άχ=0  ή 

{  Λ'(χ2)-χ|  £ΐχ=0 

/  2  ά* 

Ί_-στυι  β(χ)  =  [Γ(χ  )-χ)  ·  Η  §  είναι  συνεχής  στο  [0,1]  και 
μ(χ)£(),  για  κάθε  χσ  [0,1] 

οπότε  είναι.  §(χ)  =  0  ή  ί(χ2)=χ  (1),  για  κάθε  χβ  [0,1] 

Για  χ2  =  χ  η  (1)  γράφεται  ί(γ)  = 

Λρα  οι  ζητούμενες  συναρτήσεις  είναι  ί(χ)  =  ^Γ 


ΘΕΜΑ 
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Ήοτω  η  συνάρτηση  ίί  [<χ>β]  — ολοκληρώσιμη  στο  Κ,  με  την  ιδιό- 
τητα  ((χ)  (1χ>  0  .  Να  δείξετε  ότι  για  κάθε  X  >  (1>  —  (λ)  * 

V 

α 

Γ** 

υπάρχει,  ξ  6  ((X  >  I))  τέτοιο,  ώστε  ί(ξ)  ^  ^  ]  1(χ)  Λχ. 


Ολοκληρωτικής  ΛογισμΟι 


4ι)<> 


Αΰ<τη 

ί" 

Υποθέτουμε  όχι  για  κάθε  ξΕ  (α,β)  είναι  ί(ξ)>ο|  ί(χ)  ϋχ 


α 


Αρα  {  ί(|)<1ξδ}  ί(χ)|  οάξ 


α 


α  α 


Γ  ί(ξ)  όξ  >  ο  (β  -  α)  |  ί(χ)  άχ  >  [  ί(χ)  άχ  (αφοΰ  ο  >  — ~ —  ) 
Λ  «  α 

Αρα  ^  Γ(χ)άχ>|  ί(χ)  όχ  (άτοπο) 

α  α 

Συνεπώς  υπάρχει  ξθ(α,1>)  τέτοιο,  ώστε 

γ” 

ί(ξ)<χ]  ί(χ)<Ιχ 
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Έστω  £[-1,1]->Κ  μια  παραγωγίαιμη  στο  [-1,1]  ,  με  Γ  ατίξουσα. 

1  Γ1 

Να  δείξετε  ότι:  χ  ί(χ)  άχ<  Ρ(-  1)  +  ί  '(1) 

1  -1 

Αΰση 

Για  χε[-1>1],  υπάρχει  οχε[-1,χ]  τέτοιος,  ώστε 
ί(χ)-ί(-1)  =  (χ  +  1)Γ(θχ) 

Όμως  Γ(οχ)  <  ΐ'(1)  διότι  η  Γ  είναι  αύξουσα 
Αρα  είναι  ί(χ)  -  ΐ(- 1)  <  Γ(ί)  (χ  +  1)  ή 

I  [ί(χ)-ί(-1)]ι1χ<|  Γ(1)  (χ+  1)  <3χ  ή 

-1  -1 

{  ί(χ)  ιΐχ  -  2  Γ(- 1)  <  ί'(1) 

-  I 


(χ  + 1)2 
2 


ή 


Γ  Γ(χ)ϋχ2  2ί(-  1)  +  ί4  -  θ)ί'(1)  ή 

;·*  ν  ) 

}  Γ(χ)  <1χ<  2ί(- 1)  +  2Γ(1)  ή 

-  I 

I  Γ1 

λ  I  ί(χ)ί(χ<ί(-ΐ)  +  αΐ) 
ζ  - 1 

ΘΕΜΑ  179 

Έστω  ί·  [οκ>1>]  — >Κ  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  στο  [«Μ  ,  με  Γ'<0.  Να 
δείξετε  ότι: 

Γ(α)  -  ί  ^χ)  <*χ“  (*>  -  «) *(«)  ^  Γ(»>) 

α  ^ 

Λύση 

Έοτω  Ρ(χ)  =  |*  £(ί)  <1 1  -  (χ  -  α)  ί(α)  -  -*  ~α)  ■  Γ(«) 

α  ^ 

Είναι  Ρ'(χ )  =  ί(χ)  -  ί(α)  -  ΐ'(α)  -  ί(χ)  -  ί(α)  -  (χ  -  α)  ί'(α) 

Ρ"(χ)  =  Γ(χ)  -  Γ(α) 

Αφού  ί"(χ)  <  0  ,  για  κάθε  Χ€  [α,6]  η  Γ  είναι  φθίνουσα  στο  [α,6), 

οπότε  ί'(χ)  <  ί'(α)  και  ί'(χ)  -  Γ(α)  <  0  » 

άρα  Ρ"(χ)<0  οπότε  Ρ'  φθίνονσα  στο  [α,Β),  με  Ρ'(α)  =  0. 

Αρα  Ρ'(χ)<0  και  η  Ρ  είναι  φθίνουσα, 
οπότε  Ρ(β)  <  Ρ(α)  =  0  και  Ρ(δ)  <  0 

Άρα  |  ί(χ)  όχ  -  (β  -  α)  ί(α)  <  ~  ^  ·  ί'(α) 

α  *" 

Όμοια  εργαζόμαστε  και  για  τη  δεύτερη  ισότητα.  Θεωρούμε  τώρα  τη 
συνάρτηση 


Ολοκληρωτικός  Λογισμός  Μ)Ι 

Ο  (χ)  =  |  Γ(1)  (Ιι  -  (χ  -«)  Ι(α)  -  -  Γ(Ι>) 

14  ^ 

και  δείχνουμε  ότι  η  Ο  είναι  αύξουσα. 
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Έστω  η  συνεχής  συνάρτηση  ί:Κ — >Κ.  .  Να  δείξετε  ότι  αν  ισχυπ  η 
ανισότητα: 


0< 


γ 

ί'(1)  (31  <  (χ  - 1)  ϊ(1)  <31  (ΐ), 
0  ο 


τότε  ί(χ)=0  για  κάθε  Χ<=  Κ- 

Λύση 

"Εστω  Ρ(χ)=|Χ[(1-χ)ί(ί)  +  (ί(ΐ:)]όί<0  (λόγω  της  (])) 

ο 

Υποθέτουμε  ότι χ>0.  Τότε  Ρ(χ)  <  Ρ(0),  η  Ρ  είναι  ιρθίνουσα στο  (Ο»©*»), 

δηλαδή  Κ(χ)  <  0  δηλαδή  Ρ'(χ)  =  ί(χ)  <  0  ή  ί(ΐ)άί<0  . 

ο 

Όμως  από  την  (!)  είναι  ί  ί(ί)  όί>0 

0 

και  συνεπούς  ί  Γ(1)  άί  =  0 

ο 


Όμως  η  ί  είναι  συνεχής  στο  Κ.  και  ί(χ)  <  0,  για  κάθε  χ€(0,«>), 
οπότε  ί(χ)  =0,  για  κάθε  χξ  (0,°ο). 


Όμοια  εργαζόμαστε  και  για  χ<0. 


( )λ<  »κλΐ|^><ι>ιικόζ^ογισμ^ 


ΘΕΜΑ 
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Να  βρεθούν  οι  συνεχείς  συναρτήσεις  <:[0,οο]-»Λ  που  πληρούν  τη 


οχύση: 


(/)  συν  ί(1)  (11  =  —  — ■ ,  για  κάθε  ΧΕ  [ΟΗ 

•’ο  1  +  χ 


Λύση 

Παραγωγίζουμε  την  (1)  και  είναι 

ΙΛ  ^  1 

]  ί(0^1  =  77“  — 2  και έχουμε 
«  (1+χ) 

7  ]  ι 

\  ΚΟ  <31  =— — 7  Ο) 
η  I  (1+χ) 

Ιίπίοης  είναι 

(χ  λ 

Ι"!(.)  .Τ.,ν2  ί(0<1ι  =-^-2ί2(χ)  (3) 

()  ^  (1+χ) 

Προσθέτουμε  κατά  μέλη  τις  (2)  και  (3)  και  βρίσκουμε 


Γ  (χ)  - — — — 2 
(1·ι-χ)2 


άχ)+— 


(χ  +  1) 


/ 

Γ'(Χ)  I  - - 2  ='■■  4  Ί 

1  (I  +χ)2  (χ  +  1)4 


Γ(χ) 


χ2  +  2χ  +  1  -  χ2 
(χ  +  I)2 


(χ+1)“ 


,α,  ,  2χ  +  1  1 

Ι  (χ) - *  = - τ  η 

(χ+1)2  (χ+1)4 

Λ,  Λ  .  (Χ+  I)2  - 

(0  ■  4  η 

(χ  +  I)4  (2χ+  1) 


Γ-(χ)  - 


(χ  +  I)2  (2χ  +  1) 


και 


503 


Ολοκληρωτικές  Λογισμές 


Γ(χ)  = 


I 

(χ  +  1 )  λ/2χ  +  I ' 


χ>() 
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Να  βρεθούν  οι  συνεχείς  συναρτήσεις  β[ΐΗ->κ  τέτοιες,  ώστε 


ΐ 


0)  |  ί(ί)  άί=  ]  ί  ί(ί)  άί ,  Χ€  [1Η 

χ  1 


Λύση 

Παραγιογίζουμε  την  (1)  και  έχουμε 
2χ  ί'(χ2)  -  ί(χ)  =  χ  ί(χ)  ή  2χ  ("(χ2)  =  (χ  +  1 )  Γ(χ) 


Θέτουμε 


χ-  1 
χ  Ιπχ 


β(χ)  ,  χ€(Ί,“)  και  είναι 


2Χ2  1πχ(χ  -π  1)  ί(χ) 

2  χ'ΐπ^Κχ2)  2χ 

β(χ  )  =  — ~ - —  = - 

χ2  -  1  (χ  -  1)  (χ  + 1) 


χ  1πχ(χ-Η  1)  ί(χ) 
(χ-1)(χ  +  1) 


χ  1πχί(χ)  ,  . 

- - —  =  8(χ) 


Αρα  β(χ)  =  1ί,  για  κάθε  χ€(1,«») 
Αρα  οι  ζητούμενες  συναρτήσεις  είναι: 

ί  Μχ-1) 


504 


( )λ<  η(ληΐΗ»τικός  Λογισμός 
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Ί’,οτω  ίΐ  μια  συνάρτηση  μονότονη.  Να  δείξετε  ότι  για  κάθε 

α(Ξ  Κ ,  είναι:  {  χ  ί'(Γ(χ))  άχ>  0 

-  α 


Λύση 

Παρατηρούμε  ότι  ιοί  είναι  αύξουσα,  οπότε  είναι 
(χ  -  γ)  I  ίί(χ))  -  ί(%))]  >  0  ,  χ,γβ  [-α,α] 
χ  Γ(Γ(χ))  -ι-  γ  ί(ί(γ))  >  γ  Γ(ί(χ))  +  χ  ί(ί(γ))  οπότε 

I  χ  ί(ί(χ))ι1χ  +  |  γί(ί(γ))όχ>|α  γ(ί(ί(χ))όχ  +  {  χί(ί(γ))ύχ 


-  α 


-  α 


-  α 


-α 


|  χ  ί(Γ(χ) )  όχ 4-  2αγ ί(ί(γ))  >  Υ  }  1(ί'(χ))  όχ 


α 


/  [\  χί(ΐ(χ))ί]χ  (17+20^  γ  Γ(ί(γ))(1γ>|  (γ[  ί(ί(χ))άχ 


-  <ι  ^  ^  -  α 

2οι  χ  Γ(Γ(χ))  (1χ  +  2α  |  γ  ί(ί(γ))  άγ  >  Ο  ή 


-  α  ^  -  α 


άγ 


) 


- (I 


α 


4α  |  χ  Γ(Γ(χ))  <3χ >  Ο  ή  ]**  χ  Γ(£(χ) )  όχ>  Ο  ,  α>0 


-  α 
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Λν  η  I  είναι  μια  περιττή  συνάρτηση,  να  υπολογιστούν  τα  ολοκληρώ- 

ικίτιι:  η  =  (  Γ(χ)  συν  νχάχ  .  Ι2  =  |  ί(χ)  ημ  νχάχ 


-  π 


—  π 


( Ιληκληρωηκός  Λογισμός 

Λύση 


505 


Η  Γ  είναι  περιττή  και  η  συνάρτηση  συν  νχ  είναι  άρτια,  οπότε  η 
((χ)  συννχ  είναι  μια  περιττή  συνάρτηση. 

Συνεπώς  ί(χ)  συν  νχάχ  =  0 

—  η 

Η  ί  είναι  περιττή  και  η  συνάρτηση  ημνχ  είναι  περιττή,  οπότε  η 
£(χ)  ημνχ  είναι  μια  άρτια  συνάρτηση. 

Άρα  £(χ)ημ  νχάχ 

ο 


ΘΕΜΑ 


Έστω  μια  συνάρτηση  που  έχει  μια  αρχική  που  δεν  είναι 

”1-Γ\  Να  δείξετε  ότι  η  ϊ  μηδενίζεται  τουλάχιστον  σε  ένα  σημείο. 


Λύση 

Έστω  Ρ  μια  αρχική  της  ί  η  οποία  δεν  είναι  "1-1". 

Αρα  υπάρχουν  χ^χ2  τέτοιοι,  ώστε  Ρ(χ1)  =  Ρ(χ2) 

Η  Ρ  είναι  συνεχής  και  παραγοιγίσιμη  στο  ^  ,  χ2]  και  Ρ(χ1)  =  Ρ(χ2) 
οπότε  βάσει  του  θ.  ΡοΙΙε  υπάρχει  οε  (χ1  ,  χ^)  τέτοιο,  ώστε  Ρ'(<;)  =  (), 
δηλαδή  ί(ο)  =  0. 


ΘΕΜΑ 


Αν  η  ί  είναι  συνεχής  στο  [0,1]  ,  να  υπολογίσετε  το  όριο: 


1  ί(ΐ) 


Ιΐηι  χ|  — 

χ->  1  X  * 


(11 


Λΰση 


Γ'.ιττω  ίΐ(ΐ)  =  -τ 

Γ 

Υπάρχει,  εΧ€[χ,1]  τέτοιο,  ώστε 

.1  Ι'/ί\  Γ 


}  7ί1^ί·(οχ)|  I2  ά  1  -  Γ(θχ) 


1(0 

X  I  X 

'  Γ(ί)  <11 


2 

ΐ 


=  ί(0χ) 


(1 


--1 


λ 


V 


ί  γπ  χ  |  — γ-^-  =  I ΐΐΏ  Γ(οχ)  (1  -  χ)  =  0 
-  ν  ι  χ  ^  χ  ->  ι 


I  ί  ι  η 
χ  - 
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Να  δείξετε  άτι 


,%  |  _ 

:  |  άχ=^  ,  «ΕΚ* 

*ο  1  +  εφ°χ  4 


Λύση 


-Τ  - 

ο  1-1 


ίΐχ 


ι-  (εφχ)“ 


θέτουμε  χ  =  γ-ί  =>  άχ  =  -άί  και  έχουμε 


ί 


άί 


ν,  ]  + 


ι  71  , 


,-ί 


άί 


ηΛ  1  + 


(εφί)α 


ίΛ  (Ε<ρ€)"  ά{  _  ί/2  (εφί)σ  +  1-1 
ο  1  +  (εςρΙ)α  *ο  (εφΙ)α  + 1 
Μ 


άί  = 


I  Μ 

ο 


άί 


α  (εορί)α  +  1  ^ 


Τί  V 
'  η.  ™  ■*- 


λ  ^  ι  Τ  π 

Λ  [μι  2Ϊ  =  ~  =>  Ι  =  — 


( Ιλοκληροιιικι^,  Λογισμός 
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Να  δείξετε  ότι  ισχύει  η  ανισότητα: 


Λύση 

Έστω  §(χ)  =  εΧ  -(χ2  +  1)  ,  χε  [0,1] 

Είναι.  £'(χ)  =  2χβχ  -2χ“2χ(οχ  -1) 

2  2 

X2  >  0  =»  οχ  >  6°  οχ  -  1  >  0 

Αρα  §'(χ)>0  ,  για  κάθε  χε  [0,1]  ,  οπότε  η  £  είναι  αύξουσα  στο 
[0,1]  και  β(χ)>£(0) 

Όμως  £(0)  —  0  ,  οπότε  -  (χ2  +  I)  >  0  ή 

,  για  κάθε  χε  [0,1] 

(χ2  +  I)  όχ<  |  εχ  όχ 

ο  ο 

1  Γ1  2 

<  &χ  όχ  ή 

0  ο 

1  2  4  Γ1  2 

^-+1<  εχ  όχ  ή  -τ<  οχ  όχ 

^  *0  3  *0 

ΘΕΜΑ  189 

Έστω  §:[0Η-^Κ+  ,  με  §(χ  +  γ)  <  ζ(χ)  %(])  και 

ί  £[(χ)  <3χ  <  Μ  <  00  ,  όπου  Μ  είναι  ανεξάρτητο  του  ί.  Αποδείξτε 

0 


Αρα  είναι  ] 


η  η: 


(ί)  4}»(χ)  <  Ι^Χ  -  ϋ)  +  8(ΐΐ)]2  ,  γιο.  κάθε  ιιε  (Ο,χ) 

(»)  Ιιυ(χ)]Ι/2<~· 

λ 

Λύση 

(I)  Γι,α  κ<Ή)ε  υ€  (Ο,χ)  έχουμε: 

4(·(χ)  =  4(;  |(χ  -  υ)  +  ιι ]  <  4§(χ  -  ιι)  §(υ)  <  [§(χ -  ϋ)  +  β(ϋ)]2 

(ϋ)  Λπά  την  (ί)  έχουμε  ν§(χ)  <  — — ^  +  Υια  κάθε  ιιε(Ο,χ). 

Λ(><<  χ  '/{’(χ)  =  Γ  ν§(χ)  <4 ιι  <4  Γ  [8(χ-υ.)  +  β(α)]ο1ιι  = 

»  ^  ο 

2  Γ  β(χ  -  υ)  ϋυ  -1-^·  |  §(υ)  £1ιι<·^Μ+·|μ  =  Μ 

Λ (,χι  Ία(χ)  <  γ 


ΘΕΜΑ  190 


Να  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα: 


λ/4 

1=1  1η  (1  +  εφχ)  άχ 
ο 


Λύση 


θέτουμε 

Ηχούμε 


π 

Χ  =  4“* 


3ΐ1<\ 

Η 


1η  (1  +  εψχ)  ε!χ  = 


ο 


( )ληκλΐ|ΐΜΐ>ηκ<ί(.  Αογκηιάς 


5ου 


=  ί  Ιη 

(I 


I  4-εφ 


'Λ  ^  ^ 


V 


4-ν 

\  Μ 


|ητ 

η  1 


Ιυ2άχ-  I 


-Γ 

Άρα  21  =  1η2  όχ  <=>  I  —  ^  Ιχι2 

ο  χ 


+  ε<:ρχ 


ίΐχ- 


8 


ΘΕΜΑ 


191 


Έστω  ί:  [α,β]  — >Κ,  μια  συνάρτηση  συνεχής  που  πληρεί  τις  προϋ¬ 
ποθέσεις: 


(ί)  ϊ(α)  Φ  0 

(ίί)  υπάρχει  0(Ξ  (β  ,  β)  τέτοιο,  ώστε  ί  Γ(χ)  (1χ=  0 

α 

ΓΡ 

(ίϋ)  ί(α)]  ί(χ)άχ<0 

α 

Αποδείξτε  ότι  η  εξίσωση  ί(χ)  =  0  έχει  τουλάχιστον  δυο  ρίζες  στο 

[α,β] 

Λύση 


Βάσει  του  Θ,Μ.Τ.  υπάρχει  χ,  ε  (α,ο)  τέτοιο,  ώστε 
γ€ 

ί(χ)  (Ιχ  =  (ο  -  α)(ί(χ{)  =  0  .  Άρα  ί(χ})  =  0 

α 

•  Έστω  ί(α)>0,  τότε  ί(α)  ί*  ί'(χ)(ϋχ<0 


/ 


ί(χ)  άχ  <  0 


(X 


οπότε 


Οπάτι:  υπάρχει  \?  ε  (α  ,  β)  τέτοιο,  ώστε 
(μ  ·α)ί(χ2)<0  <=}  Ι(χ2)<0 

Γ,/υ’.ιόή  Γ(α)>()  και.  ί(χ2)  <  0  υπάρχει  τουλάχιστον  ένα  ξΐ€(α,χ2) 
τέτοιο*  ώστε  ί(ξ,)  =  0 

•  Λν  ϊ(α)<()  είναι  ί(χ)άχ>0 

<·< 

οπότε  υπάρχει  χΊ  £  (α  ,  β)  τέτοιο,  οκηε 
(β  -  α)  ί(χ3)  >  0  <=>  ί(χ3)  >  0 

Λρα  βάσει  του  0.  ΒοΙζςιπο  υπάρχει  τουλάχιστον  ένα  ξ2£(α,χ3) 
τέτοιο,  ώστε  ί(ξ2)  =  0 


ΘΕΜΑ 
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Κάτω  1: 1<λ,β]— >Κ.,  μια  συνάρτηση  συνεχής.  Αποδείξτε  άτι  υπάρχει 
0€ΐ  |  α,β]  τέτοιο,  ώστε: 


ί  χ 


Γ(ο) 


}  ί·(1)(!1-}Ρί(ί)<1ΐ)=|  ί(1)<1ΐ}Ρί·(1)άΙ 


V 


α 


7 


α 


Λύση 


Ίίον·>  κ(χ)  =  βΧ|Χ  ί(ι)  (3ί |  ί(1)  (1ι 

α  χ 

μ(α)  --  β(ρ)  -  0  ,  οπότε  βάσει  του  θ.  ΚοΙΙε  υπάρχει  οε  (α,β) 
τέτοιο,  ώστε  μ'(ο)  =  0, 

Ι>/(χ)  =  ϋΧ/ί  Γ(ί)  ίΐΕ  ί(1>  ϋ£  +  οχ  Γ(χ)  |  ί(1)£ΐΙ-ί(χ)/  ί(0  <ϋΙ 


(I 


Ι\'α·)  <=>  7  ]  ί(1)  ()ι/  ίίΟάΐ+β0  ί(ο)/  1(1)  (I I  -  Γ(ο)  |  Γ(1)  <11 

(IV  V  <( 


—  0  £=> 
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Έστω  ΐ:  [α,  β]  — »  Κ+  μια  συνάρτηση  συνεχής.  Αποδείξτε  άτι 
υπάρχει  ΟΕ  ((X  ,  β)  τέτοιο,  ώστε: 

.β  X 

1ηί(ο)|  βΓ(ί)  άΐ  =  βΓ(ί)  |  1ηί(1)  άΐ 

ε  α 

Αΰαη 

Λ  3 

Έστω  Η<χ)  =  ]  1ηί(1)ε)ί]  βί(ι)  άί  ,  χέ  [α ,  β] 

α  χ 

Η(α)  -  Η(β)  -  0,  οπάτε  βάσει  του  0.  ΚοΙΙο  υπάρχει  ^  θ  (α  ,  β)  τέτοιο, 
ο)στε  Η'(ο)  =  0 

1ι'(χ)  =  1η  ί(χ)  I*  ϋ£  + )η  ί((:)  <11  (-  εΙΜ) 

X  « 

3  X 

ΙΓ(ς)  =  0  »  Ιηί(ο)]  βί(0ϋΙ  =  εΙΜ]  Ιη ί(1) ϋί 

ο  α 

ΘΕΜΑ  194 

Έστω  ί:(0,°°)— >(1,^)  μια  συνάρτηση  συνεχής.  Αποδείξτε  άτι 
υπάρχει  ΟΕ  (β  ,  6  4-  1)  τέτοιο,  ώστε: 


512 


( )λοΗλΐ|ΐ  >(οτιΧ()ς  Λογισμός 


ί(Ιηχ)  <ϊχ> 


ϊ()ηο) 

ί(ο)  - 1 


€ 


Ιη(ϊ(χ))  <3χ 


Λύ(τη 


Ίίοτο)  Ρ(χ)=]”  ί'(]ηΙ)άί  ,  0(χ)  =  |Χ  1η(ί(1))<3ι 

(ί  6 

Πάσει  του  θ.  ΟζιαοΙιγ  υπάρχει  06(€,ο  +  1)  τέτοιο,  ώστε 
Γ(ο+1)-Ρ(ο)  ΜΡ(ο) 

0(ο  +  ])-  Ο(β)  0\ ο)  ^ 


ί(Ιηο) 

1η(ί(ο)) 


Ομιος  για  χ>1  ισχύει  η  ανισότητα  Ιπχ  <  χ-1,  οπότε 
Συνεπώς  η  (1)  γράφεται: 


.ο  -ι- 1 

[  Γ(1ηχ)άχ> 


ί(Ιη  ο)  γ£  +  1 

ί(ε)  - 1  \ 


1η  (Γ(χ) )  ιίχ 


1η  ί(ή  <  ί(ε)  -  1 
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Ήστω  ί:[0,4·οο)— μια  συνάρτηση  συνεχής  στο  [Ο, +  °°)  και, 
Γ:10,+  οο  )^Κ  μια  αρχική  της  ί  με  Γ(0)=0  .Αποδείξτε  ότι  υπάρχει 
0€(1  ,ν)  ,  V  >  1  τέτοιο,  ώστε: 


1(1  η  ο) 


Ρ(1ην) 


Ιην 


( )  λ  ο  κ  λ  η  (.  μ  ο  ι »  κ  <  η  ,  Λ  ο 1 γ  ι  <  τ  1 ι< ί  ς 


5  13 


Λύση 


|  Γ(1η  χ)  ^  οΐχ  =  Γ(1π  ο)  |  ^  άχ  =  ί(!π  ο)  [ΐηχ] 


=  ί(1υ  ο)  1  η  ν  ,  0€(1,ν) 

ν  *  V 

Όμως  ί  ί(Ιηχ)  — άχ=[  (1ηχ)'  ί(Ιηχ)  άχ  = 
ι  χ  ι 

=  [  ί'(1ηχ)(1χ=Γρθηχ)1  =  Ρ(1η  ν)  -  Ρ(0)  =  Ρ(1  η  ν) 

ι  1 

Άρα  υπάρχει  ο€(.1,ν)  τέτοιο,  ώστε 

Ρ(1η  ν) 

ί(Ιηο)1ην  =  Ρ(1ην)  <=>  Γ(1η ο)  =  |  } 
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Αποδείξτε  ότι  αν  η  ί:[α,β]— είναι  μια  συνάρτηση  συνεχής,  τότε 
υπάρχει  ΟΕ  (α,β)  τέτοιο,  ο>στε: 

Γ° 

α  ]  Γ(χ)  άχ+  β  ]  ί(χ)  <3χ=  ]  χ  Γ(χ)  άχ 


α 


α 


Λύση 


Έστο)  Ρ:[α,β]— »Κ.  ,  με  Ρ(1)  =  |  ί(χ)  άχ 

α 

Η  ί  είναι  συνεχής,  οπότε  η  Ρ  είναι  παραγωγίσιμη  και 
Ρ"(ΐ)  =  ί(ΐ)  ,  για  κάθε  ΐ^[α,β]. 


^  χ  ί(χ)  όχ  =  |  χ  Ρ'(χ)  άχ  = 


α 


α 


Μ-/  Ρ(χ)  άχ- 
α  « 


Έχουμε 
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( ) λη χ λ ι ) μ< οτ ιν.ος  Λογισμάς 


-  β  Γ’(β)  -  α  .Ρ(α)  -  ^  Ρ(χ)  άχ  =  (3 1  ΐ(χ)  ϋχ  —  ^  Ρ(χ)  άχ 


Γ  ί 


α 


(ί 


Βάσει  του  Θ.Μ.Τ,  υπάρχει  ο£(α,β)  τέτοιο,  ώστε 
/  Ρ(χ)  ϋχ  =  (β  -  α)  Ρ(ο) 


« 


Λρα  /  χ  ί(χ)  άχ  =  β  |  ί(χ)  άχ  -  (β  -  α)  Ρ(ο)  = 


=  β  ( ί  ί(χ)  άχ  +  (  ί(χ)  άχΐ  —  (β  -  α)  ί  ί(χ)  άχ  = 
η  ο  ^  α 

=  β  |  Γ(χ)  άχ  +  β  ^  £(χ)  άχ-  β  ί(χ)  άχ+  α  |  ί(χ)  άχ- 

α  ο  α  α 

—  β  Γ(χ)  άχ  +  α  |  £(χ)  άχ 


α 


Λρα  /  χ  ί(χ)  ά^  β  /  £(χ)  άχ  +  α  |  ί(χ)  άχ 


ΙΤ 


α 
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Να  βρεθούν  οι  συναρτήσεις  ί:[0,1]-Η>Κ,  δυο  φορές  παραγωγίσι- 
μυς,  που  πληρούν  τις  συνθήκες  ϊ(0)=Γ (0)  =  1,  Γ(χ)>0, 

Γ1  3 

ΧΕ  (0,1),  ]  ί(χ)άχ=2 


Λύση 

Ήιιτο)  (>(χ)  =  ί(χ)-1-χ  ,  χε[0,1] 
(8(0)  =  ί(0)-1  =  0 
(-'(())  =  0 

α"  (χ)  =  γ  (χ)  >  ο 

Λ(_χχ  ΰ(χ)  >  0  ,  για  χε[0,1| 


Ολοκληρωτικός  Λογισμός 


51 


Όμο)ς  }  8(χ)ϋχ=|  Γ(χ)<!χ- 

ϋ  ϋ 

β(χ)άχ  =  0  ,  £(χ)  >  0  και  ^-συνεχής 
ο 

οπότε  £(χ)  =  0  ,  για  κάθε  χ€[0,1] 
Αρα  ί(χ)  =  χ+1  ,  χ€[0,1]. 
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Έστω  Γ:[0,1]^Κ, 

μια  συνάρτηση  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  μι  Γ 
συνεχής  στο  [0,1]  .  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  ΟΕ  (0,1)  τέτοιο,  ώοτι 

/ Γ(χ)άχ=ί(0)  +  |Γ(0)  +  ΐΓ(ε) 

Αΰση 


(χ  _  η2 

Όμως  — - — >0  όταν  χε  [0,1]  και  ί" 


συνεχής 


Αρα  υπάρχει  οε(0,1)  τέτοιο,  ώστε 

)'  Γ(χ)  <3χ= Γ(ο)  /  = 

0  1  *ο  2 


γ'«>[τ-τ+!]('-ϊ'>ί 

Ά|_>α  υπιί^χΐ  ί  οε(Ο,Ι)  τέτοιο,  (ίιοτϊ 
ι·1  1  1 

]  Γ(χ)  <·Ιχ  =  Γ(0)  +  4  ί'(0)  +  -τ  Ρ  (ο) 


ΘΕΜΑ 
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Έ(τχο>  ϊ,8:(β»°°)->(0,  °°)  με  τις  ιδιότητες  ί  -  συνεχής  στο  ((Χ,2*0)  , 
£  παραγιηγίαιμη  με  §  συνεχή  και  £  (χ)  >  0,  για  Χ>(λ,  Γ(χ)  <  §(χ),  για 


Χ>(Χ.  Λποόείξχε  όχι:  ϊ(χ)  <  §(α)  ε 


.  «0 


,  χ  >  α 


Λύση 

μ  -  γνηοίως  αέξουσα  στο  [α,°°], 
οηΛτν.  0<^<^,  ΐ>α 

8(0  «Ο 


Λ(.((  ()<Γ  ^ι1χ<Γ  ή 

]  8(0  }α  «0 


\χ  «  ί(0 


Ιηί'(χ)-Ιηβ(α)<[< 

ο  Γ(0 


>η|·(χ)δ(ηβ(ο)  +  /  ^ίΐΐ 

( χ  Η*·) 

("ώΐΐ,ι. 

^  ΙΪΟ 

)»  Γ(χ)  ^  Ιη  μ(α)  -ι-  1ιι  υ  “ 


( )λη'κλ)||Μηπ,Μ<κ;  Λογισμός 


Ιη  ί(χ)  <  1η£(α)  ■  € 
ί(χ)  2  8(α)  ·  β  "  Γ<0 
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ΘΕΜΑ  200 


Έστω  ί,£ί[(λ,β] — συνεχείς  συναρτήσεις  με  ί(χ),  §(χ)>0, 
για  κάθε  ΧΕ  [α,β]  .  Αποδείξτε  ότι  για  κάθε  1ί>0,  υπάρχει 
ξ€ (α,β)  μοναδικό,  τέτοιο  ώστε: 


|  ί(χ)  ϋχ|  §(χ)  <3χ  =  Κ  |  ί(χ)()χ|  δ(χ)<1χ 


α 


α 


Λΰαη 

I*1  Γι 

Έστω  Ρ(ί)~]  ί(χ)όχ]  β(χ)  όχ 

α  α 

Ο(ί)  =  }  ί(χ)ι!χ/  β(χ) ίΐχ  ,  1θ(α,β] 
ι  ί 

Η(1)  =  Ρ(ί) - ^ 0(1)  ,  ίε[α,β]  Η  -  συνεχής  στο  [α,β] 


Η(<χ)  =  Ρ(α)  0(α) 


=  -  1<  /  ί(χ)  όχ 


ί(χ)όχ  §(χ)άχ<0 
α  α 

£ 


Η(β)  =  Ρ(β)  -  Ι<  0(β)  =  |*  ί(χ)άχ|  §(χ)  άχ  >  0 


α 


α 


Αρια  Η(α)Η(β)<0  οπότε  υπάρχει  ξε(α,β)  τέτοιο,  ώστε  Η(ξ)  =  0  « 
Ρ(ξ)  =  !Κ3(ξ) 

Η'(1)  =  Ρ'(1)  - Ι<  Ο'(Ι)  = 


<  >λοκλΐ||>(ΐ>πκός  Λογισμός 
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=  ί(θ|  ^(χ)(Ιχ  +  β(θ|  Γ(χ)  ϋχ-~  Ι<  -(((:)}  ^(χ)ϋχ-μ(Ι)}  ί(χ)  = 
<(  «  ^  (  ι 

=  Φ)[  ΰ(χ)  ο1χ+  1<  Γ(ΐ;)  ε(χ)  ί!χ+  8(1)  /  Γ(χ)  όχ  +  Ιο  §((:)  |  ί(χ)<1χ>0 


(( 


α 


ΘΕΜΑ 
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Λν  οι  πραγματικές  συναρτήσεις  Γ,  §  με  πεδίο  ορισμού  το  [α,β]  είναι 
<η>νεχείς  στο  [α,β]  και  ισχύει:  ί2(χ)  Η-  §2(χ)  <  £(χ)  +  β(χ)  - 


για  κάθε  ΧΕ  Κ,  να  αποδείξετε  ότι: 

γ"  γρ  1 

]  Γ(χ)  <ϊχ=  ]  8(χ)  Λχ= ^  (β  -  α) 


(1 


α 


Λΰση 

Έχουμε  ί2(χ)  +  §2(χ)  -  ί(χ)  -  §(χ)  + 1- <  0  <=> 
<=>  Ι'2(χ)  -  Γ(χ)  + 1  +  β2(χ)  -  β(χ)  +  ^  <  0  <=> 


( η 

ζ 

(  1>ι 

<=> 

'«-2 

+ 

β(χ)  -  2 

V  ) 

V  ) 

<0 


Αρα 

(  ■  η 
«χ)-2 

Δ 

-  0  και 

Γ  ο 

8(χ)-2 

1  ) 

1 

V  / 

=  0 


που  σημαίνει  ί(χ)=  —  και  β(χ)  =  2 

1 

ίίπομενως  ί(χ)  =  £(χ)  =  -  ==> 

“>/  ί(χ)όχ  =  /  β(χ)όχ  =  -ρ  /  <!χ=|(β-α) 


Ιν>|  Η- 


Ολ(>κΧΐ|(>οιιοίιιι,  ΛπγιιίικΚ  ίϊ|<) 
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Να  βρεθούν  οι  συναρτήσεις  ί:[1,+  οο  )— ,  παραγωγίσιμες,  με  Γ 
συνεχή,  που  πληρούν  τις  συνθήκες: 


(ί)  χγ  ί(χ  5^)  =  Χ}>  (ί(χ)  +  1)  +  |  ί(1)ί!ΐ-1  ,  για  κάθε 

1 

χ,γε  [!,«*) 

(ϋ)  ί(2)  =  2  . 


Λύση 


Αν  χ=  I  είναι  γ  ί(γ)  -  γ  ί(1)  +  γ  +  ]  ί(ΐ)ϋί-1  .  Παραγωγίζουμε  και 


έχουμε  ί(γ)  +  γ  Γ(γ)=  ί(1)  +  I +%)  <=>  γΓ(γ)  =  ί(1)  +  1 

ί(η  +  1 

<=>  %)= — - —  <=>  ί(χ)  =  (ί(1)  +  1)  Ιηγ  +  ο 

Γ(2)  =  2  <=>  (ί(1)  +  1)  1η  2  +  ο  =  2  »  ο  =  2-  (ί(1)+  1)  Ιη2 

ί(γ)  =  (ί(1)  +  1)  Ιη  γ  +  2  -  (Γ(1)  + 1)  )η 2  =  (ΐ(1)  +  1)  )η^  +  2 


ΘΕΜΑ 
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Έστω  οι  συνεχείς  συναρτήσεις  [α,β]->ις  Αποδείξτε  <πι 

Γ  ?(1)  άί 

ί(|) 

υπάρχει  ξε  (α,β)  τέτοιο,  ώστε: 


α 


8(1) 


Γ*5 

]  8(1)  <11 

I 


Λύση 


’Ηοτω  Ιι:Κ— >Κ  ,  με  Ιι(χ)  =  |*  Γ(1)  ϋ  1 1  β(()<1ι 

Π  X 

Ιι(<0  =  Ιι(β)  =  0,  οπότε  βάσει,  του  0.  ΚοΙΙο  υπάρχει  ξ£  (α,β)  τέτοιο, 
(ι'κττί:.  ΙΓ(ξ)  =  () 


Ιι'(χ)  -  Ι(χ)  ]*  β(1)<ϋΙ-8(χ)  ί(£)<1ΐ 


η 


Άρα  υπάρχει  ξς(α,β)  τέτοιο,  ώστε 

Ρ  £ 

ί(ξ)]  ΰ(0^  =  £(ξ)]  Γ(0άι 


« 


Γ(ξ) 


<( 

/ 


Γ(1)  4( 


ίϊ(0  (ΐι 
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Έστο)  ί  1  [  <Χ9  β]^κ  μια  συνάρτηση  συνεχής  με  ί(α)>0  και 

Γ(1)<11<0. 

α 

(ϊ)  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  |6(α,β)  τέτοιο,  ιοστε  ϊ(1)=ο. 

Γη 

(ίΐ)  Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  Τ]6  (α,β)  τέτοιο,  ώστε:  I  ϊ(ί)  (11=  0, 

α 

(ΐίί)  Λν  υποθέσουμε  ότι  το  ζ  είναι  μοναδικό,  αποδείξτε  ότι  ξ<η. 


( )λοκληρωηκάς  Λογισμός 
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Λύση 

ΓΡ 

(ϊ)  Από  το  Θ. Μ. Τ.  έχουμε  ]  ί(ί)  άΐ  -  (β  -  α)  ΐ(α)  όπου  οσ(α,β). 

α 

Άρα  (β-α)ί(ο)  <  0  ,  οπότε  ί(ο)  <  0. 

Όμως  ί(α)ί(ο)  <  0  ,  οπότε  από  το  0.  ΒοΙζεπο  υπάρχει  ξ<=(α,ο) 
τέτοιο,  ο)στε  ί(ξ)  =  0. 

(ϋ)  Έστω  β(χ)=  ί  ί(ί)όι 

α  (  *'■ 

Επειδή  ί(α)  >  0  υπάρχει  χο&(α,β)  τέτοιο,  ώστε  ί(χ}$\>  0  , 
για  κάθε  χ<ξ  (α,χα).  Τότε  £(χο)  :>  0  και  §(β)  <  0  οπότε  υπάρχει 

Γη 

ησ(χο,β)  τέτοιο,  ο>στε  &(η)  =  0  «  ]  ί(ί)άί  =  0 

α 

(ϋί)  Είναι  0  =  }  ί(1)  ϋ ί  =  (η  —  <χ)  ί(ξ)  ,  ζ<Ξ(α,η) 

α 

Άρα  ί(ζ)  =  0  και  επειδή  ξ  είναι  μοναδικό  είναι  ζ=ξ.  Λρα  ξ<η. 


ΘΕΜΑ  205 

Θεωρούμε  τη  συνεχή  συνάρτηση  (ρ:Κ. — >Κ,  τέτοια  ώστε: 

φ(1)  <31  =  I  φ(ί)  (1ί  ,  για  κάθε  Χ,^Ε  Κ  . 

χ  χ- γ 

Αποδείξτε  ότι  η  (β  είναι  σταθερή. 

Λΰση 

Έστω  Ρ  μια  αρχική  της  φ.  Η  δοσμένη  σχέση  γράφεται 
Ρ(χ  +  Υ)  -  Ρ(χ)  =  Ρ(χ)  -  Ρ(χ  -  Υ)  ο  Ρ(χ  +  γ)  +  Ρ(χ-γ)=2Ρ(χ)  (!) 
Θεωρούμε  χ  σταθερό  και  παραγωγίξουμε  την  (1)  και  έχουμε 


522 


<  )λοκλΐ|{>ο)τικ<>ς  Λογισμός 


φ(χ  I-  γ)  -  ιρ(χ  -  γ)  =  Ο  για  κάθε  χ,γ<=  Κ 


Γι,ιχ  χ  =  γ  εχουμε  φ(2χ)  =  φ(0)  =  σταθερά. 


ΘΕΜΑ 
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(ϊ)  Να  υπολογιστεί  το  ολοκλήρωμα: 


Γα 

I  ημ> 


/ 


α 


εφ 


χ 


99  Λ 


1  +Χ2 


V 


άχ 


) 


(Μ)  Λν  Γ  είναι  συνεχής  και  α,ΙίΕ  Κ ,  να  υπολογιστεί  το  ολοκλήρωμα: 


■=ί 


α  ί(Κ  +  χ)-ί(Κ-χ) 
α  ί(Κ  +  χ)  +  ϊ(Κ  -  χ) 


άχ 


Λύση 


/ 


(ί)  Έστω  §(χ)=π|μ- 


.99  Λ 


£(-χ)=ημ 


(-χ)99 

φΤ+7 


εφΓό? 


=  ημ 


3 


ί 


εφ 


.99  ν 


V 


Ι  +  χ2 


η  μ 


ί 


ν 


.99  \ 


εφ 


1  +χ' 


/ 


η  μ* 


X 


99 


< 


/ 


-ημ 


ν 


99  \\3 


εφ 


1  +  χ 


)) 


εφ- 


1  +Χ2 


V 


=  ~  Ε(χ) 


Λρα  η  £  είναι  περιττή  οπότε 


Γ 


/ 


η  μ 


Κ 


99  X 


εφ 


V 


1  +Χ2 


άχ=  0 


(ίί)  Έστω  ψ(χ) 


ί(ϊ  4-  χ)  -  Γ(^  -  χ) 
ί(1<  +  χ)  +  ί(1<  -  χ) 


( )λοκλ>|ρππικ<κ,  Λογισμός 


ί(1<  -χ)  -  ί(1<  4-χ)  +  χ)  -  £'(1ς  -  χ) 

^  Γ(Ι<  -  χ)  +  Γ(Ιί  +  χ)  ΐ(]ί  -Η  χ)  +  ί(Κ  -  χ) 
Αρα  η  ψ  είναι  περιττή,  οπότε  1  =  0. 


=  -~·ψ(χ) 
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Να  υπολογιστεί  το  ολοκλήρωμα: 

ΊΙ 

|»2ν  ^ 

1=1  ημχ  αυνχ  συν2χ. .  .συν2ν  “ 1  χ  άχ  , 

ο 


Λύση 


Έχουμε  ημχ*  αυνχ-  συν2χ. .  .συν2ν  1  χ  ι!χ  = 


Λρα  Ι  =  |2ν-ηΐ^,1χ 


ο 


^  ι 

Θετουμε  2νχ  =  I  οπότε  όχ=-^ 

2» 


1=(Λ  ΜΗϋ=±//2ημ£ύι=Χ[_συνίί/2=4 

θΖΖ4()  4  Ο4 
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/ 


\ 


Αποδείξτε  ότι: 


1η 

1  +  — 

2ν 

%  ημν  χ 


2ν 


ο  1 


+  ημ?' 


άχ 


Υ€ 


( )λ<  >κ λη ρωτι,κός  Λογκ ϊμό ς 


Λΰαη 

Για  χε  0,^  ισχΐει  η  σχέση  ημ2ν_1  χ  συνχ<ημν  χ  ,  οπότε 

2ν  —  I  ν 

η  μ  χ  συνχ  η  μ  χ. 

ι  2ν  ,ι  2ν 

(  -Ι-ημ  χ  1+ημ  χ 

'%  2ν  -  I  η/{  ν 

Γ  111- _ χαυνχΗχ<ί  ^-όχ 

λ  I  +  η  μ2ν  χ  λ  1  +  ημ2νχ 

)'/.  Ί  \ι  —  I  ηΛ 

ί  '  τι ιι  'χσυνχ  1  (  2ν  ■ 

I  , - 2Ϊ — α%=ϊζ\  (1η(1+ημ"χ)'όχ= 

ο  I  +ημζνΧ  Ζν  0 


'/4 

„·  [|»(1  +ημ2νχ)]  =τ-1η  1 


χ-  I  ιι  5+^τ  =^-1η  1  +  — 
2ν  22  2ν  2 


Α[)«4  | 


ΐ'/\  ν 

ημ  χ 

■  '  2ν  ϋχ~ 

ο  1+ημ  X 


Ι"  1  +  - 
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Χωρίς  να  υπολογιστούν  τα  ολοκληρώματα  αποδείξτε  ότι: 

Λ  ,,  Γ* .  + 1  »  ^  6  + 1 

0  <  I  ίι  ^  —  2 


Λύση 


οχ  +  1 


(~)ε<οροΰμε  τη  συνάρτηση  ί(χ)  =  1η — - 


ϊ 


χε  Κ 


( )λ< »κΧι|^μι> 1 1  η* >< ,  Λογισμός 
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ί'(χ)  = 


„  V 


6*  +  1 


ν__. 


0 

2 


Ο*  +  1  6*  +  1 


>0 


2  2 

οπότε  η  ί  είναι  γν.  αυξουσα  στο  Π.  Αρα  ί(0)  <  ί(χ)  <  ί(1),  για  κάθε 
χ6  [0,1].  Συνεπώς 

ί1  Γ1  Γ1 

I  ί(0)  άχ  <  ]  ί(χ)άχ<]  ί(1)  άχ  <=> 


ο 

Λ 


ί  0  άχ<  |  ί(χ)  όχ<  |  1η 
ο  ο  ο 

0<|  Γ(χ)όχ<1η 


ο  +  Ι 


άχ 


ο 

6  +  I 
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Να  συγκριθοΰν  οι  αριθμοί: 


ημ  (χ2)  <1χ 


και  ί  συν  (χ2)  <3χ . 

ο 


Λύση 

Θα  αποδείξουμε  προ>τα  ότι  ημχ>χ--^-  όταν  χ  >  0 
Έοτο)  ί(χ)  =  ημχ- χ  +  -^ 

χ2 

Γ(χ)  -  συνχ-  1  +  — 

ί'(χ)  =  -  η  μχ  +  χ  >0  όταν  χ  >  0 
Αρα  η  ί  είναι  αυξουσα  στο  [θ,°ο]5  οπότε  Γ(χ)  >  Γ(0)  =  0 
Επειδή  Γ(χ)  >  0  για  κάθε  χ  >  0  ,  η  ί  είναι  αυξουσα  στο  [0,<*>], 
οπότε  ί(χ)  >  ί(0)  =  0 
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Ολοκληρωτικός  Λ<νγι.ομ< » ς 


Λ(ηι  η|ΐχ>χ--^  (I)  για  κάθε  χ>0 

Λ 

Ίίχοιιμε  ημ  (χ2)  >  X2  - 


1  I  /  6\ 

οπότε  |  ημ(χ2)ϋχ>]  χ2--τ  (1χ  <=> 
ο  «) 


|  ημ(χ2)όχ> 


Γ  ^ 

χ 

Ή 

χ 

3  " 

_ 

""  42 

0 


Ο  3 1  ημίχ2)  άχ> 


13 

14 


2 

ίχ21 

2 

και  η  μ 

2 

V  ,> 

^  2  6  \ 

ν  2 

6 


>  X2  _  X 

”2  48 


48 


άχ=1- 


55  __  113 
168“  168 


Λρα  3|  ημ(χ2)  άχ>“ >  |  συν(χ2)(1χ 


14 


Γ1 

0 


(λόγω  της  (])) 

13 
<  ττ 
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Έστω  ί':[-1,1]— >Κ,  μια  συνάρτηση  δυο  ιρορές  παραγωγίσιμη  στο 
1-1,1].  Αν  |Γ|  <1  στο  [-1,1]  >  αποδείξτε  ότι: 


.1 

(3Χ2  -  1)  Γ(χ)  άχ 

-ι 


Λΰση 

|  (χ3  -  χ)'  {(χ)  <3χ 
-1 

Γ  -«1  \ 

I  (χ2  -  χ)  ί(χ)]  - 1  (χ3  -  χ)  Ϊ'(χ)  όχ  : 


|  (λχ2- 1)  ί(χ)  <3χ 

-I 


Ολοκληρωτικός  Λογισμός 
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1  ί-Α 


( 

-λ 


Χ 


V  X2 


\ 


^ίί'(ΐ)-Γ(-1)]  +  /  ί^-2 


4  2 

■Λ  2 

2  λ 

ί"(χ)  άχ 


ί'(χ)  Ηχ)^Ι  = 


) 


Όμως  επειδή  η  Γ  είναι  παραγωγίσιμη  και  συνεχής  στο  [-1,1],  υπάρχει 
[-1,1]  τέτοιο,  ώστε 
Γ(χ)  -  Γ(- 1)  =  2  Γ (ξ)  <  2 
Λρα 


|  (3Χ2  - 1)  ί(χ)  οΐχ 
-ι 


< 

\2  -V 

4 

χ5  χ3 

1 

<\+ 

( 1 

Γ 

Γ-ι 

-0 

20  6 

-1 

20 

6 

20  6 

- 

V 

) 

7 

_ί  _1_Ι  _1_1_  4 

^  Λ  Α  Π  /  Α  Λ  ^  '  ί 


2  20  6  20  6  15 
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Γ+  I 

ημχ*  ^ 


6χ+5 

χ>0 


Λΰση 

+  ] 


ί 


[Λ+  ·  | 

ημγ3  (!>'  =  ]  (-συν/Τ<3γ  = 


συνγ' 

^7" 


3ΊΧ  +  1  οί+1 


Γ  (-συνγ3)-^ρ<3γ= 
X  9γ 


συν(χΗ-Ι)3  ι  συνχ3  2  [χ+1  συ\χ3 


3  (χ  +  !)' 


+ 


2  Γ 

3**  3  χ 


1  2  |* 
_ΐ - —  I 


+  ι 


3  (χ  +  I)2  3Χ2  3  3Χ 


-3  (  1 

γ  άγ  = 


1  2 
Η - τ  — 


3(χ  + 1)2  3Χ2  3 


2 


-2 


χ  +  1 


( Ιλοκλιμκοηκικ,  Λογισμός 


1  1  1 

—  ^  I 

'  1  ' 

χ  -ι-  1  ,  !  ι 

1  Γ 

3(χ  ·ι·  1  )2  ίχ2  3 

.7 

χ  ~  3(χ  +  I)2  3Χ2  3 

(χ  +  1  )ι  χ2 

^ _ 1_  _}_  _1 _ 2  6χ+  5 

3(χ-ι-Ι)2  3(χ  +  1)2  +  3χ2  +  3χ2~3χ2~  3Χ2 
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Να  υπολογιστεί  το  ολοκλήρωμα: 

'  ημ?χ  Ιι^χ6  +  χ4  +  χ2  + 1) 

_  ,  (χ2  +  1)  συνχ 


Λύση 


ημ3χ  1η  (χ6  +  χ4  +  χ2  +  1) 


Ίίοτιη  ί:[-1,1]— με  Γ(χ)  =  2 

(?ΤΗ*1)συνχ 

,  _  η  μ\-  χ)  I  π  [(-  χ)6  +  (-  χ)4  +  (-  χ)2  +  1)  _ 

((-χ)2+ 1]συν(-χ) 


-ημ2χΙ"  (χ6  +  χ4  +  χ2  +  1)  _  _ 

(χ2  +  1)  συνχ  ’ 


Άρα  η  Γ  είναι  περιττή,  οπότε  ί(χ)όχ=0 


( 

-1 
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Αποδείξτε  ότι  ισχύουν  οι  σχέσεις: 

(!)  }  (2-  6-χί)  <1χ>  2 

-  I 


( )λοκλΐ|(ΐΜ>ι  ικοι,  Λογισμός 


ν><) 


Ο  6 

(ϋ)  |  1η(1  +  χ)<}χ>|  Χ  άχ 
ο  0  1  +  χ 

Λύση 

(ΐ)  Έστω  ί:[-1,1]-^Κ.  ,  με  ί(χ)  =  2-ε~χ  ,  ί'(χ)  =  2χ-ε~ 


Έχουμε  £(χ)>ί(0)  για  κάθε  χε|-1,1] 

οπότε  |  (2  -  ε~χ )  άχ>  |  £(0)όχ=2 

- 1  - 1 

(ΐί)  Έστω  £:[0,ε]— με  £(χ)  =  1η  (1  +  χ)  - 


1  +χ 


//χ  3  1  χ+1-1  χ  ν»  α 

£  (X)  =  - — - 7Γ  =  - ^  = - - Ί  -  0 

1+χ  (ί+χ)2  (χ+1)2  (χ  + 1)2 

Αρα  £(χ)>£(0)  =  0  για  κάθε  χε[0,ο) 

δηλαδή  1η  (1  +  χ)  -  — >  0  <=»  1η  (1  +  χ)  >  --  · 

1  +  χ  1  +  χ 

Ο  X 

οπότε  I  1η  (1  +  χ)  όχ  >  ]  — —  όχ 
ο  ο  !·  +  χ 


ΘΕΜΑ 


215 


Να  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα: 


Ι=|2__ηί^_(1χ 

•'ο  ημχ+αυνχ 


Λύση 


Ίί(ΓΓΟ>  -1=} 


"Λ 


συνχ 


ιΐχ  τότε 


ο  ημχ+συνχ 


'-Μ 


*/ι 


ημχ-  συνχ 


όχ  =  — 


ο  ημχ-Ι-συνχ 


ίπ  (ημχ+  αυνχ| 


π 


Λ()<ί  ϊ=^  δηλαδή  Ι  =  — 
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Να  υπολογιστούν  τα  ολοκληρώματα: 


_  γ/3  συ^χ- 


ημχ 


<3χ 


% 

.% 


συνχ-  ημχ 


=  Γ 

%  ι- 


χ-συνχ 


άχ 


συνχ—  ημχ 


Λύση 


2  2 

γ  ,  ("  συν^  χ-ημχ+ημ  χ- συνχ  ^ 

1 1  Ί- 1 2  —  Ι  αχ  = 

>·/  1  -  συνχ-  η  αχ 


%  ι  -  συνχ-  ημχ 

_  γ*  I -ημχ- συνχ  γ%  .  «_π_ 

“λ.  ι _ υχ~  3  6 


-/„  ί- ημχ- συνχ 


% 


π 

6 


( )ληκλΐ](Ηΐ)ΤΐΜη£  Λογισμός 


5.υ 


π 


12  =  ί 


,(Α  2 

■  ημ  χ-συνχ 
ν6  1-συνχ-ημχ 


>ι/  ημ 


όχ  - 


1 


76 


2 

(η  ) 

(π  λ 

ημ 

2“Υ 

-  συν 

2">’ 

ιΐγ 

ν_ _ ι 

^ _ ί 

'7ό  1  -  συν 


1 

=ί 


% 


συν2  γ  -  ημγ 


%  1-ημγ-αυνγ 


(π  > 

('π  Α 

2"* 

-ημ 

2  "Υ 

\  7 

\  / 

<1γ=Ι1 


Αρα  Γ,  =  Ι2  και  I,  + 12  =  τ  οπότε  2^  =  ^  Ο  ^ι~^2  =  ^ 
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ί%  2 

Υπολογίστε  το  ολοκλήρωμα:  I  X  £<|Γ  X  (1χ 

0 

τί  (α  -  π) 

Αποδείξτε  ότι:  ΙΠΖ  > - ^ 


Λΰαη 

*/ι  ■% 

]  χεφ2χόχ=]  χ(εφχ-χ)'όχ^ 
ο  ο 


Γ  Ί 71/4  (/λ 

=  [χ(εφχ-χ)]  (εφχ-χ)όχ  = 

0 


ο 


π 


ν 


π  'Ί  [/α  Ρ 

εφχόχ  +  ]  χόχ  = 


π 

4 

π 

4 


532 


( >λη>(.λΐ|(Ηΐ>ιι.κ(Κ  Λογισμοί, 


π  (κ"\  I  λ/2 
— ι-  Ιιι  — 


4 

V  ) 


π  π  π  π“  I  .  Λ 

—  +  Ιη  1  -  Ιη  λ/2  = - —  —  1 1\  2 

4  32  4  32  2 


Γκϊ  X  € 

Μ 


0, 


π 


είναι  εφχ<  1  οπότε  χεφχ<χ 

Ύα  2 

Α/Ί  μ/Λ 

Α ρ«  ]  χ  ζφ2 χ  όχ  <  ]  χόχ=^ 


ο 


ο 


Λθ<*  'ύ 


π  π2  1η  2  ^  π2  _  1η  2  ^  π  π2 
4"  32”  2  “32  °  2  ~4~  16 


,  „  π  π2  4π  -  π2  π  (4  -  π) 
1η  2  ~2~^β~=  §  “  δ 


ΘΕΜΑ 


218 


Να  υπολογιστεί  το  όριο:  Ηϊΐΐ 


X  — > 


^εφχ 


Λ,Λί 

θι  <11 


,«·ρχ  , 

ΐ  I 


Λΰση 


Δ 

11  συνάρτηση  £(ί)  =  ο1  είναι  συνεχής,  οπότε  έχει  αρχικές.  Έστω  Ρ 
μ  κι  αρχική  της  ί.  Τότε  έχουμε: 


>·Φ*  2 

1  * 

I 


=  Πηα 


<τφχ  2 

Χ->^  ]  θ'  0Σ  Χ-* 

I 


Ρ(εφχ)  -  Ρ(1) 


«  Ρ(σφχ)-Ρ)Ι) 

4 


,.  (Ρ(εφχ)-Ρ(1))'  ,.  (εφχ/ Ρ '(εφχ) 

π  (Ρ(σφχ)  -  Ρ(1))  π  (σιρχ)  Ρ  (σερχ) 


( )λοκληρωηχ<κ,  Λογισμός 


5.Μ 


=  1  ί  ιη 


1  (ι·  ψχ)  ( 1  +  εφ  χ) 


ο  ·  2 


π  ί  (οφχ)  (- 1  -  σφ  χ)  ο  ■  (-  2) 


-  - 1 
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Ποιο  από  τα  παρακάτω  ολοκληρώματα  είναι  μεγαλύτερο: 
\/ί  ιΛ 

ί  χ“2χ<1χ  ή  ί  χα-1<1χ)  α>1 
ο  ο 


Λύση 


χ·2χ>0  και  χσ  1  ,  χ  ■  2λ  είναι  συνεχείς  στο 

ί,  η  . 


°·Ι 


,  οποτε  υπαρ 


°’2 
V  ) 


τέτοιο,  ώστε 


χει 

(Λ  Α  Ί 

\  χ"  2Χ  <3χ  =  2ε  ο  ί  χα"1ϋχ 
0  0 

Η  συνάρτηση  ί:  [  0  ,  <»]  — >  Κ  με  ΐ(χ)  =  χ>2χ  είναι  γν.  αυξουσα  στο 
[0,«>]  διότι  ί'(χ) -  2χ  +  χ -  2Χ  1η 2 >  0 

οπότε  2°  ■  ο  <  2 /2  ·  τγ  =  2~  /2  <  1 


:η 

Αρα  ^  χίΓ2*άχ< 


'/2 

I 


ο 
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ρν_αν  ρν+1_αν  +  1 


Αν  1  <  α  <  β  αποδείξτε  ότι: 


V 


V  Η”  1 


για  κα 


ο,  νεΝ* 


Λυοη 

1  ·'ί  ιτ»σ 

1  ^  α  <  χ  <  β 

.  Τότε  χν 

οπότε 

ί'1  *->  1 

]  χ  όχ< 

|  χνάχ 

14 

α 

νιι» 

V 

.  α 

V  4-  1  Ί  β 

X  1 

<  - 

ν  Η-  1 

1  ϋ  α 

Λ  ν  _  V 

β  -α 

<=> 

ν 

V  \ 

<Χ  ,  ν€  Ν 

βν  +  1  ν+  I 

β  -  α 
ν  + 1 
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Ίί<ττω  ϊ:  [α,β]  — >Κ.>  μια  γνησίως  αυξουσα  συνάρτηση  τέτοια,  ιόστε 
υπάρχει  συνεχής  συνάρτηση  [α,β]  Κ«) ,  ί(β)]  με 

Γ|1  Γβ 

]  β(χ)  ί)χ=  0  .  Αποδείξτε  ότι:  §2(χ)  <1χ <  (α  -  β)  ί(α)  ί(β) 

(X  α 

Λΰση 

ϊ  -  γνησάος  αυξουσα,  οπ%ότε  ί(α)  <  £(χ)  <  ί(β) 

Λ(.«ι  | ΰ(χ)  -  ί(α)]  (8(χ)  -  ί(β)]  <  0  <=> 

(■Λ*)  - 1  Γ(α)  -ι-  ((β)]  8(χ)  +  ί(α)  ί(β)  <  0  « 

£(*)  £  [  Γ(α)  +  £(β)]  β(χ)  -  ί(α)  ί(β) 

)  μ'(χ)ίΙχ:£  Γ  [Γ(α)  +  ί(β)]8(χ)οΙχ-|  ί(α)ί(β)ίΙχ 

ΐί  α  α 

<·  >  \  μ2(χ)ιΙχ^ΙΓ(α)  +  £(β)][  β(χ)  <ϋχ  -Γ(«)  Γ(β)  |  (1χ 

α  η  α 


( ^σκληρωτικοί,  Λογισμός 


535 


I  (>2(χ)  ϋχ  <  -  ί(α)  ί(β)  (β  -  α)  =  (<χ  -  β)  ί(α)  ί(β) 
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Έστο)  Γ:[α,β]->Κ,  μια  συνεχής  συνάρτηση  με  Γ(χ)  άχ 

•'ο 

Αποδείξτε  ότι  υπάρχει  Χοε  (0,1)  ,  τέτοιο  ώστε  : 

ι  „  χ  ι 

7Τ~<ί(Χο)< 

1  +χο  ζχο 

Λύση 


ί  ί(χ)  <=>  ί  Γ(χ)  ϋχ=  ί  — <1χ 

ο  4  ο  ο  1+χ 

’  ( (®,>-τί7)Λ·0 


οπότε  βάσει  του  ϋ.Μ.Τ,  υπάρχει  χ^Ο, 1)  τέτοιο,  ώστε 

I  ί1'(χ)-7^_ΐ1(1χ=Γ(χο)-7^Τ  =  0  ^  £(χη)  =  7^5 

ο  .1  +  χ  1  +  Χα  1  +  Χλ 

V  ) 

1  11  1  χ  \ 

Ομως  - - <——?<  —  <=>  - - <ί(χο)<  — 


1+Χο  1  +  2Χφ  1  +  χ, 


—  <ί(χο)<-ί 


ΘΕΜΑ 


Έστω  ξ  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  στο  [  Ο,β]  και  γν.  αΰξουσα  στο 
(α,Ρ)  Να  αποδείξετε  ότι: 


■μ» 


Μίι 


(  >ληκ/ ηριοπκης  Λογισμός 


/ 


(Ο  Ιϊ 


α  +  β 
2 


\ 


^  8(χ)  +  «(<*  +  Ρ-χ)  ,η  .  η , 

< - ^ - για  καί) ε  Χ€ 


V  ^ 

(ϋ)  (|ί-α)£ 


+  β  λ 


•Ρ 


<}  §(χ)άχ 


) 


α 


Λΰαη 


...  .  «  +  β  , 

(»)  Αν  χ- — ^ —  ισχύει  η  σχέση  ως  ισότητα. 


Λν  Χ£ 


α  +  β 


>β 


τότε  (α  +  β-χ)<= 


α, 


α  +  β 


λ 


) 


η  συνάρτηση  £  ικανοποιεί  τις  προϋποθέσεις  του  θ.  Μ.Τ.  στα  δια¬ 


στήματα 


α  Η-  β  -  χ  , 


α  +  β 


α  +  β 


ΐ;ι  ( 


α  +  β 

α  +  β  -  χ  ,  —γ~ 


,  άρα  υπάρχουν 
α  +  β 


ώστε  £'(ξΧ)  = 


β 


-  §  (α  +  β  -  χ) 


χ  - 


α+β 


&  <- 


^α  +  β  ^ 
-τ-,Χ 


V 


ώστε  ^(ξ2)  = 


βΟΟ  “  β 


/α  +  βλ 
2 

_ — 


χ- 


α  +  β 


επειδή  ξι<ξ2  <=*  β"(ξι)<β'(ξ2)  <ί=> 

^α  +  β^ 


<  >  β 


<  >  }' 


'α  +  βΝ 


> 


(I  +  β 


< 


§(α  +  β-χ)<β(χ)-β 
β(χ)  +  ^(α  +  β-χ) 


V 


<=> 


για  κάθε  χβ  [α,β]. 


(ίί)  Οι.  συναρτήσεις  £(χ),  £(α  +  β-χ)  είναι  συνεχείς  στο  [α,β],  επο¬ 
μένως  από  τη  σχέση  (ί)  προκύπτει: 


ί» 


α  +  β 


<( 


0χ</°  8<»)  +  6(«  +  Ρ-»)(|χ  « 


7 


α 


(  )ληκ.λΐ||>)ΐΐ)Π κ< ΐ' .  Λογιομό 


<=>  (β  -  <*)  & 


(α  +  βϊ  1 

2  “2-1 

I  ;  α 


§(χ)  όχ^-^  ]  β(α  +  β-χ)όχ 


α  +  &)  Η5 

<=>  (β-α)Β  <]  §(χ)  όχ 

\  )  α 
*  ΓΡ 

διότι  £(χ)  όχ  =  ]  §(α  +  β  -  χ)  όχ 
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Να  αποδείξετε  ότι; 


,%οοο 


χί'(ημ,χ2000^  άχ  = 


4000 


%ηοο 


ί  (ημ2000^  (1χ 


Λύση 

Θέτουμε  π-2000χ=2000ΐ 


Για  χ=0  ==>  Ιι  = 


1  ί νΛ  Α— V  — /  Μ  “  2000 

Για  χ  =  2000  =>  12=0 

και  όχ  =  -όΐ  .  Άρα 

"/ζοίϊα  /%οο«  τγ-20001: 

χ  ί  (ημ2000χ)  ϋχ  =  — ΑΛΛΑ — ί  (ημ  (π  -  20001))  όϋ 

ο  η  2000 

Γ%)00  Λ  0  041 

=  2δδδ  4  { (η  μ  20000  “ ί  1  ί  (η  μ  20001 > 

Επομένως 

2'/2000  _  2^2000 

]  χί  (ημ2000χ)  <^χ~  4Ό00  4  ί  (ημ2000χ  )  όχ 


ΜΚ 


<  )λοκλΐ|ρωηκός  Λογισμός 
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Λν  τα  α(χ),  β(χ),  γ(χ),  δ(χ)  είναι  πολυςονυμα  του  X,  δείξτε  άτι 
η  παράσταση 

ί  α(χ)  γ(χ)  <1χ  β(χ)  δ(χ)  άχ-Γ α(χ)  δ(χ)  άχ  Γ β(χ)  γ(χ)  άχ 

ι  ι  ι  ι 

ι  χ»’  ι.  παράγοντα  το  (χ-ΐ)4. 

Λυ<τη 

Ίπιτο>  άτι  η  παράσταση  είναι: 

Γ(χ)  =  |* α(χ)  γ(χ)  άχ|* β(χ)  δ(χ)  οΐχ  —  ^ α(χ)  δ(χ)  όχ  |* β(χ)  γ(χ)  άχ 
ι  ι  ι  ι 

Το  Γ(χ)  είναι  κι  αυτό  ένα  πολυώνυμο  του  χ,  με 

Γ(χ)  =  α(χ)  γ(χ)  |  β(χ)  δ(χ)  όχ+  β(χ)  δ(χ)  α(χ)  γ(χ)  όχ¬ 
ι  ι 

-  α(χ)  δ(χ)  β(χ)  γ(χ)  άχ-  β(χ)  γ(χ)  |  α(χ)  δ(χ)  άχ 

ι  ι 

Γ(χ)  =  α'  (χ)  γ(χ)  β(χ)  δ(χ)  άχ  +  α(χ)  γ'(χ)  β(χ)  δ(χ)  άχ  + 

1  1 

-ι-  α(χ)  γ(χ)  ■  β(χ)  δ(χ)  +  β'(χ)  δ(χ)  α(χ)  γ(χ)  άχ  + 

+  β(χ)  δ'(χ)  α(χ)  γ(χ)  άχ+  β(χ)  δ(χ)  α(χ)  γ(χ)  - 
ι 

-  α'(χ)  δ(χ)  β(χ)  γ(χ)  άχ  -  α(χ)  δ'(χ)  β(χ)  γ(χ)  όχ¬ 

ι  ι 

-  α(χ)  δ(χ)  β(χ)  γ(χ)  -  β'(χ)  γ(χ)  |*  α(χ)  δ(χ)  όχ  - 


+-  · 


( )λοκλΐ|(χοηκ<κ,  Λογιομος 


53<) 


-  β(χ)  γ'(χ)  α(χ)  δ(χ)  όχ~  β(χ)  γ(χ)  α(χ)  δ(χ) 

ι 

Γ(χ)  =  α'(χ)  γ(χ)  Γ  β(χ)  δ(χ)  όχ+  α(χ)  γ'(χ)  Γ  β(χ)  δ(χ)  όχ  + 

ι  ι 

+  β'(χ)  ό{χ)  α(χ)  γ(χ)  όχ  +  β(χ)  δ'(χ)  α(χ)  γ(χ)  (1χ- 
1  ι 

-  α'(χ)  δ(χ)  |*  β(χ)  γ(χ)  όχ -  α(χ)  δ'(χ)  β(χ)  γ(χ)  άχ  - 

ι  ι 

-  β'(χ)  γ(χ)  α(χ)  δ(χ)  άχ-  β(χ)  γ'(χ)  α(χ)  δ(χ)  άχ 

ι  ι 

Γ"(χ)  =  α"(χ)  γ(χ)  β(χ)  δ(χ)  όχ  +  α'(χ)  γ'(χ)  β(χ)  δ(χ)  όχ-ι- 

ι  ι 

+  α'(χ)  γ(χ)  δ(χ)  β(χ)  +  α'(χ)  γ'(χ)  β(χ)  δ(χ)  <1χ  + 

ι 

+  α(χ)  γ"(χ)  β(χ)  δ(χ)  όχ-Η  α(χ)  γ'(χ)  β(χ)  δ(χ)  + 

] 

+  β"(χ)  δ(χ)  α(χ)  γ(χ)  ϋχ  +  β'(χ)  ό'(χ)  ]  α(χ)  γ(χ)  άχ  + 

ι  ι 

+  β'(χ)  δ(χ)  α(χ)  γ(χ)  +  β'(χ)  δ'(χ)  α(χ)  γ(χ)  άχ  + 

+  β(χ)  δ"(χ)  |  α(χ)  γ(χ)  άχ+  β(χ)  δ'(χ)  α(χ)  γ(χ)  - 
ι 

X  X 

-  α"(χ)  δ(χ)  Γ  |ί(χ)  γ(χ)  -  α'(χ)  δ'(χ)  |  β(χ)  γ(χ)  ϋχ  - 

1  1 

-  α'(χ)  δ(χ)  β(χ)  γ(χ)  -  α'(χ)  ό'(χ)  β(χ)  γ(χ)  όχ¬ 

ι 

-  α(χ)  δ"(χ)  Ρ(χ)  γ(χ)  άχ- α(χ)  δ'(χ)  β(χ)  γ(χ)  - 

ι 

-  β"(χ)  γ(χ)  α(χ)  δ(χ)  άχ-  β'(χ)  γ'(χ)  α(χ)  δ(χ)  άχ- 


( )ληί'λΐ|ι»'ΐηκ<ίς  Αογίΐΐμος 


>40 

-  (Ί'(χ)  γ(χ)  α(χ)  δ(χ)  -  β'(χ)  γ'(χ)  |  α(χ)  δ(χ)  ιίχ  - 

ι 

-  β(χ)  γ"(χ)  Γ  α(χ)  δ(χ)  δχ-  β(χ)  γ'(χ)  α(χ)  δ(χ) 

ϋ  ι 

Παρατηρούμε  ότι:  ί(1)  =  Γ(1)  =  ί"(1)  =  ί^(1),  δηλαδή  το  (χ-1)4  είναι 
παράγοντας  του  ί(χ). 
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Λν  για  γους  νΧν  πίνακες  Α,Β,Γ  ισχύουν: 

Α  +  Β  ■+■  χΑΒ  =  0 

Β  Η-  Γ  Η-  χΒΓ  =  0  για  κάθε  X  Ε  Κ* 

Γ  -ι-  Α  +  χΓΑ  =  0 

(ί)  Να  αποδείξετε  ότι  ΑΒ“ΒΓ”ΓΑ 

(ίί)  Έστω  τα  πολυώνυμα  Γ(χ)  =  |χΑ  +  Ι|,  £(χ)  =  |χΒ+Ι|  και 

Ιι(χ)  =  |χΓ+Ι|,χ€  Κ* 

Αν  για  κάθε  (X,  β,γ  ,6ε  Κ.  ισχύουν: 

0 

α 

να  αποδείξετε  ότι  (Χ==  β=γ=δ. 

Λύση 

(ί)  Ίϊχουμε: 


Γ(χ)  (]χ=  0 


γΥ 


|  £(χ)άχ=0  ,  |  ίι(χ)άχ=0 
Ρ  υ 


( >ΛοΗληοΐιΗΐΗθί,  Λογισμός 


5ΊΙ 


χ  ΑΒ= -Β - Β 
χΒΓ -  -  Β  -  Γ  · 
χΓΑ=  -  Γ  -  Α 


χΓΑΒ=-ΓΒ-ΓΑΊ 

χΓΑΒ=-ΑΒ-ΓΒ| 


=>  ΓΒ  =  ΓΑ  (1) 


και 

χΑΒΓ=-ΑΓ~ΑΒ' 

χΑΒΓ=  -  ΑΓ  -  ΒΓ|  =>  ΑΒ  =  ΒΓ  (2) 

Από  τις  σχεσεις  (1)  και  (2)  προκύπτει  ΑΒ  =  ΒΓ  =  ΓΑ 
(ΐΐ)  Επειδή 

(χΓ  +  Ι)(χΑ  +  Ι)  =  χ(χΓΑ  +  Γ Ί~Α)  +  Ι  — I 

^ - V,  1 

0 

και 

(χΑ  +  Ι)(χΒ  +  ϊ)  =  χ(χΑΒ  +  Α  +  Β)  +  Ι  =  ί 

> - σ - 1 

0 

προκύπτει: 

[χΑ  +  Ι|^0  ,  |χΒ  +  Ι|^0  ,  |χΓ4·Ι|^0 

Για  τα  πολυώνυμα  Γ(χ),  «(χ),  Η(χ)  ισχύει  το  0.  Μ.Τ.  του  ολοκληρωτι¬ 
κού  λογισμού,  άρα: 

/  ί(χ)  άχ  =  (β  -  α)  ί  (ξι)  =  0  όπου  α<ξ2<β 

α 

/  β(χ)  Βχ=  (γ  -  β)  §  (|2)  =  0  όπου  β<ξ2<γ 

α 


και 

Γ* 

]  ίι(χ)  όχ=  (δ -γ)  1ι(ξ3)  =  0  όπου  γ<ξ3<δ 
γ 

Αλλά  ί(ξ\)^0,  β(ξ2)^0  και  1ι(ξ3)^0 
Επομενο)ζ  α  =  β  =γ -δ. 
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Η  συνάρτηση  Γ  είναι  συνεχής  στο  διάστημα  [α,β]  και  ισχύει  άτι: 


Οληκληροιτικός  Λογισμός 


542 


Γ(χ)  +  Γ(α  +  β-χ)  =  ο 

για  κάθε  ΧΕ  [β,β],  όπου  Ο  σταθερός  πραγματικός  αριθμός.  Να 
αποδείξετε  ότι: 

Γ(χ)  άχ=  (β  -  α)  {(—$-)  =  (ί(α)  +  ί(β)) 


(Κ.Ε.Γ.Ε.  Ιούνιος  1996,  1Λ  δέσμη) 


Λΰ(τη 

Ί'.χομε: 

/  ί(χ)  όχ  + ί(α  +  β  -  χ)  όχ  =  ο  |  όχ 
«»α  α 

επειδή 

/  I (χ)  όχ  =  ^  ί(α  +  β  -  χ)  όχ 


·/ 


α 


διότι  αν  θέσουμε  α  +  β-χ  =  I  προκύπτει: 

|  Γ(α  +  β  -  χ)  άχ=  -  Γ(1:)όΙ  =  |  1(1)01.-^  ί(χ)  όχ 


Ιί 


α 


α 


επομένως 
-ί* 


Γ(ι  Ρ  β  -  α 

2]  Γ(χ)  όχ=  ο  (β  -  α)  ]  ί(χ)όχ=ο·^— ~ — 


«.< 


α 


Για  χ  = 


α  +  β 


η  αρχική  γίνεται 


α  +  βλ  Γ/  Λ  α  +  β. 
Κ~^)  +  ί(α+β— =  ο 

ά(>« 

ίΙ*  α  +  β 

)  ί(χ)  (Ιχ  =  (β  -  α)  ί  ( — χ-*-) 


-,,α  +  β 
2ί( — ^ — )  =  ο 


«< 


Για  χ  =  α  η  αρχική  γίνεται 
Ι(«)  +  ί(β)  =  ο 


Ολοκληρωτικής  Λογισμός 
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/  Ι(χ)  ιΐχ  =  --γ—  (ί(«)  +  ί(β)) 

α 
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Θεωρούμε  τους  πραγματικούς  αριθμούς  (X,  β  με  0<(Χ<β,  τη 
συνεχή  συνάρτηση  ί:  (0,+οο)— για  την  οποία 

ί(1)  άΙ  =  ο 

α 


1  Γ* 

και  τη  (Συνάρτηση;  §(χ)  =  2  Η —  ί(ί)  άί  ,  ΧΕ  (0,+  °°) . 

X 

α 

Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ενα  τουλάχιστον  Χ<,Ε  ((Χ,β)  τέτοιο,  ώστε 
να  ισχύουν: 

(α)  Η  ε (ραπτόμενη  της  γραφικής  παράστασης  της  συνάρτησης  §  στο 
σημείο  (Χο5§(Χο))  να  είναι,  παράλληλη  στον  XX. 

(β)  §(χ„)  =  2+ί(χ„) 

(Ιούνιος  ]9()5) 


Λύση 

(α)  Είναι  η  £  παραγωγίσιμη  στο  [α,β]  και 

8(α)  =  2  +  ^  /°ϊ(ι)  <31-2  ,  8(β)  =  2  + 1  |  ί(ΐ)  <11=2 

δηλαδή 

δ(α)  =  §(β)  ο>στΕ  β'(χο)  =  0 

που  σημαίνει  η  εφαπτομε'νη  στο  (χ0,β(χ0))  είναι  παράλληλη  στον  χ'χ. 
(β)  Είναι: 


( )ληκληρωτι.κής  Λογισμό; 


544 

χ  μ(χ)  =  2χ  + 1  ϊ(£)  άΐ  άρα  §(χ)  Η-  χ  μ'(χ)  =  2  +  ΐ(χ) 

ο 

συνεπούς 

κ(χιι)  +  χο  §'(χο)  =  2  +  ί(χο)  =>  §(χο)  =  2  +  ί(χ,)) 


ΘΕΜΑ 


229 


Ίί(ΤΤΟ)  1:  [α,β]— >Κ  συνεχής  και  δύο  φορές  παραγωγίσιμη  με 
Ι(β)=Γ(β)  =  0.  Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ξ<=  (α,β)  τέτοιο, 


ώστε 


·|ΐ 


|  ί(χ)  (1χ  = 


β  —  α 


(I  -  α)2  ί"(!) 


α 


Λύση 


Θεωρούμε  βοηθητική  συνάρτηση 

Ι»(χ)  =  (X  -  β)  1  ί(1)  <31  -  ^  ί  (( - (1)2  Π*)  ^ 

α  α 

Έχουμε 

Ιι(α)  =  (α-β)|  ί(1)ά\ 

(ί 

Ι'(β)  =  -^Έ}α-α)2Π0<Ιι  = 


α 


β  -  Ο  Γ 
2 

β  -  «  Γ 


(ι  -  α)2  Γ(() 


I5  β^Ι*5 


+  1 


2(1  -  α)  {'(£)  άί  = 


α 


α 


2(1  -  α)  ί(()] 


β 


α 


β  -α 


ί 


2Γ(1)  (Η  - 


α 


Ολοκληρωτικοί;  Λογισμός 


Μδ 


Ρ  Α 

ί(1)  <31  =  α  -  β)  ]  ί(0  <31 

α  (ΐ 

Άρα  ίι(α)  =  Η(β). 

Σύμφωνα  με  το  θ.  Κοίΐβ  Υπάρχει  ξε(α,β)  τέτοιο,  ώστε  Ιι'(ξ)=() 
Επειδή  Κ'(χ)  =  |^  ί(1)  άΐ-^—^-  (χ  -  α)2  Γ'(χ) 

έχουμε  |  ί(χ)  άχ  =  ^ρ·  (ξ  -  α)2  Γ(ξ) 


ΘΕΜΑ 


Έστω  8-  [0*+°°)— >Κ  μία  πραγματική  συνάρτηση  δυο  φορές  πα- 
ραγο)γίσιμη  στο  [0,  +  οο)  με  8(χ)>0  για  κάθε  Χ>0.  Αν  £  '(χ)>0 

και  —  ^(χ)  Υια  κάθε  Χ>0  και  §  (0)  — §(0)  =  1,  να 

8(*) 

αποδείξετε  όχι  §(χ)5;€χ  για  κάθε  Χ>0. 


Λύση 

Έχο»μι  =,  1“® 

8Μ  (00  \  8» 

=>  Γ  (1ηβ'(υ))' όυ<  Γ  (1ηβ(υ))'ε1υ  => 
ο  ο 

=>  1η  §'(χ)  -  Ιη  β'(0)  <  1η  §(χ)  -  1η  β(0)  =}■ 

=>  1η8'(χ)<ΙπΒ(χ)  «  1  => 

§00 

=>  => 
ο  8(0  ο 


άη<Γ^όη 

Κ  πίιΛ 


0  8(“) 


ο  8(0 

Γ  (1η  §(())'  άι<  Γ  όΐ  => 

ο 


^  1ηβ(χ)<χ  => 

'>  μ(χ)^οχ 
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Να  βρεθεί  η  πραγματική  συνάρτηση  §:Κ— >Κ,  με  συνεχή  και 
£  (0)  =  £(0)  Υια  τΎ1ν  οποία  ισχύει: 

€11  §"(ιι)  <ϊιι  =  2000ε2χ-  εχ  §(χ)  +  |εα  §(α)  άυ  (I) 
ο  % 

για  κάθε  ΧΕ  Κ.. 

Λύση 

Για  χ=0  η  δοθείσα  σχέση  δίνει  £(0)  =  £'(0)  =  2ϋ00  (λόγω  υπόθεσης) 
παραγωγίζ όντας  ως  προς  χ  παίρνουμε 

βχ  ^"(χ)  =  4000 β2χ  -  οχ  §(χ)  -  οχ  £'(χ)  +  βχ  £(χ)  <=> 

Ο  οχβ/,(χ)  +  βχβ,(χ)  =  4000ο2χ  => 

(β/(χ)  +  ^(χ))/=(40006χ)/  => 

==>  £'(χ)  +  β(χ)  =  4000 6Χ  +  ο 
Για  χ  =  0  παίρνουμε  ο  =  0  οπότε 

εχ  μ'(χ)  +  οχ  §(χ)  =  4000 ©2χ  ή 
(οχ  β(χ)Χ  -  (2000ε2χ)/  =>  6χβ(χ)<200θ€2χ+ς 
από  όπου  για  χ  =  0  παίρνουμε  ο-0,  οπότε  με  τύπο 

^(χ)  =  2000εχ 
ικανοποιεί  τη  σχέση 


( )λοκληρι«πικ<κ,  Λογισμός 
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£"(ιι)  όΐι  =  2000©ΧΑ  -  οΑ  £(χ)  +  Γ  €υ  £(υ)  όυ  για  κάθε  χε  Κ 
ο  ,,ο 


^  ^Ι'  \  „1._  ΛΑΛΑ  _2λ'  _Χ 
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Έστω  [1998,1999]— μία  πραγματική  συνάρτηση  δύο  φορές 
παραγωγίσιμη  στο  [1998,1999]  με  §(1998)  =  0  .  Αν  η  £  στρέψη 

τα  κοίλα  κάτω,  να  αποδείξετε  ότι: 


4999 


X  1  £(χ)  >  ^  £  (1999)  για  κάθε  Χ>1998 


1998 


Λΰση 

Εφαρμόζουμε  το  θ.  Μ.Τ.  στο  [1998, χ]. 

Υπάρχει  χοξ(1998,χ)  τέτοιο  (ώστε 
£(χ)  -  β(1 998)  =  (χ  Ί 998)  β'(χο)  ( 1) 
επειδή  %'  γνησίως  φθίνουσα  και  1998<χο<χ  προκύπτει 
δΤ1998)>£(χ0)Υ(χ) 

Η  σχέση  (1)  γράφεται 

είχ^  χ  —  1 998 

β(χ)>(χ-1998)β'(χ)=*  ^^(χ) 


.1999 


\  χ 


X  X 

1999  χ-  1998 


§'(Χ)  θχ 


1998 


1998 


^  ,  χ-  1998  ^  1 

Επειδή  - > -ζ  έχουμε 

X  ^ 


.1999  1  1999  . 

I  χ“'β(χ)θχ>^|  ε'(χ)θχ  =  χ  8(1999) 
1 998  ^  1  ^ 


1999  , 

Άρα  χ“  1  £(χ)  όχ>  £(1999) 

^  1998 


1998 
1 
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Υποθέτουμε  ότι  0<01<β<€.  Δείξτε  ότι: 


β·1  -  ο“  -  1 

- <-*—  (β  +  α)  +  1  (ΐ) 

ρ  -  α 


Λυ<Γη 


Η  παραπάνω  ανισότητα  (1)  είναι  ισοδύναμη  με  την 
ο"  -  -^2^- (β2  -  α2)  +  β  -  α  ή 

^  ο*  <1  χ  <  ^  (β2  -  α2)  +  β  -  α  ή 

/  ι;"  ϋχ (β2  ~  α2)  -  (β  -  α)  <  0 

<4 

Έστω  η  συνάρτηση  Ρ,  με  τύπο 
Ρ(χ)  =  ]*  61  ιΐί  -  ~~2^~  ~  α^)  “  (χ  _  α)  Χ£  1°  ι  °] 


Η  συνάρτηση  Ρ  είναι  παραγωγίσιμη  με 

6ε  __  1  0Χ  _  ί 

Γ(χ)  =  6χ-2χ-^--1  και  Ρ"(χ)  =  βχ— —  (3) 

Εφαρμόζοντας  το  θ.  Μ.Τ.  για  τη  συνάρτηση  1ι(χ)  =  εχ  στο  [Ο,ο] 
προκύπτει  ότι  υπάρχει  ξσ(Ο,ο)  τέτοιο  ο>στε 


, „  χ  1ι(ο)  -  >ι(0)  , 
ΐι  (χ) - - ι -  η 


= 


&ε-1 


(ϋ 


0  '  ο 

Από  τις  σχέσεις  (3)  και  (4)  έχουμε 
Ρ"  (χ)  =  εΧ-6ξ 

Για  χ<ξ  (Ο,ξ)  έχουμε  Ρ"(χ)<0  και  για  χ€  (ξ,ο)  έχουμε  Ρ"(χ)>0. 
Συνεπώς  η  συνάρτηση  Ρ  είναι  γν.  φθίνουσα  στο  | Ο,ξ )  και  γν.  αΰξουσα 

στο  |ξ,υ|,  ενώ  ¥'(0)  =  Έ'(ο)-0.  Για  κάθε  χο|0,υ|  είναι,  Ρ(χ)<0,  οπότε 
η  συνάρτηση  Ρ  είναι  γν.  ορθίνουσα  στα  διάστημα  |0,ο|.  Συνεπώς 


( >ληκληρωτικός  Λογισμός 
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Ρ(«)>Ρ(Ρ)  ή  0>/  6χί1χ~\Γί(β2-α2)-(β-α) 

α 

οπότε  αποδείχτηκε  η  σχέση  (1). 
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Έστω  §  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  στο  [0,  +  οο)  με  §(χ)>0  για 
κάθε  χ>0  Αν  το  εμβαδόν  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  την  0μ, 
τους  άξονες  XX  και  ^  $  την  ευθεία  Χ  =  <Χ>0,  είναι: 

Ε(α)  =  6α-§(α)  για  κάθε  α>0  με  Ε(0)=0, 

να  βρείτε  τον  τόπο  της  §  για  κάθε  Χ>0. 

Λύση 

Είναι  Ε(α)  =  οα-μ(α)  <ί=>  ]  §(χ)  άχ- βα - £(α) 


έχουμε  ^  β(χ)  όχ  =  ^5α-β(α)^  <=>  β(α)  =  €α  -  β'(α)  <=> 
<=>  β'(α)  +  £(α)  =  &α  <=>  οα  §'(α)  +  βα  £(α)  =  ε2α  <=> 

<=*·  (εαβ(α))'=4(β2“)' 

Άρα  βσ  (8(α)  =  ·|  β2“  +  ο  ,  ο  ε  Κ.  και  α>0. 

1  1  1 
Για  α-0  β(0) =  ^  +  ο  <=>  1  - Ε(0)  -  ^  +  €  ^  °~2 

ο2α  + 1 

Επομένως  §(α)  = - —  ,  α>0. 

2ο 

Διαφορετικά 
€2Χ+1 

§(*)  =  .  χ  - 
2  ο 
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£το  κλειστό  διάστημα  [0,1]  ,  έστω  η  συνάρτηση  ϊ  έχει  συνεχή  προπη 
παράγοιγο  και  ικανοποιεί  τη  σχέση;  0<Γ(1)<1  με  1(0)  =0.  Να 


(αποδείξετε  ότι: 


(Ραίηαιη  Εχαηι.  1973) 


Λΰ(Τη 


V 


.2 

\  Λ 


Ίΐοτω  Ρ(χ)  =  ]  ί(ΐ)  άί 

1° 

Κχουμε  Ρ(0)=0  και 
) 


-]  (ί(ΐ))3  άΐ  για  κάθε  0<  1<  1 


"■«-2(ί 


ί(ΐ)<ΗΙί(χ)-(Γ(χ)Γ  =  ί<χ) 

θΓ.<ιΐ(.>ούμε  0(χ)  =  2|Χ  ί(1)  <3ί  —  (ί(χ))2  για  κάθε  0<χ<1 


Κ 


ί(ί)  (ΐ(χ))2 


Οπότε  0(0)  =  0  και 
Ο'(χ)-2Γ(χ)-2£(χ)Γ(χ)  =  2ί(χ)(1-Γ(χ))>0 
(διότι  Γ(χ)>0  και  1-Γ(χ)>0  από  υπόθεση). 

Άρα  η  Ο(χ)  είναι  αυξουσα  για  χ>0. 

Ιίπειόή  χ£θ  =>  0(χ)>0(0)  =  0 

Κπομένως  και  η  Ρ(χ)  είναι  αυξουσα  για  κάθε  χ>0  δηλαδή 


Ρ(χ)>Ρ(0)  =  0 


για  κάθε  0<χ<1. 


( )λοκλιΐρίι»τΐΜ(^ς  Λογισμός 
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Να  αποδείξετε  ότι: 


χημχ 
0  1  +  ημ?χ 


"Λ 


άχ 


=  *Γ  -Π»ν<ΐχ 

ο  1  +  ηιτχ 


Λΰση 


=Γ  -^-«ι* 

ο  1 +ημχ 


Έστω  Ιι  =  |  ’ΙΓ~2  ιΐχ  ,  Ιι  =  π  ί  - 

%  1 


τιμχ 


άχ 


0  1+ημχ 


Θετού  με  γ  =  π-χ  οπότε 
-γ)ημγ 


ι.=Γ^ 

\  ι 


ο  ι+ημγ 

<=>  2Ιχ  =  Ι2  +  π 


όχ  =  π  Γ  - 

“η  1 


ημν 


ο  ι +ημ γ 


2~<1γ-Ιι  <=> 


=  Ϊ2  +  π  |  - 
ο  1 

Άρα  1 1  =  Ι2  . 


[  -^άγ= 
%  1 +ημ υ 

-^ν<3χ  =  2Ι2 

+  ημ  χ 
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Να  βρεθεί  η  συνεχής  συνάρτηση  ί  για  την  οποία  ισχύει: 

4 

]  β1  Χ  ί(χ)  ί!χ  =  ί(χ)  +  €χ  για  κάθε  Χ£  Κ 
0 

Λΰση 

Επειδή  το  ολοκλήρωμα  ί’ β1  Γ(χ)  ιΙχ  =  ο 


(Ιούνιος  !99()) 


552 


Ολοκληρωτικός  Λογισμό 


ί  Λ 


εχουμε 


|  οι-Χί(χ)<Ιχ 


\  / 
χ  >  & /..\< 


Χλ/ 


=  (Γ(χ)  -I-  ο  ) 


>0  -  Γ(χ)  -ι-  ο  =>  {'(*)'=(-£') 

4 

Λρα  η  αρχική  δίνει  ]  €1  Χ  (-6Χ+ ο)  όχ- ο  <=> 


Γ(χ)  =  ”θλ  +  ο  όπου  οε  Κ. 


ο 


Γ  Γ 

ο  -ο]  ι!χ-ε]  ε1  "χ  (ί  - χ)'άχ=:  ε  <=> 
ο  ο 


-  ο-  ^ 


1 


ο1  Χ1  =ο  <^>  -  6-  ο  (1  -  ο)  =  ο  <=> 
-I 


Λρα  Γ(χ)  =  €  + 


0 

χ  €) 


6  —  2 


6-2 


για  κάθε  χε  Κ. 
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Αν  η  συνάρτηση  §  είναι  συνεχής  στο  διάστημα  [1998,1999]  >  να 

αποδείξετε  ότι  υπάρχει  τουλάχιστον  ένα  Χο€!  (1998,1999)  τέτοιο, 

Γ^) 

§(χ)  (Ιχ+  ]  §(χ)  άχ=  3  *  997-  2χο 


1998 


1999 


Λύση 

θεωρούμε  τη  συνάρτηση  Κ(χ)=|Χ  β(ι)όί  +  ]Χ  §(1)  άί- 3.997+  2χ 

1998  199 

η  οποία  είναι  συνεχής  στο  [1998,1999]  και  ισχύει 

19998  1999 

|ι(|<)9Η)  =  ]  §(χ)άχ-1  και  1ι(1999)  =  |  §(χ)  άχ  +  1  =  -  β(1998) 

1999  1998 

Λ( ><  ι  Ιι(Ι998)  Ιι(1999)  =  -β2  (1998)  <  0 

Λρα  σύμφωνα  με  το  0.  ΒοΙζ?ιπο  υπάρχει  χοξ  (1998,1999)  τέτοιο,  ώστε 
Ιι(χο)=-(),  που  (ΐημαίνει 


:  /  λ 


Ολοκληρωτικός  Λογισμός 


Λο 


|  §(1)01  +  ]*°  β(0  όϋ-3.997+2χί)- 0  <=» 

1998  1999 


<=> 


ί 


Λ» 

§0)01+]  £(£)  άί  =  3.997-  2χο 

1998  ^ 1 99 


ΘΕΜΑ  239 


Έστω  η  συνάρτηση  ί:Κ.— >Κ,  ώστε; 

ί(χ+γ)ί(χ-^)  =  Ρ(χ)-ί2(5')  (1) 

(ΐ)  Να  δειχθεί  ότι  ί  είναι  περιττή. 

Γα 

(ϋ)  Αποδείξτε  ότι  I  Γ(χ)  <3χ~  0  για  κάθε  <ΧΕ  Κ. 

-  α 


Λύση 

(ι)  Η  (1)  για  χ-γ=0  δίνει  ί2(0)-ί2(0)-ί2(0)  ή  Γ2(())-0  ή  ί(0)=(> 

Για  γ— >-χ  η  (1)  δίνει 

Γ(0)ί(2χ)  =  ί2(χ)-ί2(-χ)  ή  Γ2(χ)  =  Γ2(-χ)  ή 
Γ(χ)  =  Γ(-χ)  ή  Γ(-χ)  =  -ί(χ) 

Αν  ((χ)  =  £(-χ)  (2)  τότε 

Η  (1)  για  χ-+0  και  γ~ >χ  δίνει 
ί(0 + χ)  ί(0-χ)  =  ί2(0)  -  Τ2(χ)  ή 
ί(χ)ί(-χ)=ί2(0)+(χ) 

και  λόγω  της  (2)  )'2(0)=2ίζ(χ)  ή  2ΐζ(χ)  =  0  ή  ί(χ)  =  0 

οπότε  ί(χ)=ί(-χ)=-ί(χ)  =  0 

Αρα  σε  κάθε  περίπτωση  για  κάθε  χ,-χεΚ  ,  ισχύει 
ί(-χ)  =  -ί(χ) 

δηλαδή  η  ΐ  είναι  περιττή  στο  Κ. 

(ϋ)  Επειδή  ί(-χ)--ί(χ)  έχουμε 
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Υποθέτουμε  ότι  η  ΐ  είναι  μία  συνεχής  συνάρτηση  για  κάθε  Χ€  Κ, 
έτσι  ώστε  να  ισχύει: 

Γ*  ν1998  ^2000 

ί™*=1  ί2^άί  +  Ί998+2^  +  € 

0  χ 

όπου  ^  είναι  μία  σταθερά.  Να  βρείτε  τον  τΰπο  της  Γ(χ)  καθώς  και 
την  τιμή  της  σταθερός  Ο, 

Λύση 


'  Πχ<  >υ  με  ί(χ)  =  -χ2ί(χ)  +Χ1 997  +  χ1 999 
<:  >  Γ(χ)  4-  χ2  Γ(χ)  =  χι997+  χ1999  <=> 

<>  (1-ι-χ2)ί(χ)  =  χ1997+χ1999 


<*  Γ(χ)  = 


χΙ997+χ1999 


1  +Χ2 


χ199?(1+χ2)  1997 

1  +  χ2 


Για  χ=Ι  η  αρχική  γίνεται 

Γ1  1  1 

!, Ι(χ)  <Ιχ=  1998+  2000  +  Ο  ^ 

ο  70χ  =  }9$8+  2000+<~·  ^ 

ί  1  11 

*  *  '  1908  2000 +  1998  2000 


Έστω  η  συνάρτη  Γ:(0)<>^)— >Κ  με  ί(χ)  —  Χ-βΙϊΙΧ 
(ϊ)  Να  παρασταθεί  γραφικά  η  ί. 

(ϋ)  Να  βρεθεί  το  εμβαδό  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  τν| 
γραφική  παράσταση  της  Γ,  του  άξονα  Οχ  και  τις  ευθείες  X  =  1  , 

Χ“6. 

(ϋϊ)  Να  δειχθεί  ότι 

Λύση 

(ί)  ί(χ)  - 0  <=>  χ-ο1ηχ=0  <=>  )ηχ=  <ί=>  χ-ε 

Άρα  η  γραφική  παράσταση  της  ί  διέρχεται  από  το  σημείο  Α(β,Ο). 

Η  ί  είναι  συνεχής  και  παραγιογίσιμη  στο  (0,°°) 

ί'(χ)  =  1  -  - 

X 

Γ(χ)  =  0  <=>  χ  =  ο 

Γ(χ)>0  αν  χΕ(β,οο)  και  Γ(χ)<0  αν  χ€(0,6) 

Αρα  η  ί  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο  (ο,*®)  και  γνησίως  φθίνουσα  ατο 

(0,6). 

ί"(χ)  -  4 

X 

Η  εξίσωση  Γ'(χ)  =  0  δεν  έχει  πραγματικές  ρίζες,  οπότε  δεν  υπάρχουν 
σημεία  καμπής. 

Γ'(χ)>0  για  κάθε  χ€{0,^) 

Άρα  η  γραφική  παράσταση  της  ί  στρέφει  τα  κοίλα  άνω  στο  (0,°ο) 
Επειδή  Γ(ο)  =  0  και  Γ'(&)>0  προκύπτει  ότι  η  ί  έχει  τοπικό  ελάχιστο 
στο  X— 6,  το  ί(€)  =  0 

1  ΐχη  ί(χ)  =  1  ί ΙΏ  (χ  -  6  Ιιιχ)  =  Ιίπι  X 

X  — >  <Χ>  X  — *  03 


X  — >  οα 


.  1η  χ 
1  “  ο - 

X 
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Ιϊηι 

X 


ί 


I  — ο  I  ϊ  ιϊι 


χ  — >  <» 


Ιη  χ 

χ 


Λ 


—  Ιΐιη  χ 


X  — *  ΟΟ 


η 

X 


1-6  1  ΐ Γη  γ 

X  -4  οο 


V 


=  +  00 


Λ(_μ ι  δεν  υπάρχει  οριζόντια  ασύμπτωτη 


7 


X 


1ίη,Μ  =  Ν,η 


1-6 


Ιηχδ 


χ 


-7 


χ  > 


-  Ιίιτι 

λ'— »  <*> 


/ 


1-6 


Ιπχ^ 


=  1 


X  X 

'  V  7 

Ιϊηι  (Γ(χ)  -χ)  =  Ιϊγπ  (χ - β Ιπχ-χ)  -  -  6 Ιϊγπ  (1ηχ)--<*> 

X  >  ■*«  X  —>  X  -4  “ 

Λρα  η  γραφική  παράσταση  της  ί  δεν  έχει  πλάγιες  ασύμπτωτες 


I ί ιυ  ί(χ)  —  I ϊ ιύι  (χ- 6  Ιηχ)  =  +  <χ> 
χ  ·  >  0  χ  — >  0 

Λ  ■·  II  χ  >0 

Συνεπώς  η  ευθεία  χ-0  είναι  κατακόρυφη  ασύμπτωτη  της  γραφικής 
παράστασης  της  ί. 


*ίΐ)  Το  ζητούμενο  εμβαδό  είναι 

Ι{  ί(χ)  (1χ  ,  Γ(χ)>0  για  κάθε  χξ|Ι,ο| 

ι 
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Γχ  Ιηχ 

-  όχ=  β  1η €  - 

ί  ϋ 

1  ι 

Άρα  Ε  - 


χ 


*2  1 

°  2  2  6~ 


=  ο-  (β-1)  =  1 

€2-2ε~-1 

2 


(ΐϋ)  Επειδή  ε<π  και  η  Γ  είναι  γν,  αύξουσα  στο  (β,°ο)  προκύπτει  <^Τ(. 

ί(ε)<ί(π) 

δηλαδή 

0<π-οΙηπ  <=>  οΙηπ<π  <=>  1ηπ^<π  <=> 

<=>  1η  <  1η  βπ  <=>  π  <  επ 


ΘΕΜΑ  242 


χ+*^ 

(ϊ)  Να  παρασταθεί  γραφικά  η  Γ. 

(ϋ)  Να  βρεθεί  το  εμβαδά  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  τη 
γραφική  παράσταση  της  ί  τον  άξονα  Οχ  και  τις  ευθείες  Χ  =  -1, 

χ=1 

(ΐϋ)  Να  βρεθεί  το  μήκος  της  γραφικής  παράστασης  της  ί. 


Δίνεται  η  συνάρτηση  με  ί(χ)  = 


Λύση 

ί(χ)  =  1^  +  ε-ή  ,  χ  ε  [-1,1] 


Ολοκληρωτικός  Λογισμός 
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Γ(χ)  =  0  «  ^  ίο* +  (Γ  *)=  0 

ί(0)=|(Ι  +  1)  =  1 


δεν  έχει  πραγματικές  ρίζες 


Λρα  η  γραφική  παράσταση  της  ί  διέρχεται  από  το  σημείο  Α(0,1)· 

Π  ί  είναι  συνεχής  και  παραγωγίσιμη  στο  [-1.1]· 

1 1  ί  είναι  άρτια,  διότι  για  κάθε  χξ  [-1,1]  =>  -χε  [-1,1]  και 

Κ-χ)4(^  +  ^  =  ί(*) 

Συνεπούς  η  γραφική  παράσταση  της  ί  είναι  συμμετρική  ως  προς  τον 
άξονα  γ'γ 

γμ4(·=·--) 


Γ(χ)-0  6Χ  =  οΓ χ  <=>  χ  =  0 
Γ(χ)>0  ,  αν  χ€  (0,1]  και 
Γ(χ)<0  ,  αν  χε  [-1,0) 

Συνεπώς  η  £  είναι  γνησίως  αΰξουσα  στο  (0,1]  και  γνησίως  φθίνουσα 
στο  [-1,0). 


Ιν,(χ)  =  ~  (οχ  4-  ο  χ)>0  για  κάθε  Χ£[-1,1] 

Αρα  η  γραφική  παράσταση  της  £  στρέφει  τα  κοίλα  άνω  στο  διάστημα 

Η,υ· 

Επειδή  Γ(0)  =  0  και  Γ'(0)>0,  προκύπτει  ότι  η  ί  έχει  τοπικό  ελάχιστο 
στο  0,  το  ί(0)  =  1. 

Ασύμπτωτες  δεν  υπάρχουν. 


γ<-«  =  2  β  +βΓ 


1 


ί 


1  ^ 

Γ<»  =  2 


1 


λ 


Ο  Η - 

6 


.+ιΝ 
6 


V 


/ 


V 


) 


X 

-1  0  1 

Ι'(χ) 

. ( 

^  +  +  +  +  +  +  +  + 

Ι”·(χ) 

+  +  +  +  +  +  +  + 

+  +  +  +  +  -Ι-  +  + 

ί(χ) 

ΐί  η  - _ 

2  ε  +  β  - — *  1 

-  - - 1  ~  ■ 

— - — *  1 

(  ΐϊ 

6  4-  — 
β 

Το  ζητούμενο  εμβαδό  είναι  Ε  =  Ει  +  Ε2  =  2Ε2 

Ε  =  2[  ί(χ)ϋχ  =  2  \  (εχ  +  ο_χ<3χ  =  ί  &χάχ+  (  ο” 

*ο  *ο 


άχ 


ο 

Ε  =  6  -  6 


0 


-1 


(ίίί)  ί(0  =  /  νΐ  +  (Γ'(χ)^ε1χ=|1  λ/ 
-1  -1 


1  + 


1 1 (η η: ι  ιν^μινις  ασκήσεις  7ου  κεφαλαίου 
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1 


Να  υπολογίσετε  τα  ολοκληρώματα 


«·=Ι£3’ 


άχ 


¥  Γ  63χ+1 

Ι5=|  — 7 

17=Ιτ^ 

^  1  —  σι 


<3χ 


συνχ 


Ι9  =  | 


συνχ+ 1 
ημχ+  1 


<1χ 


Ιΐ3  =  ί  €  Χημχάχ 


Ι«  =  ί 


(1χ 


ΐ2=Ι 


>χ  + 1 


-  5Χ 


κρ 


(1χ 


Ϊ3  =  Γ  χχ  (1  +  Ιηχ)  <3χ  Ϊ4  =  |  εφ2  χ  άχ 


16  = 


Ϊ8  =  } 


<3χ 


1  +  ημχ 


<ϊχ 


χ  Ιηχ  1η (Ιηχ) 


Γ  X  X 

Ιιο=]  συν^συν^άχ 


Ιιΐ=Γ  ημ^αυΆίάχ  Ιΐ2=|  χ1η(χ2-1)άχ 


*»=/ 1 


άχ 


+ 


ημ(χ+  α)  ημ(χ+  β) 


Ιΐ6  =  |  Ιη2(χ  +  ^1  +  χ2)  άχ 


2 

Να  υπολογίσετε  τα  ολοκληρώματα: 


ΙΙι>οτν·ινΛ|ϋ  \Ί  ί.  άσκησης  7οι;  κΐφαλαίσυ 


564 


Λ 


άχ 


Λ/  ημ2χ  συΛ^χ 


1  -  , 

- αχ 

1  +  β1»" 


Η 


8(*)  “  δ"(χ) 


,χ 


άχ 


% 


γ: 

Η 


ημχ-  συνχ 
νημχ  +  Λίσυνχ 


άχ 


Να  υπολογίσετε  τα  ολοκληρώματα: 


ι _ ι 

ημ2  χ  συνχ  συχ^χ 


χ+ΐ998_|_ 

β1998_|_  β1598συνχ 


1.1  =  ίη 


1 _ 1 

λίεφχ  συν^χ 


Λν  1ν  =  ί  εφ2ν  X  <1χ ,  να  αποδείξετε  ότι 


I 


ν  — 


είρ2ν  1  χ 


1  για  κάθε  ν€  Ν*. 


2ν-  1 


I  Ιροχπνόμενες  ασκήσεις  7ου  κεφαλαίου 


Γ% 

Αν  Ιν  =  βφ^νΧ(ΪΧ  ,  νε  Ν*  ,  να  αποδείξετε  όχι: 

'ο 


1 

2ν- 1 


6 

Έστω  δ:(0,π)— με  §(χ)=1η(1+ημ2χ) 

(ί)  Να  μελετηθεί  η  §  ως  προς  τη  μονοτονία, 
(ϋ)  Να  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα: 

X  X 

%  ημχ  αυνςτ  συνχ 

1  =  4  ί  - - - - - άχ 

•'ο  ι  +  ημ  χ 
7 


Να  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα: 


8 


Γ 

Να  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα:  I  =  I  X  1η  (1  -+■  χ)  (Ιχ 


566 


1 1 ρη τπ,νό 1 1 γ ν ι ς  < υ  >κ > | σ γ α,  7  ου  κεφαλαίου 


Να  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα  1  = 
χεια  να  υπολογίσετε  το  ΙίΐΏ  Ι(χ)  . 

α  — >  -Η  θα 


άχ 


1 


χ-α 


+ 1 


και  στη  συνε- 


10 

(ί)  Να  αποδείξετε  ότι: 


Γ 


άχ 


4 


α  (β*  + 1)  (χ*  -  1φ  *'_α(βχ  +  1)(χ"-16) 


για 


0<α<4 


(μ)  Να  υπολογίστε  το  ολοκλήρωμα: 


άχ 


_3(βχ+1)(χ2-16) 


11 


.Να  υπολογίσετε  τα  ολοκληρώματα 


:Ιΐ  =  | 


1998  6χ_1998 

ι  χ  βχ  + 1998 


άχ 


6  =  1 


άχ 


ο  1998+  λ/χ^ 


6  =  1 


1998 


Ιηχ 


0  1ηχ+Ιη(1998-χ) 


12 


Ίίστω  ]£!  Κ->Κ  μία  συνεχής  συνάρτηση  για  την  οποία  ισχύει: 


1  Ι(η>π  ινόμενες  αακίμτπς  7ου  κεφαλαίου 


567 


,1998 


|  §(1)  άί<  X3996  για  κάθε  Χ>0. 


Να  αποδείξετε  ότι  §(0)  =0. 


13 

Να  αποδείξετε  ότι: 


·π/2  ν  -  1  Λ 


% 


(0  ί  ημί/χάχ=^ - ί  ημν  2χ<3χ?υεΝ 

ο  ν 


(η)  2  συν 


X 


Λ 


ί  Ί 


\ 


συν 


-  ηι 


χ  ιΐχ  -  π: 


V  7 


(\  \ 

ιη 

ν  / 


,  V  ,ΠΙ  Ε  Ν 


* 


(>>>) 


{Α  ημ(2Κ+  1)(*  _Λ  Λ 


ο 


ημθ 


=  ^  ,  1ί  =  0,1,2.·· 


14 

Να  αποδείξετε  ότι: 

1  ,  ι1 


χν  1 

άχ< 


—  I  Λ  ν#  - : 

2(ν  +  X)  \  1  +  χ2  ν  +  1 
1  +  β  -ρ 


,  V  €  Ν: 


1  +  β  Γ  ί"  β 

(ίϊ)Ιη  — ■ — —  <  1η(χ+1)άχ-  1ηχ£ΐχ<1η—  ,  0<α<β 

1+«  α  α  “ 


15 


Για  I  <α<β,  να  αποδείξετε  ότι: 

1  λΡ  2 

(ί)  -(οΙ'-Θ0)^!  Χχ  (1χ  <  (β*1  -  βΡ  "  α  “  ** 

α 


<  β  -  α 


Ίίστω  Γ:Κ— με 


χ  -  4ημχ 


Να  υπολογίσετε: 


ί,ι  =  Ιίκη  ϊ(χ) 


οο 


(ϋ)  =  Ιίηι  Γ(χ) 


οο 


ι  2 

Ί  ίατο*  ί :  (Ο,  +  οο)— μία  συνάρτηση  με  τύπο  ϊ(χ)  =  χ  λ 


-  Ιηχ. 


I  1(χμ Γινόμενες  α< τκήσεις  7ου  κεφαλαίου 
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Να  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα: 


Έστω  η  συνάρτηση  £  είναι  συνεχής  στο  [-Λ^Λ]  και  αυξουσα.  Να 


αποδείξετε  ότι:  β(χ)  Τ|μχ<1χ  >  Ο 

~π 


Έστω  μία  πραγματική  συνάρτηση,  συνεχής  ώστε: 


§(χ)  —  1998χ+ 


—  II )  ημυ  (ΪΙΙ .  Να  βρεθεί  ο  τύπος  της 


20 

Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  τουλάχιστο  ενα  Χ«€ί  [Ο,π]  τέτοιο,  ο>στε 

να  ισχύει:  Γ  (χ  +  π)  ημχάχ=  2λ^  ημχάχ 
0  χο 


Να  αποδείξετε  ότι:  2 


Λ 

<  «2  V2  I  Χί  νχί1χ<  6γι.α«ά0εΧ€Κ.  και 
**  V 

/ν 


Υ€  Ν*. 


(Ιούνιος  1993) 


I ΙροτηνομΓνη,  άσκησης  7ου  κεφαλαίου 


2/ 

Να  (Λ *·  1 ) ι.· ί  η  συνεχής  συνάρτηση  1:Κ-^Κ  για  την  οποία  ισχύει: 


|  α  ιΓ(1)<11=ε  Χ-ε  α-β  Χί(χ) 


( Ιούνιος  1993) 


Λν  £  είναι  μία  πραγματική  συνάρτηση  συνεχής  στο  Κ,  να  αποδείξετε 
α  α 

(ε(χ)  +  §(-  χ) )  Οχ  =  ί  §(χ)  <ϊχ 

Ο  -α 


Αν  η  συνάρτηση  Γ  είναι  συνεχής  στο 


[0,1]  ,  να  αποδείξετε  ότι: 


(ί2(χ)  +  2ί(χ)  β*)  άχ  > 


1-62 

2 


Να  υπολογίσετε  το  όριο:  ΙίΐΙΙ 

X  — )  +  οο 


ι 


1  +  χ 


6ϋ(1υ 


X 


+  00 


ΙΙ()ομ  ινάμι-νες  ασκήσεις  7ου  κεφαλαίου 


Τί  ΤΓ 


Να  βρείτε  τη  συνάρτηση  ί:  ~~2>~2  Μ*ε  συνεχή  δεύτερη 

παραγωγό,  για  την  οποία  ισχύουν:  Γ(0)  =  1,  ί(0)  =  1995  και 


ι  + 


|  Γ'(χ)  συνίάΙ=συν2χ+  ί'(χ)  ημ(1)  άί 


(Ιούνιος  Ιύύ.'ί) 


Η  συνάρτηση  ίίΚ. — >Κ.  είναι  παραγωγίσιμη  και  ισχύει  Γ  (χ)>0. 
για  κάθε  ΧίΞ  Κ.  Να  αποδείξετε  όχι  η  συνάρτηση 


|4> 


Ρ(χ)=  ϊ(χ-1)  άΐ ,  χεΚ  με  α,βθΚ 


είναι  παραγωγίσιμη  και  ότι,  αν  υπάρχει  Χο6  Κ.  με  Γ  (Χο) — 0  τότε 
Ρ(χ)  =  0,  για  κάθε  Χ£  Κ.. 

(Ιούνιος  1995) 

¥ 

Έστω  §:(0,+  )->Κ  συνάρτηση  συνεχής  για  την  οποία  ισχύει: 

^000  .2000 

§(χί)(1ί>  §(ί)  άί  για  κάθε  ΧΕ  (05  +  οο) 

1998  1998 
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1 !(. >ι > γγ ι,νομι  νι  ι ,  ασκήσεις  7ου  κεφαλαίου 


Να  αποδείξετε  ότι: 


ρ2000 

8(ί)  άΐ-  20008(2000)  -  §(1998) 

1998 


ρά 

Δίνεται  η  συνάρτηση  §,  συνεχής  στο  Κ  και 

Γ(χ)  =  ]  (Χ-Ι)δ(1)άί 

ο 

Αποδείξτε  ότι  η  Γ  είναι  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  και  να  μελετήσετε 
την  ί  ως  προς  τα  κοίλα,  όταν  για  κάθε  Χ€Ξ  Κ.. 

( Ιούνιος  1996) 


Μ 


Να  αποδείξετε  ότι: 


ι 


ρ 


ημχ 


άχ 


α 


<  β  —  (X  για  κάθε  β  >  Ο. >  0, 


31 


Δίνεται  Ιν  =  Τ|μν  X  ίΐχ ,  να  βρεθεί  η  σχέση  που  συνδέει  τα  Ιν> 

0 


Ινα,νΕ  Ν*  και  να  υπολογίσετε  το  Ι3. 


32 


Να  βρεθούν  οι  συνεχείς  συναρτήσεις  Γ:[0,  +  οο)-Η >Κ  που  πληρούν 


I  Ιρο  μ  ινημινις  ασκήσεις  7ου  κεφαλαίου 


57.1 


τη  σχέση  ημ 


( Α  "\ 

ί(1)  ύΐ 

0 


Γ 


V 


X 


χ  +  1 


για  κάθε  ΧΕ  (0,+  οο) 


Αν  η  πραγματική  συνάρτηση  §  είναι  συνεχής  στο  διάστημα 

[-1998,1998]  και  για  κάθε  ΧΕ  [-1998,1998]  ισχύει: 


8(Χ  +  30  =  8(χ)  +  §(5θ  +  χΥ 


1998 


να  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα:  I  =  .  8(χ)  άχ 

-  1998 


3/ 


Αν  η  πραγματική  συνάρτηση  £  είναι  παραγωγίσιμη  στο 


ο  — 
υ’  2 


μ>· 


1 

1 

Γ 

2 

—  Τί  και 

Λ 

) 

I 

8 


πάρχει  ΧΟ  Ε 


% 

Ο 


^  ίΤίΛ 


ο, 


ώστε  να  ισχύει  §"(Χο)ημΧο  +  1  =  0. 


Έστω  §  μία  πραγματική  και  συνεχής  συνάρτηση  στο  [Μ],  Αν 

Γ3  Γ4 

ισχύει  I  §(χ)(ΪΧ=::  §(χ)  ίΐχ  ,  να  αποδείξετε  ότι  η  £  έχει  ένα 


1  Ιροτπνομι  νί  ',  ασκήσεις  7ου  χκψαλαΐου 


574 


τουλάχιστο  κρίσιμο  σημείο. 


Έστω  [α,β]  — >Κ  με  (Χ<  β  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  συνάρτηση 
για  την  οποία  ισχύει  §  ^(χ^Ο  για  κάθε  ΧΕ  [β,β]  .  Να  αποδείξετε 

γ|! 

άτι;  ]  §(χ)  <ϊχ  Φ  (β  -  α)  § 

α 


/ 

Υποθέτουμε  ότι  §:[α,β]— είναι  συνεχής  και  §:[α,β]-^Κ 
είναι,  φθίνουσα  με  £(χ)>0  και  §(χ)>0  για  κάθε  ΧΕ  [<Χ,β].  Να 
(αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ένα  ξ<Ξ  [α,β]  έτσι  ώστε: 

ί 

α  α 


Α 


ί'(χ)  β(χ)  άχ  =  §(α)  ]  Γ(χ)  άχ 


'  17 < ϊτ,ω  — >Κ  συνάρτηση  δύο  φορές  παραγιυγίσιμη  στο  Κ.  με  £ 

γνησίως  αύξουσα  για  κάθε  ΧΕ  Κ.  Αν  (λ<  β  με  <Χ?βΕ  Κ.,  να  αποδεί¬ 
ξετε  ότι  για  κάθε  &Ε  Κ  ισχύει: 


1 

4  * 


2α  -  ^ 


§(χ)  άχ 


Ιΐροηινσμι  ν»  {,  ασκήσεις  7ου  κεφαλαίου _ 


Αν  η  πραγματική  συνάρτηση  β  έχει  συνεχή  παραγωγό  στο  διάστημά 
[Ο, π]  ,  να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  Χο£  (Ο,Ή)  ώστε: 


«V 


§(χ^  αυνχο  +  -  ]  ^(χ)ημχ^Ο 


Να  αποδείξετε  ότι: 


.1999 

1 


εχ  (2χ  + 1)  <1χ>  1998 


•ε  / 


άχ> 


ί(ΐ^- 


λ 


άχ 


Εστω  8:[α,β]->Κ  συνάρτηση  συνεχής  και  φθίνουσα  στο  [«,ΡΙ. 

5ιι:  |  Χ^άχ^-^^Ι  §(χ)θχ 


Να  αποδείξετε  ότι 


α 


α 


Να  υπολογίσετε  το  όριο: 


ΙίΠΊ  — 

Α  Χ 

χ— >  Ο 


43 


& 


Να  υπολογίσετε  το  όριο:  Ηϊΐΐ 

*_>  +  «,  "ο  ο  +  χ 


συν  (ιιχ) 


χ44 

εχ 

Δίνεται  η  συνάρτηση  δ(χ)=3  +  β  για  κάθε  ΧΕ 

X 

(ΐ)  Να  μελετηθεί  ως  προς  τη  μονοτονία  στο  διάστημα  (-°°)0). 


(ϋ)  Να  υπολογίσετε  το  όριο:  Ηϊΐΐ 

χ  — >  - 


ί)  άί 


Έστω  ΐ:Κ — )Κ  συνεχής  και  για  κάθε  ΧΕ  Κ.  ισχύει: 

|  ί(ί)  <31  =  ο  ,  όπου  ϋ-σχαθερά. 

—  χ 

Να  αποδείξετε  ότι: 

(ΐ)  η  ί  είναι  περιττή 


0> 


Ιΐυναιγύμιγις  ασκή'υ  «<>  /«>>>  φαλαίου 


577 


Έστω  £  μία  πραγματική  συνάρτηση  παραγωγίσιμη  στο  [-1998, 
1998]  .  Αν  η  §  στρέφει  τα  κοίλα  άνω  στο  διάστημα  [-1998,1998], 

να  αποδείξετε  ότι: 


(0  8(χ)  ^  (χ  +  1998)  8'(1 998)  +  8(- 1998) 


Αν  η  συνάρτηση  §:Ιν — >Κ  είναι  παραγωγίσιμη  και  ισχύει: 


8'(Χ)  +  ]  8(»)  ύυ  για  κάθε  Κ, 

0 

να  αποδείξετε  ότι: 

(ΐ)  Οι  συναρτήσεις  1(χ)  =  (8(χ)-§'(χ))  €χ  και 
Φ(χ)  =  (§(χ)  +  £  (χ))(Γχ  για  κάθε  ΧΕ  Κ.  είναι  σταθερές. 

(Η)  Αν  β(0)  =2000  τότε  §(χ)  =  1000(βχ  +  €'χ)  ,  ΧΕ  Κ 

•ι 

Έστω  §  συνεχής  συνάρτηση  στο  [0,1]  ,  να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει 
ξ€  [0,1]  τέτοιο,  ώστε  2ξ§;(ξ2)  =  §(ξ). 


57Κ 


1 1()ΐ>τι  ινόμενιι;  ασκήσεις  7οί>  χγ<)η Αλο.ι Οη 


4,9 

Λν  η  πραγματική  συνάρτηση  ί  είναι  παραγωγίσιμη  στο  [-(Χ,(Χ]  και 
η  συνάρτηση  ί  είναι  φθίνουσα  στο  [-01,  β],  να  αποδείξετε  ότι: 


0)  Γ(χ)>(χ  +  α)Γ  (α)  +Γ(-α) 


]  Γ(χ)  <3χ  >  2α  ί(-  α)  +  2α2  ί*(α) 

-  α 


Ίίστω  ί  μία  πραγματική  συνάρτηση  συνεχής  στο  Κ.  για  την  οποία 

ισχύει:  ί  Γ(1)  άί  =  ϊ(χ)  -  ί(γ)  για  κάθε  Χ,}Ί=  Κ.  Να  αποδείξετε 
χ 

άτι:  Γ"  (ί)  +  Γ^ί)=0  για  κάθε  Κ. 


$1 

Αν  η  πραγματική  συνάρτηση  §  είναι  παραγωγίσιμη  στο  Κ.  και  η 
είναι  γνησίως  φθίνουσα  στο  Κ,  να  αποδείξετε  ότι: 

£(χ)>  8(1998)  +Χ£ν(χ)-1998£'(χ)  για  κάθε  Χ^1998. 


Να  υπολογίσετε  το  Ηΐϊΐ 


χ  +°° 


Προτεινόμενες  ασκήσεις  7ου  κεφαλαίου 


Εστω  ί,β:Κ->Κ  με  ί  συνεχής  και  ισχύουν 


-X 

βϋ  —  Γ(υ)  για  κά0ε  Χ6  β 

*ο 


ν/') 


(ϋ)  §(χ)βχ  για  κάθε  ΧΕ  Κ 

(ϋί)  δ(χ+^)β§(χ)  +£(?)  για  κάθε  χ,γε  Κ 

Να  αποδείξετε  ότι:  £(χ)  =§(χ)  =Χ,  Χ£  Κ 


Έστω  η  πραγματική  συνάρτηση  §  δύο  φορές  παραγωγίσιμη  στο 
[α,ο]  (α<ο)  και  8(α)=α,  §(β)  =  β,  8(ο)=ο  '/*« 

0<α<Ρ<Ο.  Να  αποδείξετε  ότι: 

(ΐ)  Υπάρχουν  Ι.ε(α,β)  και  ^2^  (β,€)  ώστε  Ι.8'(1ι)=8(|.) 

*αι  |ϊ8'(|2)=8(^) 

ι^'γΐ)  <ιι=ο 


Έστω  §:Κ-»Κ  μία 

·,999ημ(χ1) 


?(χ)  =  / 


άί 


1998 


πραγματική  συνάρτηση  με  τύπο: 
.  Να  αποδείξετε  ότι  η  §  είναι  συνεχής  στο  Κ, 


5Κ0 


1  Ιροτ»* ιν< >|ΐι  νΐ’Γ,  άσκησης  /ου  κεφαλαίου 


θεωρούμε  την  πραγματική  συνάρτηση  >Κ  δυο  φορές  παρα- 

γωγίσιμη  με  β  (0)  =§(0)  =2000  για  την  οποία  ισχύει: 


. .  1· 

8'(χ)δ"(χ)-^ί(χ|= 


0  για  κάθε  ΧΕ  Κ. 


Να  βρεθεί  ο  τύπος  της  §. 
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Έστο)  μία  συνεχής  συνάρτηση  για  την  οποία  ισχύει 

^(-χ)  =  §(χ)για  κάθε  ΧΕ  Κ.  Να  αποδείξετε  ότι: 

ί  8(χ)  Ιη  (χ  +  71+Χ2  )  άχ=  0  για  κάθε  Ο.Ε  Κ 

—  α 

(ί)  Να  βρεθεί  ο  τύπος  της  πραγματικής  συνάρτησης  που  είναι 
παραγο)γίσιμη  και  ισχύει: 

(β*+  1)8'(χ)-6Χ£(χ)  =  62*  +  §(χ)  για  κάθε  Χ£  Κ.  με  §(0)  =  1η2 

(μ)  Σημ  είο  Α  κινείται  στο  θετικό  ημιάξονα  ΟΧ  με  ταχύτητα  I)  —  2 
Ιϊΐ/ίίΟΟ  και  η  θέση  του  πάνω  στον  ημιάξονα  δίνεται  από  το  ί(ί)  =  ν)ί, 

ΙΕ  [ο,ΐ]  .  Να  υπολογιστεί  το  εμβαδόν  του  χωρίου,  που  περικλείεται 
από  την  τον  άξονα  XX  και  τις  ευθείς  Χ:=:0,  Χ”ί(ί). 

(ίΐΐ)  Να  βρεθεί  ο  ρυθμός  μεταβολής  του  εμβαδού  τη  χρονική  στιγμή 


I Ιροιι  ι ν< >(ΐ ι  νμ  ς  ασκήσεις  /ου  κι  ψαλαίου 
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Αν  οι  συναρτήσεις  ί,§  είναι  συνεχείς  στο  Κ,  να  αποδείξετε  ότι: 


X 
1-ί 


}  ήβ  β(1  -  χ)  <ΪΧ  =  }  ί(1  -  χ)  §(χ)  <1χ 

Χ-ί 


¥ 


Αν  η  πραγματική  συνάρτηση  £  είναι  συνεχής  στο  [0,1]  και  ισχύει: 

Γ1  1 

^  §(χ)  (ΪΧ  — ■  ^999  ’  να  απο^ε^ετε  ότι  υπ<*ρχει  Χ0[0,1]  τέτοιο, 


_ 1998 


ώστε:  §(Χο)=  Χφ 


«ίί 

Δίνεται  η  πραγματική  συνάρτηση  £,  παραγωγισιμη  στο  Κ*  για  την 
οποία  ισχύουν: 

(0  χ£(χ)  +  ε/χ  =  8(χ)  για  κάθε  Χ5*0 
(Π)  8(1)  =  6 

(α)  Να  βρεθεί  ο  τΰπος  της  συνάρτησης  8 

1998 

X"  1  8(χ)  <1χ 

1 


(β)  Να  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα: 


5Κ2 


Λίνεται  η  πραγματική  συνάρτηση  ί  με  πεδίο  ορισμού  το  Κ,  που  είναι 

συνεχής  στο  Κ.  και  ισχύει  ί(χ  +  γ)  =  ί(χ)  +ϊ(γ)  για  κάθε  Χ,γ€  Κ. 
Να  αποδείξετε  ότι: 

(0  1(0)  =  0 
γ" 

(ϋ)  I  ί(χ)  <1χ=  0  για  κάθε  (Χ6  ϋ. 

-  α 
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Αν  οι  πραγματικές  συναρτήσεις  Ι,§  είναι  συνεχείς  στο  [0,1]  με 
1(χ)<0  και  §(χ)^0  για  κάθε  Χ6  [0,1] ,  να  αποδείξετε  ότιυπάρχει 
Χ„£  [0,1]  τέτοιο,  ώστε: 


λ 

Λίνεται  πίνακας  Α  νΧν  με  Α24-  Α  +  Ι  —  0  και  V  περιττός.  Αν 
Γ* 

β(χ)  =  Α- 1  +  II  (11  ,  χ  €  Κ , 
ο 

να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ΧοΕ  (0,1)  τέτοιο,  ώστε  8'(*)  =  0. 


ΙΙμοιι  ινομενες  ασκήσεις  7  ου  κεφαλαίου 


5  83 


Να  αποδείξετε  ότι: 


§(χ)  άχ=  χ  1  §  (1  +  Ιηχ)  άχ 

ι  ι 


Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχουν  Χ,γΕ  [-ΤΪ,ΤΚ]  τέτοια,  ώστε: 

2η:6χσυνχ+2:ΓΕ6γσυνγ=0  *-βπ 


Δίνεται  η  πραγματική  συνάρτηση  §  παραγωγίσιμη  στο  [α,β]  και 
§  γνηαίως  αύξουσα  στο  [α,β].  Να  αποδείξετε  ότι: 

ΓΡ  1 

§(υ)  (ία  >  (β  -  α)  §(α)  +  ^  (β  ~  α)2  δ'(α) 

α 
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Έστω  μία  συνεχής  συνάρτηση  ίΐΚ — >Κ  για  την  οποία  ισχύει: 
Γ(χ)  +  ϊ(-χ)  =  1  για  κάθε  ΧΕ  Κλ  Αν  ο  δειγματικός  χώρος 

Ω  =  {1,2,3,4,5,6>  έχει  ισοπίθανα  στοιχειο>δη  ενδεχόμενα,  να 

βρεθεί  η  πιθανότητα  ώστε  το  ολοκλήρωμα: 

Γα 

I  ί(χ)<ΪΧ=4  όπου  α^Ω 
-  α 


Έστω  £  μία  πραγματική  συνάρτηση  ορισμένη  στο  Κ  και  συνεχής 
στο  Κ  για  την  οποία  ισχύει: 


-  ιι)  §(ιι)  άυ  > 


Λυ  >  0  για  κάθε  ΧΕ  Κ 


Να  βρείτε  τον  τΰπο  της  πραγματικής  συνάρτησης  §. 

6$> 

'  Εστω  εκ->κ  μία  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  και  ισχύει  Γ(χ)>0 
για  κάθε  ΧΕ  Κ.  Να  αποδείξετε  ότι  η  συνάρτηση 

ΓΡ 

Γ(χ)  =  ]  £(χ  -  4)  άί  ,  χ  ε  Κ 

α 

με  <λ,β  πραγματικούς  αριθμούς  είναι  παραγωγίσιμη  και  ότι  αν 
υπάρχει  ΧοΕ  ϋ  με  Ρ  (Χο)  =0,  τότε  Ρ(χ)  =  0  για  κάθε  ΧΕ  Κ.. 

(Γενικές  1995) 
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Έστω  η  πραγματική  συνάρτηση  £,  συνεχής  στο  [-1,1]  με  ί(χ)>0, 


για  την  οποία  ισχύει:  ί(χ)  = - 

ϊ(-χ) 


για  κάθε  ΧΕ  [-Μ]  Να 


ι 


,1998χ 


- 1  1(χ)  Ί"  1 


άχ= 


αποδείξετε  ότι: 


1999 


I  Ιροιι  ινομι  νι  ς  ασκήσεις  7ου  κεφαλαίου 


δΚ 
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"Έστω  8:Κ— >Κ.  συνάρτηση  συνεχής  με  8(0)  =2000.  Να  υπολογί 

^000 

σετε  το  όριο:  ΙΪΠ1  I  8(χα)  άΐΐ 

χ-4θ  1998 


Έστω  η  πραγματική  συνάρτηση  8  είναι  "ένα  προς  ένα"  στο  Κ  και 
ισχύει:  8(Χ  +  8(>0)  =§(χ  +  5θ  +1  Υΐα  *«θε  Χ,^δ  Κ 

(ί)  Να  βρεθεί  ο  τύπος  της  συνάρτησης  £ 

(π)  Αν  η  §  είναι  συνεχής  στο  [<Χ?μ],  να  αποδείξετε  ότι: 

ΓΡ  1 

]  8(χ)^χ=2  (Ρ_α)  («  +  Ρ  +  2) 

α 

1/ 

/ 

Αν  οι  πραγματικές  συναρτήσεις  με  πεδίο  ορισμού  τα  [<Χ,β| 

είναι  συνεχείς  στο  [α,β]  και  ισχύει: 

Ρ  (χ)  +  82  (χψ 2  (χ) + 0,75  <ί(χ) + 8  (χ)  +  Η  (χ) 

για  κάθε  Χ€Ξ  [α,β]  ,  να  αποδείξετε  ότι: 


α  α  α 


5Ηί> 


I  Ι^οιι  ινι^ίΓνι  ς  ασκήσεις  7ου  κεφαλαίου 


Λν  η  ϊ  εί 


1 


η  1  είναι  συνεχής  στο 

% 

ί(χ)  ημχ< 
ο  Η 


0, 


π 


με  Γ(Χ)>  0  ,  να  αποδείξετε  ότι: 


Λν  η  πραγματική  συνάρτηση  §  είναι  συνεχής  στο  διάστημα 

[1998,1999]  και  ισχύει  §(χ)>0  για  κάθε  Χ(Ξ  [1998,1999], 


4999 


να  αποδείξετε  ότι: 


1998 


ε(χ)  αχ  } 


1999 


1998 


άχ 

8(χ) 


>1 


^ 

\ 

Έστω  συνεχής,  να  αποδείξετε  ότι: 

Γ1  Γ1  1 

]  1·2(χ)(1χ>2]  εχ ί(χ)  <1χ  +  χ  (1  -  β2) 
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Έστω  ίίΚ — συνεχής,  να  αποδείξετε  ότι: 


(β2χφ  -  2)  ί(χ)  άχ  >  ^ 


-1 


I  Ιροττ ι ν< ϊ |(Γν(·  ς  ασκήσεις  7ου  κεφαλαίο* ’ 


Αν  είναι  συνεχείς  στο  [α,β]  ·,α  ι  για  κάθε  ΧΕ  [α,β]  ,  κτχύπ 

ί(χ)  +  ί(α+β-χ)=8(χ)+β(α+β-χ) 


να  αποδείξετε: 


4> 


α 


Γ(χ)  άχ  =  §(χ)  άχ 


α 


79 

Δίνονται  οι  πραγματικές  συναρτήσεις  με  πεδίο  ορισμού  το  Η 
που  είναι  συνεχείς  στο  ϋ  και  ισχύουν: 

(ί)  §(Χ-γ)=δ(Χ)ί(γ)·ί(χ)8(γ)  *ά0ε  Χ,?€  Κ  και 

(ϋ)  ϊ(Χ-^)=ί(Χ)ί(γ)+8(χ)8(γ)  Υΐα  *άθε  Χ,^6  Κ 

Α.  Αν  η  Γ  δεν  είναι  σταθερή,  να  αποδείξετε  ότι:  μο) = ι 

.α  .α  μ. 

β.  I  ί(χ)  άχ=  2]  Γ(χ)  άχ  και  I  §(χ)  Λχ = ο  για  κάθε  (ΙΕ  Κ 
-  α  Ο  -  α 

βό 

/ 

Δίνεται  η  συνάρτηση  ί(χ)  =  (χ  +  4)6~*  ,  ΧΕ  Κ..  Να  υπολογιστεί  τι 
εμβαδό  του  χωρίου  που  ορίζεται  από  τα  σημεία  (χ,γ)  με  -1<Χί5  1 

0<?<ί(χ). 


(Ιούνιος  Ιύ1).! 
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5ΚΚ 


ϋροτι  ι  νο|π  νι  άσκησης  7ου  κεφαλαίου 


Γ% 

Αν  Ιν=]  £<(?χάχ  ?  V  £  Ν*>  τότε: 

0 

( ΐ)  Να  υπολογίσετε  ότι  για  κάθε  ν> 2  ισχύει:  Ιν  - - Ιν  -  2 

ν-1 


(ίΐ)  Να  υπολογίσετε  το  Ι5. 

(Ιούνιος  1991 ) 


Λν  για  μία  πραγματική  συνάρτηση  §  που  είναι  παραγωγίσιμη  στο 
Ια,β]  και  στρέφει  τα  κοίλα  προς  τα  άνω  στο  [α,β]  είναι 
ίέ(α)  — §(β)  =  2000,  να  αποδείξετε  ότι: 


(I)  8(χ)<2000  για  Χ€  [α,β] 
(ίί)  &(χ)  άχ<  2000(β  -  α) 

α 
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Να  ευρεθεί  το  εμβαδό  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  τα  σημεία 
(χ,*)  που  ικανοποιούν  τη  σχέση: 

χ3  -  Ιγ1  -  3^  +  2Χ2  -  2χ25'  -χ^  +  χ  +  γ-χγ=0 


Προιι  ινομι  νι  ασκήσεις  7ου  κεφαλαίου 


5Κ(> 


8 


Λν  η  πραγματική  συνάρτηση  ί  είναι  παραγωγίσιμη  στο  Κ.  και  ισχύει: 


* 


1  4-  Γ(1)  άί  =  ί(χ)  —  €χ  ,  να  βρεθεί  ο  τύπος  της  ΐ. 


Ο 


/ 


Δίνεται  η  συνάρτηση  §  ορισμένη  και  συνεχής  στο  διάστημα 
[1998,2000]  και  υποθέτουμε  ότι  η  συνάρτηση: 


ί(χ)  =  (χ-  1998) 


Λ 

8(1)  άί  ,  χε  [1998, 2000] 

2000 


(ΐ)  Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  |ε  (1998,2000)  τέτοιο,  ώστε 

Π1)=ο. 


(ϋ)  Αν  8(χ)>0  για  κάθε  ΧΕ  [1998,2000],  να  αποδείξετε  ότι 

υπάρχει  ξβ  (1998,2000)  ώστε  το  εμβαδό  του  χωρίου  που  περι¬ 
κλείεται  από  την  τον  X  X  και  τις  ευθείες  X— ξ  ,  X  — 2000,  να 

είναι  ίσο  με  το  εμβαδό  του  ορθογωνίου  που  έχει  βάση  το  μήκος  11-11 
και  ΰψος  το  8(1)· 


βΧ<3χ. 


Έστω 


Προτεινό) 1 1 ·  ν ι π;  < (σκάσεις  7ου  κεφαλαίου 


5<>0 


Να  υπολογίσετε  το  ΙΐΐΤΙ  Ρ(1) 

X  — >  +  ο° 


87  ^ 

'  1  Γβ  2 

Να  αποδείξετε  ότι:  —  (ββ-βα)<]  χχάχ<ββ(β  “  —  ε  Ρ) 

€  α 

για  κάθε  β>α>1. 


βστω  ί:Κ^Κ  με 


X 

χ2  + 1 


(Ο 


Να  "υπολογίσετε:  I  =  }  χ2  ί(χ)  άχ 

ο 


_  ι  '  1 

^  6  1  Γ 

(ϋ)  Να  αποδείξετε  όχι:  — ^  €χί(χ)(1χ< 


Ψ/ 


ί  //7! 


\ 

Ίμ;τ(ο  1:Κ — με  ί(χ)  — Χ6χ.  Να  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα: 


Ι=[  (χ Γ(χ)  +  ί(χ)) άχ 

Ο 


V.  ν' 

Έστω  η  πραγματική  συνάρτηση  §  είναι  συνεχής  στο  [α,β]  και  για 
κάθε  ΧΕ  [α,β]  η  §(χ)>0. 


Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ένα  τουλάχιστο  χθ£  (α,β)οχιτε: 


{  8(1)  άί  =  (ΧΟ  -  α) 


(ϋ)  Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ξ€  (α,β)  τέτοιο,  ώστε 


1η  8(1) 

€δ(ξ) 


η 

Δίνεται  η  συνάρτηση  ί(χ)=2χ2  ,  ΧΕ  Κ..  Αν  (ε)  είναι  η  εφαπτο¬ 
μένη  της  Ογ  στο  σημείο  Μ(2α,8α2),  α>0,  να  βρείτε  το  εμβαδόν 
του  χωρίου,  που  περικλείεται  από  τη  Οι,  την  ευθεία  (ε)  και  τον 
άξονα  γγ. 


( Ιούνιος  1994) 


93 


Ιηχ 


Αίνετιιι  η  συνάρτηση  ί  με  τχίπο:  ϊ(χ)  =  >/χ  -  —7=  »  χ  >  0 

2λ/χ 


(ΐ)  Να  βρείτε  τα  διαστήματα  μονοτονίας  της  ί. 

(ϋ)  Να  υπολογίσετε  το  εμβαδό  του  χωρίου  το  οποίο  περικλείεται 
από  τη  γραφική  παράσταση  της  ί,  τον  άξονα  ΟΧ  και  τις  ευθείες  Χ“  1 

και  Χ  =  4. 

(Ιούνιος  1991) 


Δίνεται  η  συνάρτηση: 


1  +  χ  (Ιηχ-  1η  (χ  + 1)  +  X) 

χ 


(ί)  Να  μελετηθεί  ως  προς  τη  μονοτονία  και  τα  σημεία  καμπής. 

(Μ)  Να  βρεθούν  οι  ασύμπτωτες. 

(ϋΐ)  Να  βρεθεί  το  Ε((Χ)  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  την  €β 
τον  X  X  και  τις  ευθείες  Χ=1  και  X  —  <Χ>1. 


(ίν)  Να  υπολογίσετε  το  ΙΐΙΠ  Ε((ϊ)  . 

α  — >  +  οο 
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Να  βρεθεί  το  εμβαδόν  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  τα  σημεία 
(χ,^)  που  ικανοποιούν  τη  σχέση:  Χγ2  +  6χ^-Χ2γ  +  9χ-3χ2  =  0. 


1  Ιροιτινόμι·  νες  ασκήσεις  7ου  κεφαλαίου 


593 


'ψστω  η  πραγματική  συνάρτηση  β  δυο  φορές  παραγιογίσιμη  στο  [α,β]  ώστε 


§((*)  =§(β)  =2000 και 


1 

2000 


§(χ)  <1χ  =  β  —  α .  Να  αποδείξετε  ότι: 


α 

(1)  Η  εξ  ίσωση  §  '(χ)=0  έχει  δυο  ρίζες  άνισες  στο  (α,β). 

(π)  Υπάρχει  ξ€  (ρι,ρ2)α(α,β)  ώστε  §  "(|)  =  0  (  ρι,ρ2  είναι 
ρίζες  της  §'(χ)  =  0) 
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Να  υπολογίσετε  το  εμβαδό  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  τις  γραφικές 
παραστάσεις  των  συναρτήσεων  Γ(χ)=1πχ  και  §(χ)  =  (1ηχ)2. 


Να  υπολογίσετε  το  εμβαδό  του  χωρίου  που  περικλε  ίεται  από  τις  γραφικές 
παραστάσεις  των  γραμμών  Χ2  +  9γ2  =  9  και  γ  =  ~  (χ  —  3)^  . 


Δίνεται  η  συνάρτηση: 


ο2χ  (2χ  +  1)  -  2χ  +  1 

62χ-1 


(ί)  Να  βρεθούν  οι  ασύμπτωτες. 

(ϋ)  Να  βρεθεί  το  εμβαδό  Ε(α)  του  χωρίου  που  περικλείεται  από 
τη  06,  την  πλάγια  ασύμπτωτη  και  τις  ευθείες  Χ=1  και  Χ“(Χ>1. 


(ΐϋ)  Να  βρεθεί  το  ΙίΠΙ  Ε(<χ) 

α  -^  + 
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Έστω  8:Κ-»Κ  παραγωγίσιμη  με  8'(0)=2  και  8(0)  =  1.  Αν 
ιοχΰει  §(χ+^)+Υ8(χ)+Χ§(5')  =  8(χ)8(>')+Χγ  +  Χ  +  γ  για 
κάθε  Χ,γΕ  Κ. 

(ΐ)  Να  βρείτε  τον  τύπο  της 

(ϋ)  Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  η  β'1. 

(ΐϋ)Να  υπολογίσετε  το  εμβαδό  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  τις 
γραφικές  παραστάσεις  των  §  και  τον  άξονα  Υγ  και  την  ευθεία  Χ  =  1. 


Να  βρεθεί  μια  συνάρτηση  Γ  ι  Κ  — )  Κ  που  πληρεί  τη  σχέση: 
ίχ)Γ(2-χ)  —  X,  για  X  Ε  Κ+  καιί(1)=1  όπου  Γ(χ)  είναι  μια 
αρχική  συνάρτηση  της  ί  στο  Κ.*  . 
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Έστω  ϊ:Κ->Κ  μια  συνάρτηση  δυο  φορές  παραγωγίσιμη  με  Γ  (0)>0 
και  Γ"(χ)>0  για  κάθε  ΧΕ  Κ.  Αποδείξτε  ότι  για  <Χ>1  ισχύει: 
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(ΐ)  Να  παρασταθεί  γραφικά  η  συνάρτηση  ί:Κ— >Κ  με  τύπο 

ί(χ)  =  2|χ|-χ2 

(ϋ)  Να  βρεθεί  το  εμβαδό  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  τη 
γραφική  παράσταση  της  ί,  τον  άξονα  X  X  και  τις  ευθείες  X  — -1  και 

χ=1. 
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Έστω  ί  συνεχής  στο  [0,1]  για  την  οποία  ισχύει: 

ί  Γ(χ)Λχ=:6-1 
0 

Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ένα  τουλάχιστον  Χο*Ξ  [0,1]  τέτοιο,  ώστε. 
Γ(Χ»)  =  6*ο  . 
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